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一类分数阶复杂网络混沌系统的投影同步

毛北行　李庆宾
（郑州航空工业管理学院理学院，郑州　４５００１５）

摘要　根据分数阶系统的相关理论研究了一类分数阶复杂网络混沌系统的投影同步问题，给出了分数阶复

杂网络以及分数阶时滞复杂网络系统实现投影同步的充分性条件，仿真结果表明了方法的正确性．

关键词　投影同步，　分数阶系统，　复杂网络
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引言

混沌同步自提出以来已成为研究的热点并取

得了丰富的成果［１－７］，近年来分数阶系统逐步成为

研究的热点，分数阶系统能更准确的描述自然界系

统中的一些物理特性，文献［８］研究了一类不确定分

数阶混沌系统的滑模自适应同步问题，设计了一种

具有较强鲁棒性能的分数阶滑模控制器，实现了混

沌同步．文献［９］研究了一类不确定分数阶混沌系统

的同步控制问题，结合状态观测器和自适应方法提

出了一种符合工程实际的控制方案．文献［１０］研究

了一种分数阶混沌系统的自适应滑模控制器设计，

所设计的控制器具有较强的鲁棒性能，文献［１１］研

究了分数阶 ＲａｙｌｅｉｇｈＤｕｆｆｉｎｇｌｉｋｅ系统的自适应追
踪广义投影同步控制问题．文献［１２］研究了分数阶

异结构超混沌系统完全同步与反相同步控制问题．
文献［１３］基于非线性反馈控制方法研究了一类分数

阶复杂网络系统的混合投影同步问题，将误差系统

的渐稳性条件转化为 ａｒｇ（λｉ） ＞
ｑπ
２，且没有考虑

时滞系统的相关结果，本文根据分数阶系统的相关

理论研究了一类分数阶复杂网络混沌系统的投影

同步问题，将系统实现投影同步的充分性条件转化

为矩阵不等式，从而更容易 ＭＡＴＬＡＢ求解，仿真结
果表明了方法的正确性．

定义１［１４］：Ｃａｐｕｔｏ分数阶导数定义为：

ｃＤαｔ０，ｔ＝Ｄ
－（ｎ－α）
ｔ０，ｔ

ｄｎ

ｄｔｎ
ｘ（ｔ）

＝ １
Γ（ｎ－α）∫

ｔ

ｔ０
（ｔ－τ）ｎ－α－１ｘ（ｎ）（τ）ｄτ，

　　　ｎ－１＜α＜ｎ∈Ｚ＋

其中Γ（·）表示嘎玛函数，以下文中Ｄｔ
ｑ＝ｃＤ

ｑ
０，ｔ

１　分数阶复杂网络系统的投影同步

考虑如下一类分数阶复杂网络系统：

Ｄｔ
ｑｘｉ（ｔ）＝Ａｘｉ（ｔ）＋ｆ（ｘｉ（ｔ））＋∑

Ｎ

ｊ＝１
ｃｉｊΓｘｊ（ｔ）＋

　ｕｉ（ｔ）　（ｉ＝１，２，…，Ｎ）， （１）
Ａ为适当维数的常数矩阵，ｕｉ为控制输入，Γ是网络
的内部耦合矩阵，Ｃ＝（ｃｉｊ）Ｎ×Ｎ是外部耦合矩阵，满
足ｃｉｊ＝０，（ｉ≠ｊ），ｃｉｊ≥０（ｉ≠ｊ），对角线元素定义
为：

ｃｉｉ＝－∑
Ｎ

ｉ＝１，ｉ≠ｊ
ｃｉｊ （２）

假设１：复杂网络的孤立节点的解满足：
Ｄｔ
ｑｓ（ｔ）＝Ａｓ（ｔ）＋ｆ（ｓ（ｔ）） （３）

ｓ（ｔ）可以是一个稳定点，或者周期解，也可以是混
沌轨迹．

定义１：对给定的分数阶系统（１），若存在一个
非零矩阵Λ，使得

ｌｉｍ
ｔ→∞
‖ｅｉ（ｔ）‖ ＝ｌｉｍ‖ｘｉ（ｔ）－Λｓ（ｔ）‖ ＝０成

立，则复杂网络系统实现了投影同步．
假设２：非线性函数满足条件：
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‖ｆ（ｘｉ（ｔ））－Λｆ（ｓ（ｔ））‖≤ｌｉ‖ｘｉ（ｔ）－Λｓ（ｔ）‖，

其中ｌｉ为大于零的常数．
定义系统误差为：

ｅｉ（ｔ）＝ｘｉ（ｔ）－Λｓ（ｔ），（ｉ＝１，２，…，Ｎ），
则有：

Ｄｔ
ｑｅｉ（ｔ）＝Ａｅｉ（ｔ）＋ｆ（ｘｉ（ｔ））－Λｆ（ｓ（ｔ））＋

　∑
Ｎ

ｊ＝１
ｃｉｊΓｅｊ（ｔ）＋ｕｉ（ｔ）

引理１［１５］：对于一般的分数阶自治非线性微分

方程Ｄｔαｘ（ｔ）＝ｆ（ｘ（ｔ）），当系统的阶数０＜α≤１
时，如果存在实对称正定矩阵 Ｐ，使得 Ｊ（ｘ（ｔ））＝
ｘＴ（ｔ）ＰＤｔαｘ（ｔ）＜０，则上述分数阶系统渐近稳定．

定理１：设计控制器 ｕｉ（ｔ）＝－ｋｉｅｉ（ｔ），若满足

条件（Ａ＋（ｌｉ－ｋｉ）ＩＮ）＋ＣΓ＜０则分数阶复杂
网络系统（１）可以实现投影同步．

证明：由

Ｄｔ
ｑｅｉ（ｔ）＝Ａｅｉ（ｔ）＋ｆ（ｘｉ（ｔ））－Λｆ（ｓ（ｔ））＋

　∑
Ｎ

ｊ＝１
ｃｉｊΓｅｊ（ｔ）＋ｕｉ（ｔ）

Ｊ（ｅｉ（ｔ））＝∑
Ｎ

ｉ＝１
ｅｉ（ｔ）ＰＤｔ

ｑｅｉ（ｔ）

＝∑
Ｎ

ｉ＝１
ｅｉ（ｔ）Ｐ［Ａｅｉ（ｔ）＋ｆ（ｘｉ（ｔ））－

　 　Λｆ（ｓ（ｔ））＋∑
Ｎ

ｊ＝１
ｃｉｊΓｅｊ（ｔ）＋ｕｉ（ｔ）］≤

　∑
Ｎ

ｉ＝１
ｅｉ（ｔ）Ｐ［（Ａ＋（ｌｉ－ｋｉ）ＩＮ）＋

　ＣΓ］ｅｉ（ｔ）＜０，
根据引理１，很容易得到定理１．

２　分数阶时滞复杂网络系统的投影同步

考虑如下一类分数阶时滞复杂网络系统：

Ｄｔ
ｑｘｉ（ｔ）＝Ａｘｉ（ｔ）＋ｆ（ｘｉ（ｔ－τ））＋

　∑
Ｎ

ｊ＝１
ｃｉｊΓｘｊ（ｔ－τ）＋ｕｉ（ｔ）

　　（ｉ＝１，２，…，Ｎ）， （５）
Ａ为适当维数的常数矩阵，ｕｉ为控制输入，τ为时滞

常数，Γ是网络的内部耦合矩阵，Ｃ＝（ｃｉｊ）Ｎ×Ｎ是外

部耦合矩阵，满足ｃｉｊ≥０（ｉ≠ ｊ），同时对角线元素
定义为：

ｃｉｉ＝－∑
Ｎ

ｉ＝１，ｉ≠ｊ
ｃｉｊ （６）

假设３：复杂网络的孤立节点的解满足：

Ｄｔ
ｑｓ（ｔ）＝Ａｓ（ｔ）＋ｆ（ｓ（ｔ－τ）） （７）

ｓ（ｔ）可以是一个稳定点，或者周期解，也可以是混
沌轨迹．

假设４：非线性函数满足条件：

‖ｆ（ｘｉ（ｔ－τ））－Λｆ（ｓ（ｔ－τ））‖≤
　　ｌｉ‖ｘｉ（ｔ－τ）－Λｓ（ｔ－τ）‖
定义系统误差为：

ｅｉ（ｔ）＝ｘｉ（ｔ）－Λｓ（ｔ），　（ｉ＝１，２，…，Ｎ），
则有：

Ｄｔ
ｑｅｉ（ｔ）＝Ａｅｉ（ｔ）＋ｆ（ｘｉ（ｔ－τ））－Λｆ（ｓ（ｔ－τ））＋

　∑
Ｎ

ｊ＝１
ｃｉｊΓｅｊ（ｔ－τ）＋ｕｉ（ｔ） （８）

引理２［１６］：分数阶时滞系统
Ｄｔαｘ（ｔ）＝ｆ（ｘ（ｔ），ｘ（ｔ－τ）），如果有正定的矩

阵Ｐ和半正定矩阵Ｑ满足
ｘＴ（ｔ）ＰＤｔαｘ（ｔ）＋ｘ

ＴＱｘ（ｔ）－

　ｘＴ（ｔ－τ）Ｑｘ（ｔ－τ）≤０，
则上述分数阶时滞系统是Ｌｙａｐｕｎｏｖ稳定的．

定理２：设计控制器 ｕｉ（ｔ）＝－ｋｉｅｉ（ｔ），若满足
如下矩阵不等式（９），则分数阶复杂网络系统（５）
可以实现投影同步．

Ｐ（Ａ－ｋｉＩ）＋Ｑ １／２Ｐ（ＣΓ＋ｌｉＩＮ）

１／２［Ｐ（ＣΓ＋ｌｉＩＮ）］
Ｔ[ ]－Ｑ

＜０

（９）
证明：根据引理２：

∑
Ｎ

ｉ＝１
［ｅＴｉ（ｔ）ＰＤαｅｉ（ｔ）＋ｅ

Ｔ
ｉ（ｔ）Ｑｅｉ（ｔ）－

　ｅＴｉ（ｔ－τ）Ｑｅｉ（ｔ－τ）］＝

　∑
Ｎ

ｉ＝１
ｅＴｉ（ｔ）Ｐ［Ａｅｉ（ｔ）＋ｆ（ｘｉ（ｔ－τ））－

　Λｆ（ｓ（ｔ－τ））＋∑
Ｎ

ｊ＝１
ｃｉｊΓｅｊ（ｔ－τ）＋ｕｉ（ｔ）］＋

　∑
Ｎ

ｉ＝１
［ｅＴｉ（ｔ）Ｑｅｉ（ｔ）－ｅ

Ｔ
ｉ（ｔ－τ）Ｑｅｉ（ｔ－τ）］

　≤
ｅ（ｔ）
ｅ（ｔ－τ

[ ]
）

Ｔ

Ω
ｅ（ｔ）
ｅ（ｔ－τ

[ ]
）
＜０

其中

ｅ（ｔ）＝ ‖ｅ１（ｔ）‖，‖ｅ２（ｔ）‖，…，‖ｅＮ（ｔ）[ ]‖ Ｔ，

ｅ（ｔτ）＝［‖ｅ１（ｔτ）‖，‖ｅ２（ｔτ）‖，…，

　‖ｅＮ（ｔτ）‖］
Ｔ．

　Ω ＝
Ｐ（Ａ－ｋｉＩ）＋Ｑ １／２Ｐ（ＣΓ＋ｌｉＩＮ）

１／２［Ｐ（ＣΓ＋ｌｉＩＮ）］
Ｔ[ ]－Ｑ

５２３
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３　数值仿真

选取分数阶Ｌｏｒｅｎｚ系统为例，系统描述为
Ｄｔ
ｑｘ１ ＝ａ（ｘ２－ｘ１）

Ｄｔ
ｑｘ２ ＝ｂｘ１－ｘ１ｘ３－ｘ２
Ｄｔ
ｑｘ３ ＝ｘ１ｘ２－ｃｘ３，

Ｄｔ
ｑｓ１ ＝ａ（ｓ２－ｓ１）

Ｄｔ
ｑｓ２ ＝ｂｓ１－ｓ１ｓ３－ｓ２
Ｄｔ
ｑｓ３ ＝ｓ１ｓ２－ｃｓ３

其中ｘ１，ｘ２，ｘ３为状态变量，ａ，ｂ，ｃ为系统参数，当
ｑ＝０．９３，ａ＝１０，ｂ＝２８，ｃ＝８／３时系统处于混沌
状态．为了方便，取含三个节点的网络进行仿真．

Ａ＝
－１０ １０ ０
２８ －１ ０
０ ０ －８／









３

，ｆ（ｘ）＝

０
－ｘ１ｘ３
ｘ１ｘ











２

，

Ｃ＝（ｃｉｊ）３×３ ＝
－２ １ １
１ －１ ０
１ ０ －









１

图１　定理１中的系统误差曲线

Ｆｉｇ．１　ＴｈｅｓｙｓｔｅｍｅｒｒｏｒｓｆｏｒＴｈｅｏｒｅｍ１

图２　定理２中的系统误差曲线

Ｆｉｇ．２　ＴｈｅｓｙｓｔｅｍｅｒｒｏｒｓｆｏｒＴｈｅｏｒｅｍ２

定理１中选取控制器 ｕｉ（ｔ）＝－ｋｉｅｉ（ｔ），Λ＝
ｄｉａｇ（－１，１，１），Γ＝Ｉ３，ｌｉ＝１．２ｋｉ＝１，从系统的误
差曲线如图１所示，定理２中选取控制器 ｕｉ（ｔ）＝

－ｋｉｅｉ（ｔ），Λ＝ｄｉａｇ（－１，１，１），Γ＝Ｉ３，τ＝０．５，ｌｉ＝
１．５，ｋｉ＝１．５，系统的误差曲线如图２所示．

４　结论

研究了一类分数阶复杂网络混沌系统及其时

滞系统的投影同步问题，基于 Ｌｙａｐｕｎｏｖ稳定性理
论和分数阶微积分的相关理论，给出了分数阶复杂

网络以及分数阶时滞复杂网络实现投影同步的充

分性条件，将系统实现投影同步的充分性条件转化

为矩阵不等式，从而更容易 ＭＡＴＬＡＢ求解，仿真结
果表明了方法的正确性．
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