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摘要　利用第二种椭圆方程的已知解与解的非线性叠加公式，构造了广义 ＢＢＭ方程的由 Ｊａｃｏｂｉ椭圆函数

解、双曲函数和三角函数组成的无穷序列新解．
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引言

众所周知非线性波动问题是有许多物理背景

的．非线性发展方程是研究此类物理问题的重要数

学模型，而非线性发展方程的求解等相关问题是孤

立子理论的重要研究内容之一．所以研究非线性发

展方程的求解方法等问题具有重要的研究意义．人

们为了寻找非线性发展方程的精确解，提出了许多

有效的直接方法，也已取得了很多的成果［１－６］．

文献［７］构造了广义 ＢＢＭ方程（１）的由双曲

函数解、三角函数解、指数函数解和有理解构成的

有限多个新精确解．本文利用第二种椭圆方程的已

知解与解的非线性叠加公式，构造了广义 ＢＢＭ方

程（１）的由Ｊａｃｏｂｉ椭圆函数解、双曲函数和三角函

数组成的无穷序列新解．

１　二种椭圆方程的相关结论

下面给出的第二种椭圆方程解的非线性叠加

公式等结论，构造广义 ＢＢＭ方程（１）的无穷序列

新解．

ｕｔ＋αｕ
ｐｕｘ＋βｕ

２ｐｕｘ－δｕｘｘｔ＝０（ｐ＞０，δ≠０）

（１）

１．１　第二种椭圆方程的已知解

根据文献［７］的相关结论，我们得到第二种椭

圆方程

（ｚ′（ξ））２＝（ｄｚ（ξ）ｄξ
）２＝ａｚ（ξ）＋ｂｚ２（ξ）＋ｃｚ３（ξ）

（２）

的如下解．

ｚ（ξ）＝Ｂ
２

Ｃ２
ｓｎ２（ξ，ｋ），ａ＝４Ｂ

２

Ｃ２
，

ｂ＝－４（１＋ｋ２），ｃ＝４Ｃ
２ｋ２

Ｂ２
（３）

ｚ（ξ）＝Ｂ
２

Ｃ２
ｃｎ２（ξ，ｋ），ａ＝４Ｂ

２（１－ｋ２）
Ｃ２

，

ｂ＝４（－１＋２ｋ２），ｃ＝－４Ｃ
２ｋ２

Ｂ２
（４）

ｚ（ξ）＝Ｂ
２

Ｃ２
ｄｎ２（ξ，ｋ），ａ＝４Ｂ

２（－１＋ｋ２）
Ｃ２

，

ｂ＝４（２－ｋ２），ｃ＝－４Ｃ
２

Ｂ２
（５）

ｚ（ξ）＝Ｃ
２

Ｂ２
ｎｓ２（ξ，ｋ），ａ＝４Ｃ

２ｋ２

Ｂ２
，

ｂ＝－４（１＋ｋ２），ｃ＝４Ｃ
２

Ｂ２
（６）

ｚ（ξ）＝Ｂ
２

Ｃ２
ｎｄ２（ξ，ｋ），ａ＝－４Ｃ

２

Ｂ２
，

ｂ＝４（２－ｋ２），ｃ＝４Ｂ
２（－１＋ｋ２）
Ｃ２

（７）

ｚ（ξ）＝Ｃ
２

Ｂ２
ｎｃ２（ξ，ｋ），ａ＝－４Ｃ

２ｋ２

Ｂ２
，

ｂ＝４（－１＋２ｋ２），ｃ＝４Ｂ
２（１－ｋ２）
Ｃ２

（８）
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ｚ（ξ）＝Ｂ
２

Ａ２
ｃｄ２（ξ，ｋ），ａ＝４Ａ

２

Ｂ２
，

ｂ＝４（－１＋ｋ２），ｃ＝４Ｂ
２ｋ２

Ｃ２
（９）

ｚ（ξ）＝Ｂ
２

Ｄ２
ｄｓ２（ξ，ｋ），ａ＝４Ｂ

２ｋ２（－１＋ｋ２）
Ｄ２

，

ｂ＝４（－１＋２ｋ２），ｃ＝４Ｄ
２

Ｂ２
（１０）

ｚ（ξ）＝Ｄ
２

Ｂ２
ｓｄ２（ξ，ｋ），ａ＝４Ｄ

２

Ｂ２
，

ｂ＝４（－１＋２ｋ２），ｃ＝４Ｂ
２ｋ２（－１＋ｋ２）
Ｄ２

（１１）

ｚ（ξ）＝Ｂ
２

Ａ２
ｄｃ２（ξ，ｋ），ａ＝４Ｂ

２ｋ２

Ａ２
，

ｂ＝４（－１＋ｋ２），ｃ＝４Ａ
２

Ｂ２
（１２）

ｚ（ξ）＝Ｂ
２

Ａ２
ｓｃ２（ξ，ｋ），ａ＝４Ｂ

２

Ａ２
，

ｂ＝４（２－ｋ２），ｃ＝－４Ａ
２（－１＋ｋ２）
Ｂ２

（１３）

ｚ（ξ）＝Ａ
２

Ｂ２
ｃｓ２（ξ，ｋ），ａ＝－４Ａ

２（－１＋ｋ２）
Ｂ２

，

ｂ＝４（２－ｋ２），ｃ＝４Ｂ
２

Ａ２
（１４）

ｚ（ξ）＝ ｄｎ２（ξ，ｋ）
Ｃ２［１±ｋｓｎ（ξ，ｋ）］２

，

ａ＝－４Ｂ
２（－１＋ｋ２）
４Ｃ２

，

ｂ＝２（１＋ｋ２），ｃ＝Ｃ
２（－１＋ｋ２）
Ｂ２

（１５）

ｚ（ξ）＝Ｊ１（ξ），ａ＝－
Ｃ２（－１＋ｋ２）

Ｂ２
，

ｂ＝２（１＋ｋ２），ｃ＝Ｂ
２（－１＋ｋ２）
Ｃ２

（１６）

ｚ（ξ）＝ Ｂ２ｓｎ２（ξ，ｋ）
Ａ２［±１＋ｃｎ（ξ，ｋ）］２

，ａ＝Ｂ
２

Ａ２
，

ｂ＝４（１２－ｋ
２），ｃ＝Ａ

２

Ｂ２
（１７）

ｚ（ξ）＝Ｊ２（ξ），ａ＝
Ａ２

Ｂ２
，ｂ＝４（１２－ｋ

２），

ｃ＝Ｂ
２

Ａ２
（１８）

ｚ（ξ）＝ Ｂ２ｃｎ２（ξ，ｋ）
Ｃ２［１±ｓｎ（ξ，ｋ）］２

，ａ＝Ｂ
２（１－ｋ２）
Ｃ２

，

ｂ＝２（１＋ｋ２），ｃ＝Ｃ
２（１－ｋ２）
Ｂ２

（１９）

ｚ（ξ）＝Ｊ３（ξ），ａ＝
Ｃ２（１－ｋ２）
Ｂ２

，

ｂ＝２（１＋ｋ２），ｃ＝Ｂ
２（１－ｋ２）
Ｃ２

（２０）

ｚ（ξ）＝Ｃ
２［１±槡ｋｓｎ（ξ，ｋ）］

２

［１槡ｋｓｎ（ξ，ｋ）］
２
，ａ＝－Ｃ２（１－ｋ）２，

ｂ＝Ｈ，ｃ＝－１
Ｃ２
（１－ｋ）２ （２１）

ｚ（ξ）＝［１槡ｋｓｎ（ξ，ｋ）］
２

Ｃ２［１±槡ｋｓｎ（ξ，ｋ）］
２
，ａ＝－１

Ｃ２
（１－ｋ）２，

ｂ＝Ｈ，ｃ＝－Ｃ２（１－ｋ）２ （２２）

ｚ（ξ）＝Ｊ４（ξ），ａ＝
１
Ｂ２
，ｂ＝２（１－２ｋ２），ｃ＝Ｂ２

（２３）

ｚ（ξ）＝Ｊ５（ξ），ａ＝Ｂ
２，ｂ＝２（１－２ｋ２），ｃ＝１

Ｂ２

（２４）

ｚ（ξ）＝ｓｎ
２（ξ，ｋ）
Ｊ６（ξ）

，ａ＝１
Ｂ２
，

ｂ＝２（１＋ｋ２），ｃ＝Ｂ２（１－ｋ２）２ （２５）

ｚ（ξ）＝Ｊ７（ξ），ａ＝Ｂ
２（１－ｋ２）２，

ｂ＝２（１＋ｋ２），ｃ＝１
Ｂ２

（２６）

ｚ（ξ）＝ ｓｎ２（ξ，ｋ）
Ａ２［１ｋｓｎ２（ξ，ｋ）］２

，ａ＝４
Ａ２
，

ｂ＝Ｆ，ｃ＝１６Ａ２ｋＰ２ （２７）

ｚ（ξ）＝Ｊ８（ξ），ａ＝１６Ａ
２ｋＰ２，ｂ＝Ｆ，ｃ＝４

Ａ２

（２８）

ｚ（ξ）＝ ｄｎ２（ξ，ｋ）
Ｂ２［Ｋ＋ｄｎ２（ξ，ｋ）］２

，ａ＝－４
Ｂ２
，

ｂ＝Ｅ，ｃ＝４Φ （２９）

ｚ（ξ）＝Ｌ１（ξ），ａ＝４Φ，ｂ＝Ｅ，ｃ＝－
４
Ｂ２

（３０）

ｚ（ξ）＝ｋ
２ｓｎ２（ξ，ｋ）
Ｊ９（ξ）

，ａ＝４ｋ
２

Ｂ２
，

ｂ＝Ｆ，ｃ＝１６ｋＢ
２Ｐ２ （３１）

ｚ（ξ）＝Ｌ２（ξ），ａ＝１６Ｂ
２ｋ２Ｐ２，

ｂ＝Ｆ，ｃ＝ ４
Ｂ２ｋ２

（３２）

ｚ（ξ）＝ｄｎ
２（ξ，ｋ）
Ｆ１（ξ）

，ａ＝４（－２＋ｋ
２２Ｋ）
Ａ２

，

ｂ＝Ｅ，ｃ＝１６Ａ２Ｋ （３３）

８０３
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ｚ（ξ）＝Ｌ３（ξ），ａ＝１６Ａ
２Ｋ，

ｂ＝Ｅ，ｃ＝４（－２＋ｋ
２２Ｋ）
Ａ２

（３４）

ｚ（ξ）＝ｋ
４ｄｎ２（ξ，ｋ）
Ｆ２（ξ）

，ａ＝－４ｋ
２

Ｂ２
，ｂ＝Ｅ，ｃ＝４Ψ

（３５）

ｚ（ξ）＝Ｌ４（ξ），ａ＝４Ψ，ｂ＝Ｅ，ｃ＝－
４ｋ２

Ｂ２
（３６）

ｚ（ξ）＝Ｆ３（ξ），ａ＝
４（２－ｋ２２Ｋ）

Ｃ２
，

ｂ＝Ｅ，ｃ＝１６Ｃ３Ｋ （３７）
ｚ（ξ）＝Ｌ５（ξ），ａ＝１６Ｃ

３Ｋ，

ｂ＝Ｅ，ｃ＝４（２－ｋ
２２Ｋ）
Ｃ２

（３８）

ｚ（ξ）＝Ｆ４（ξ），ａ＝－
（Ａ２－Ｂ２）ｋ２

Ｃ２
，

ｂ＝２（－２＋ｋ２），ｃ＝－ Ｃ２ｋ２

（Ａ２－Ｂ２）
（３９）

ｚ（ξ）＝Ｆ５（ξ），ａ＝－
Ｃ２ｋ２

（Ａ２－Ｂ２）
，

ｂ＝２（－２＋ｋ２），ｃ＝－（Ａ
２－Ｂ２）ｋ２

Ｃ２
（４０）

ｚ（ξ）＝［Ａ＋Ｂｃｎ（ξ，ｋ）］
２

Ｓ１（ξ）
，ａ＝－Ａ

２＋Ｂ２

Ｃ２
，

ｂ＝２（１－２ｋ２），ｃ＝－ Ｃ２

（Ａ２－Ｂ２）
（４１）

ｚ（ξ）＝
Ｓ２（ξ）

［Ａ＋Ｂｃｎ（ξ，ｋ）］２
，ａ＝－ Ｃ２

（Ａ２－Ｂ２）
，

ｂ＝２（１－２ｋ２），ｃ＝－Ａ
２＋Ｂ２

Ｃ２
（４２）

ｚ（ξ）＝
Ｓ３（ξ）

Ｃ２ｃｎ２（ξ，ｋ）
，ａ＝Ｂ

２ｋ４

Ｃ２
，

ｂ＝２（－２＋ｋ２），ｃ＝Ｃ
２

Ｂ２
（４３）

ｚ（ξ）＝Ｃ
２ｃｎ２（ξ，ｋ）
Ｓ４（ξ）

，ａ＝Ｃ
２

Ｂ２
，

ｂ＝２（－２＋ｋ２），ｃ＝Ｂ
２ｋ４

Ｃ２
（４４）

ｚ（ξ）＝Ｂ
２［１＋ｄｎ（ξ，ｋ）］２

Ｄ２ｓｎ２（ξ，ｋ）
，ａ＝Ｂ

２ｋ４

Ｄ２
，

ｂ＝２（－２＋ｋ２），ｃ＝Ｄ
２

Ｂ２
（４５）

ｚ（ξ）＝ Ｄ２ｓｎ２（ξ，ｋ）
Ｂ２［１＋ｄｎ（ξ，ｋ）］２

，ａ＝Ｄ
２

Ｂ２
，

ｂ＝２（－２＋ｋ２），ｃ＝Ｂ
２ｋ４

Ｄ２
（４６）

ｚ（ξ）＝ Ａ２
Ｓ５（ξ）

，ａ＝－Ａ
２

Ｃ２
，

ｂ＝２（１＋ｋ２），ｃ＝－Ｃ
２（－１＋ｋ２）２

Ａ２
（４７）

ｚ（ξ）＝Ｌ６（ξ），ａ＝－
Ｃ２（－１＋ｋ２）２

Ａ２
，

ｂ＝２（１＋ｋ２），ｃ＝－Ａ
２

Ｃ２
（４８）

ｚ（ξ）＝Ａ
２［１±Ｑｓｎ（ξ，ｋ）］２

Ｓ６（ξ）
，

ａ＝Ａ
２（－１＋ｋ２）
（Ｃ２－Ｄ２）

，

ｂ＝２（１＋ｋ２），ｃ＝（Ｃ
２－Ｄ２）（－１＋ｋ２）

Ａ２
（４９）

ｚ（ξ）＝
Ｓ７（ξ）

Ａ２［１±Ｑｓｎ（ξ，ｋ）］２
，

ａ＝（Ｃ
２－Ｄ２）（－１＋ｋ２）

Ａ２
，

ｂ＝２（１＋ｋ２），ｃ＝Ａ
２（－１＋ｋ２）
（Ｃ２－Ｄ２）

（５０）

其中，Ｊ１（ξ）＝Ｃ
２［ｎｄ（ξ，ｋ）±ｋｓｄ（ξ，ｋ）］２，

Ｊ２（ξ）＝
Ａ２

Ｂ２
［±ｎｓ（ξ，ｋ）＋ｃｓ（ξ，ｋ）］２，

Ｊ３（ξ）＝
Ｃ２

Ｂ２
［ｎｃ（ξ，ｋ）±ｓｃ（ξ，ｋ）］２，

Ｊ４（ξ）＝
ｃｎ２（ξ，ｋ）

Ｂ２［ｄｎ（ξ，ｋ）±Ｋｓｎ（ξ，ｋ）］２
，

Ｊ５（ξ）＝Ｂ
２［ｄｃ（ξ，ｋ）±Ｋｓｃ（ξ，ｋ）］２，

Ｊ６（ξ）＝Ｂ
２［ｄｎ（ξ，ｋ）±ｃｎ（ξ，ｋ）］２，

Ｊ７（ξ）＝Ｂ
２［ｄｓ（ξ，ｋ）±ｃｓ（ξ，ｋ）］２，

Ｊ８（ξ）＝Ａ
２［ｎｓ（ξ，ｋ）ｋｓｎ（ξ，ｋ）］２，

Ｊ９（ξ）＝Ｂ
２［ｋｃｎ２（ξ，ｋ）±（１ｋ）］２，

Ｆ１（ξ）＝Ａ
２［－（１Ｋ）ｓｎ２（ξ，ｋ）＋１］２，

Ｆ２（ξ）＝Ｂ
２［ｋ２ｃｎ２（ξ，ｋ）＋Θ］２，

Ｆ３（ξ）＝
ｋ４ｓｎ２（ξ，ｋ）ｃｎ２（ξ，ｋ）
Ｃ２［Θ＋ｋ２ｃｎ２（ξ，ｋ）］

，

Ｆ４（ξ）＝
［Ａ＋Ｂｄｎ（ξ，ｋ）］２

Ｃ２［ｃｎ（ξ，ｋ）Ｍｓｎ（ξ，ｋ）］２
，

Ｆ５（ξ）＝
Ｃ２［ｃｎ（ξ，ｋ）Ｍｓｎ（ξ，ｋ）］２

［Ａ＋Ｂｄｎ（ξ，ｋ）］２
，

Ｓ１（ξ）＝Ｃ
２［ｄｎ（ξ，ｋ）Ｎｓｎ（ξ，ｋ）］２，

Ｓ２（ξ）＝Ｃ
２［ｄｎ（ξ，ｋ）Ｎｓｎ（ξ，ｋ）］２，

Ｓ３（ξ）＝Ｂ
２［ １－ｋ槡

２＋ｄｎ（ξ，ｋ）］２，

Ｓ４（ξ）＝Ｂ
２［ １－ｋ槡

２＋ｄｎ（ξ，ｋ）］２，

９０３
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Ｓ５（ξ）＝Ｃ
２［ｋｃｎ（ξ，ｋ）＋ｄｎ（ξ，ｋ）］２，

Ｓ６（ξ）＝［Ｄｃｎ（ξ，ｋ）＋Ｃｄｎ（ξ，ｋ）］
２，

Ｌ２（ξ）＝Ｂ
２［ｄｎ２（ξ，ｋ）－Ｐ］２ｎｓ２（ξ，ｋ），

Ｌ３（ξ）＝Ａ
２［－（１Ｋ）ｓｎ２（ξ，ｋ）＋１］２ｎｄ２（ξ，ｋ），

Ｌ４（ξ）＝
Ｂ２

ｋ４
［ｋ２ｃｎ２（ξ，ｋ）＋Θ］２ｎｄ２（ξ，ｋ），

Ｌ５（ξ）＝
Ｃ２

ｋ４
［Θｎｃ（ξ，ｋ）＋ｋ２ｃｎ２（ξ，ｋ）］２ｎｓ２（ξ，ｋ），

Ｌ６（ξ）＝
Ｃ２

Ａ２
［ｋｃｎ（ξ，ｋ）＋ｄｎ（ξ，ｋ）］２，

Φ＝４Ｂ２（±２（１－ｋ２）＋（ｋ２－２）Ｋ），Ｐ＝１ｋ，

Ψ＝４Ｂ
２

ｋ４
（２（－１＋ｋ２）±（－２＋ｋ２）Ｋ），

Θ＝（１－ｋ２）±Ｋ，Ｋ＝ １－ｋ槡
２，

Ｅ＝４（２－ｋ２６Ｋ），
Ｆ＝４（－１±６ｋ－ｋ２），Ｈ＝２（１＋６ｋ＋ｋ２），

Ｍ＝ －１＋ Ｂ
２ｋ２

Ｂ２－Ａ槡 ２，Ｎ＝
Ｂ２

－Ａ２＋Ｂ２
－ｋ

槡
２，

Ｑ＝ Ｄ
２－Ｃ２ｋ２

Ｄ２－Ｃ槡 ２；Ａ，Ｂ，Ｃ，Ｄ是互不相等的任意

常数．
１．２　第二种椭圆方程解的非线性叠加公式

若ｚｎ－１（ξ）是第二种椭圆方程（２）的非常数

解，则下列ｚｎ（ξ）也是方程（２）的解．

ｚｎ（ξ）＝
２ａ＋（ｂ± ｂ２－４槡 ａｃ）ｚｎ－１（ξ）

±ｂ＋ ｂ２－４槡 ａｃ±２ｃｚｎ－１（ξ）
（５１）

ｚｎ（ξ）＝
ａ［－ｂ＋ ｂ２－４槡 ａｃ－２ｃｚｎ－１（ξ）］

ｃ［２ａ＋（ｂ－ ｂ２－４槡 ａｃ）ｚｎ－１（ξ）］
（５２）

ｚｎ（ξ）＝

－ａｂ２±ａ ｂ２（ｂ２－４ａｃ槡 ）－４ａｂｃｚｎ－１（ξ）＋

　［－ｂ２ｃｃｂ２（ｂ２－４ａｃ槡 ）］ｚ２ｎ－１（ξ







）

２ａｂｃ＋２ｂ２ｃｚｎ－１（ξ）＋２ｂｃ
２ｚ２ｎ－１（ξ）

（５３）
这里ａ，ｂ，ｃ是第二种椭圆方程（２）的系数．

２　广义ＢＢＭ方程的无穷序列新解

对方程（１）进行行波变换ｕ（ｘ，ｔ）＝ｕ（ξ），ξ＝ｘ
＋ωｔ，并对ξ积分一次后得到下列常微分方程（积
分常数取为零）

ωｕ（ξ）＋ α１＋ｐｕ
１＋ｐ（ξ）＋ β

１＋２ｐｕ
１＋２ｐ（ξ）－

　δωｕ″（ξ）＝０ （５４）

假设方程（５４）的形式解为如下：

ｕ（ξ）＝［ｖ（ξ）］１ｐ，（ｐ＞０） （５５）

将（５５）式代入（５４），整理后得到如下常微分
方程：

ωｐ２ｖ２（ξ）＋αｐ
２

１＋ｐｖ
３（ξ）＋ βｐ

２

１＋２ｐｖ
４（ξ）＋

　（ｐ－１）δω［ｖ′（ξ）］２－ｐδωｖ（ξ）ｖ″（ξ）＝０
（５６）

令

ｖ（ξ）＝ｇ０ｚ（ξ）＋ｇ１ｚ
２（ξ） （５７）

其中ｚ（ξ）满足第二种椭圆方程（２）．
将（５７）和第二种椭圆方程（２）一起代入（５６），

并令ｚｊ（ξ）（ｊ＝０，１，２，…）的系数为零后得到一个
非线性代数方程组（未列出）．用符号计算系统
Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃａ求出方程组的如下解：

ω＝
ｐ２βｇ２１

４ｃ２（１＋３ｐ＋２ｐ２）δ
，

ｇ０＝
２ｂｇ１
３ｃ，

ｇ１＝－
９ｃ２（１＋２ｐ）α

（ｂ２－９ａｃ）（２＋ｐ）β
，

δ＝ｐ
２

ａ２
，ａ＝２ｂ

２

９ｃ （５８）

将（５７）和（５８）式一起代入，（５５）式后得到广
义ＢＢＭ方程（１）的如下形式的精确解：

ｕ（ｘ，ｔ）＝［
２ｂｇ１
３ｃｚ（ｘ＋

ｐ２βｇ２１
４ｃ２（１＋３ｐ＋２ｐ２）δ

ｔ）－

　 ９ｃ２（１＋２ｐ）α
（ｂ２－９ａｃ）（２＋ｐ）β

ｚ２（ｘ＋
ｐ２βｇ２１

４ｃ２（１＋３ｐ＋２ｐ２）δ
ｔ）］

１
ｐ

（５９）
这里ｐ＞０，而且δ，ａ满足如下限制条件：

δ＝ｐ
２

ａ２
，ａ＝２ｂ

２

９ｃ （６０）

通过第二种椭圆方程（２）的已知解（３）～（５０）
和解的叠加公式（５１）～（５３），获得第二种椭圆方程
（２）的无穷序列解．再将这些无穷序列解分别代入
（５９）式后即可获得广义ＢＢＭ方程（１）的无穷序列新
解．比如：通过下列叠加公式，获得由 Ｊａｃｏｂｉ椭圆函
数解、双曲函数和三角函数组成的无穷序列新解．
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ｕｎ（ｘ，ｔ）＝［
２ｂｇ１
３ｃｚｎ（ｘ＋

ｐ２βｇ２１
４ｃ２（１＋３ｐ＋２ｐ２）δ

ｔ）－

　 ９ｃ２（１＋２ｐ）α
（ｂ２－９ａｃ）（２＋ｐ）β

ｚ２ｎ（ｘ＋
ｐ２βｇ２１

４ｃ２（１＋３ｐ＋２ｐ２）δ
ｔ）］

１
ｐ

ｚｎ（ξ）＝

－ａｂ２±ａ ｂ２（ｂ２－４ａｃ槡 ）－４ａｂｃｚｎ－１（ξ）＋

　［－ｂ２ｃｃｂ２（ｂ２－４ａｃ槡 ）］ｚ２ｎ－１（ξ







）

２ａｂｃ＋２ｂ２ｃｚｎ－１（ξ）＋２ｂｃ
２ｚ２ｎ－１（ξ）

ｚ０（ξ）＝
Ｂ２ｓｎ２（ξ，ｋ）

Ａ２［±１＋ｃｎ（ξ，ｋ）］２
，ａ＝Ｂ

２

Ａ２

ｂ＝４（１２－ｋ
２），ｃ＝Ａ

２

Ｂ





















 ２

（６１）
当ｎ＝０时，将公式（６１）的第三式代入第一式

后获得如下解．
ｕ０（ｘ，ｔ）＝

　［
２ｂｇ１
３ｃ

Ｂ２ｓｎ２（ｘ＋
ｐ２βｇ２１

４ｃ２（１＋３ｐ＋２ｐ２）δ
ｔ，ｋ）

Ａ２［±１＋ｃｎ（ｘ＋
ｐ２βｇ２１

４ｃ２（１＋３ｐ＋２ｐ２）δ
ｔ，ｋ）］２

－

　 ９ｃ２（１＋２ｐ）α
（ｂ２－９ａｃ）（２＋ｐ）β

·

　
Ｂ４ｓｎ４（ｘ＋

ｐ２βｇ２１
４ｃ２（１＋３ｐ＋２ｐ２）δ

ｔ，ｋ）

Ａ４［±１＋ｃｎ（ｘ＋
ｐ２βｇ２１

４ｃ２（１＋３ｐ＋２ｐ２）δ
ｔ，ｋ）］４

］
１
ｐ

（６２）
当ｋ＝０时，Ｊａｃｏｂｉ椭圆函数解（６２）转化为如

下三角函数解

ｕ０（ｘ，ｔ）＝

　［
４ｇ１
３

Ｂ４ｓｉｎ２（ｘ＋
ｐ２βｇ２１

４（Ａ
２

Ｂ２
）２（１＋３ｐ＋２ｐ２）δ

ｔ）

Ａ４［±１＋ｃｏｓ（ｘ＋
ｐ２βｇ２１

４（Ａ
２

Ｂ２
）２（１＋３ｐ＋２ｐ２）δ

ｔ）］２
＋

　
９（Ａ

２

Ｂ２
）２（１＋２ｐ）α

５（２＋ｐ）β
·

　

Ｂ４ｓｉｎ４（ｘ＋
ｐ２βｇ２１

４（Ａ
２

Ｂ２
）２（１＋３ｐ＋２ｐ２）δ

ｔ）

Ａ４［±１＋ｃｏｓ（ｘ＋
ｐ２βｇ２１

４（Ａ
２

Ｂ２
）２（１＋３ｐ＋２ｐ２）δ

ｔ）］４
］
１
ｐ

（６３）

当ｋ＝１时，Ｊａｃｏｂｉ椭圆函数解（６２）转化为如
下双曲函数解

ｕ０（ｘ，ｔ）＝

　［
－４ｇ１
３

Ｂ４ｔａｎｈ２（ｘ＋
ｐ２βｇ２１

４（Ａ
２

Ｂ２
）２（１＋３ｐ＋２ｐ２）δ

ｔ）

Ａ４［±１＋ｓｅｃｈ（ｘ＋
ｐ２βｇ２１

４（Ａ
２

Ｂ２
）２（１＋３ｐ＋２ｐ２）δ

ｔ）］２
＋

　
９（Ａ

２

Ｂ２
）２（１＋２ｐ）α

５（２＋ｐ）β
·

　

Ｂ４ｔａｎｈ４（ｘ＋
ｐ２βｇ２１

４（Ａ
２

Ｂ２
）２（１＋３ｐ＋２ｐ２）δ

ｔ）

Ａ４［±１＋ｓｅｃｈ（ｘ＋
ｐ２βｇ２１

４（Ａ
２

Ｂ２
）２（１＋３ｐ＋２ｐ２）δ

ｔ）］４
］
１
ｐ

（６４）

３　结论

文献［７］构造了广义 ＢＢＭ方程的由双曲函数
解、三角函数解、指数函数解和有理解构成的有限

多个新精确解．本文利用第二种椭圆方程解的非线
性叠加公式等结论，构造了广义 ＢＢＭ方程（１）的
Ｊａｃｏｂｉ椭圆函数无穷序列新解．当 ｋ＝０时，Ｊａｃｏｂｉ
椭圆函数无穷序列解，退化为三角函数解．当 ｋ＝１
时，Ｊａｃｏｂｉ椭圆函数无穷序列解退化为双曲函数
解．
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