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摘要　研究了三个线形和环形耦合ＨＲ神经元网络模型的同步行为．通过构造合适的 Ｌｙａｐｕｎｏｖ函数和 ＬＭＩ

方法，获得线性化偏差系统零解的全局渐近稳定性和全局指数稳定性，给出实现同步的相关判据．进一步

地，环形耦合网络比线形耦合网络更容易同步．数值结果显示了我们结果的有效性．

关键词　ＨＲ神经元网络，　Ｌｙａｐｕｎｏｖ函数，　ＬＭＩ，　全局渐近同步和全局指数同步

ＤＯＩ：　１０．６０５２／１６７２６５５３２０１５０５９

引言

自从Ｐｅｃｏｒａ和 Ｃａｒｒｏｌｌ提出主稳定函数函数方
法讨论系统同步的概念后，有关同步的研究引起

了许多领域学者们的关注［１－１０］．大量实验表明，同
步现象在神经系统中普遍存在，对我们理解信息传

递和疾病的治疗具有重要的作用．在麻醉的猫的视
觉皮层观察到ｒ频率运动的同步，类似的结果在清
醒的猴脑中也有发现［４］．此外，美国杜克大学医学
中心神经学家发现神经元的同步兴奋性可能导致

帕金森氏症，这个新发现颠覆了人们对帕金森氏症

的原有认识．Ｐａｒｋ等通过对实验数据和网络动力学
模型分析比较，表明在帕金森病变的大脑神经系统

中，神经元集群的运动游离在同步和去同步的边界

处［５］．如果神经元能够达到同步，一方面可以增强
有效数据的传输；另一方面会产生规则、节律的动

作，这在某些程度上与帕金森疾病有一定的联系．
因此，研究神经元网络的同步对于信息安全和临床

医学都具有重要的意义［４－５，７］．
近年来，一些数理方面的学者利用非线性动力

学的理论和方法来研究神经生理实验中观察到的

诸多复杂现象，并进一步指导电生理神经实验，从

而为神经科学和医学奠定了更坚实的理论基础．
Ｂａｐｔｉｓｔａ等对电耦合和化学耦合的小世界特征的
ＨＲ网络的同步模式进行了系统的研究，发现了耦

合强度及其联接神经元数目对同步的影响［８］．古华
光等研究了耦合神经元同步与参数值的关系，相关

参数呈现了丰富的不同同步模式［９］．因此，利用非
线性动力学理论研究神经元放电的同步动力学行

为，不仅可以从本质上解决神经科学的一些重要的

理论问题，而且还能促进非线性动力学和人工智能

等学科的发展．
由于模型的高维性，目前，有关神经元同步方

面的工作还是以模拟为主，相关的理论工作不

多［１０－１２］．为了精确地刻画神经元系统的动力学变
化趋势，给实验和计算以辅助，也是相当有意义的．
本文主要研究生物神经网络的同步行为，将系统转

化为同步差，从而研究同步状态的稳定性问题，研

究通过构造合适的李雅普诺夫函数 ＬＭＩ方法判断
系统的同步行为．选用线形和环形耦合的 ＨＲ神经
元网络模型，通过研究线形同步差的线性化系统的

零解稳定性给出实现同步的相关判据，通过研究环

形系统同步差的线性化系统的零解稳定性给出实

现同步的相应判据，上述结果显示，环形耦合网络

比线形耦合网络更容易同步，数值结果显示了结果

的有效性．通过上述方法，系统地对模型进行研究，
探讨神经系统中神经元之间如何相互作用，或许对

于了解神经系统如何进行信号加工和传递以及进

一步地理解大脑对信息处理的机制具有一定的指

导意义．
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１　三个耦合神经元同步性研究

为了方便讨论，我们介绍由下述方程描述的单

个ＨＲ神经元放电模型［３，７，１０－１３］：

ｘ＝ｙ－ａｘ３＋ｂｘ２－ｚ＋Ｉ

ｙ＝ｃ－ｄｘ２－ｙ
ｚ＝μ［ｓ（ｘ－ｘ０）－ｚ］

（１）

ｘ表示膜电位；ｙ表示恢复变量；ｚ表示调节电流；Ｉ
表示输入电流；其他量均为常数．Ｉ为参数的改变能
引起丰富的动力学放电行为，因此是用来数值模拟

和理论探讨神经元放电活动的常用模型．这里以三
个神经元之间两种耦合方式进行讨论：线性耦合和

环形耦合．
（ａ）这里以线性耦合方式为研究方式．选用３

个线性耦合的ＨＲ神经元模型，如下图给出了其示
意图，如图１（其中神经元１、神经元２和神经元３
之间的作用是双向的）：

图１　三个线性耦合ＨＲ神经元模型

Ｆｉｇ．１　ＴｈｒｅｅＬｉｎｅａｒｃｏｕｐｌｅｄＨＲｎｅｕｒｏｎａｌｍｏｄｅｌ

现研究其同步性问题．在实际研究中，通常研
究膜电位的变化来刻画神经元的电活动特征，因

此，我们仅考虑膜电位之间的相互作用，其耦合方

式为线性表达式．由（１）式可知神经元１可以写成
如下形式：

ｘ１＝ｙ１＋ｆ（ｘ１）－ｚ１＋Ｉ＋ｋ（ｘ２－ｘ１）

ｙ１＝ｇ（ｘ１）－ｙ１
ｚ１＝μ［ｓ（ｘ１－ｘ０）－ｚ１］

（２）

神经元２可以写成如下形式：
ｘ２＝ｙ２＋ｆ（ｘ２）－ｚ２＋Ｉ＋ｋ（ｘ１－２ｘ２＋ｘ３）

ｙ２＝ｇ（ｘ２）－ｙ２
ｚ２＝μ［ｓ（ｘ２－ｘ０）－ｚ２］

（３）

神经元３可以写成如下形式：
ｘ３＝ｙ３＋ｆ（ｘ３）－ｚ３＋Ｉ＋ｋ（ｘ２－ｘ３）

ｙ３＝ｇ（ｘ３）－ｙ３
ｚ３＝μ［ｓ（ｘ３－ｘ０）－ｚ３］

（４）

式中：ｘ０为常数，ｋ为耦合强度．
令ｅ１１＝ｘ１－ｘ２，ｅ１２＝ｙ１－ｙ２，ｅ１３＝ｚ１－ｚ２，ｅ２１＝

ｘ２－ｘ３，ｅ２２＝ｙ２－ｙ３，ｅ２３＝ｚ２－ｚ３，ｅ３１＝ｘ３－ｘ１，ｅ３２＝ｙ３

－ｙ１，ｅ３３＝ｚ３－ｚ１，那么式（２）减去式（３）可以得到
偏差系统为

ｅ１１＝ｆ′（ξ１）ｅ１１＋ｅ１２－ｅ１３－２ｋｅ１１＋ｋｅ２１
ｅ１２＝ｇ′（η１）ｅ１１－ｅ１２
ｅ１３＝μ（ｓｅ１１－ｅ１３）

（５）

式（３）减去式（４）可以得到偏差系统为
ｅ２１＝ｆ′（ξ２）ｅ２１＋ｅ２２－ｅ２３＋ｋｅ１１－２ｋｅ２１
ｅ２２＝ｇ′（η２）ｅ２１－ｅ２２
ｅ２３＝μ（ｓｅ２１－ｅ２３）

（６）

式（４）减去式（２）可以得到偏差系统为
ｅ３１＝ｆ′（ξ３）ｅ３１＋ｅ３２－ｅ３３＋ｋｅ３１
ｅ３２＝ｇ′（η３）ｅ３１－ｅ３２
ｅ３３＝μ（ｓｅ３１－ｅ３３）

（７）

式中：

ｆ′（ξ１）ｅ１１＝ｆ（ｘ１）－ｆ（ｘ２），
ｇ′（η１）ｅ１１＝ｇ（ｘ１）－ｇ（ｘ２），
ｆ′（ξ２）ｅ２１＝ｆ（ｘ２）－ｆ（ｘ３），
ｇ′（η２）ｅ２１＝ｇ（ｘ２）－ｇ（ｘ３），
ｆ′（ξ３）ｅ３１＝ｆ（ｘ３）－ｆ（ｘ１），
ｇ′（η３）ｅ３１＝ｇ（ｘ３）－ｇ（ｘ１），

ｆ′（ξ１）＝－３ａξ
２
１＋２ｂξ１，ｇ′（η１）＝－２ｄη１，

ｆ′（ξ２）＝－３ａξ
２
２＋２ｂξ２，ｇ′（η２）＝－２ｄη２，

ｆ′（ξ３）＝－３ａξ
２
３＋２ｂξ３，ｇ′（η３）＝－２ｄη３，

ξ１和η１在ｘ１和ｘ２之间，ξ２和η２在ｘ２和ｘ３之间，

ξ３和 η３在 ｘ３和 ｘ１之间．由于膜电位的实际可测
性，可知ξ１，２，３和η１，２，３是有界的，且ｙ、ｚ可以通过合
适的估计器估计出来，因此系统同步与耦合强度之

间的关系是可求的．
引理１［１４］　（Ｓｃｈｕｒ补）对给定的对称矩阵

Ｓｎ×ｎ＝
Ｓ１１ Ｓ１２
ＳＴ１２ Ｓ







２２
，其中 Ｓ１１是 ｒ×ｒ维的，以下三个

条件等价的：

（ｉ）Ｓ＜０；
（ｉｉ）Ｓ１１＜０，Ｓ２２－Ｓ

Ｔ
１２Ｓ

－１
１１Ｓ１２＜０；

（ｉｉｉ）Ｓ２２＜０，Ｓ１１－Ｓ１２Ｓ
－１
２２Ｓ

Ｔ
１２＜０；

引理 ２［１５］　如果对方程组（５）、（６）和（７）可
以找到一个定正函数Ｖ（ｘ），其通过（５）、（６）和（７）

的全导数
ｄＶ
ｄｔ为定负的，则方程组（４）渐近稳定．

定义１［１２］　任意给定系统（２）初始值（ｘ１（ｔ０），
ｙ１（ｔ０），ｚ１（ｔ０）），系统（３）的初始值（ｘ２（ｔ０），ｙ２（ｔ０），

０７２
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ｚ２（ｔ０）），如果式（５）的零解满足如下不等式：

ｅ１１
２（ｔ）＋ｅ１２

２（ｔ）＋ｅ１３
２（ｔ）≤

　ｋ（ｅ（ｔ０））ｅ
－α（ｔ－ｔ０） （８）

式中：α＞０；ｋ（ｅ（ｔ０））为一个依赖于 ｅ（ｔ０）的
常数，那么式（５）的零解是全局指数稳定的，这里
称系统（２）和系统（３）全局指数同步．

定理１　如果ｋ满足：ｋ＞Ｍ＋（１＋Ｎ）
２

４ ，其中：

Ｍ＝ｍａｘ｛Ｍｉ＝ －３ａξ２ｉ＋２ｂξｉ，ｉ＝１，２，３｝，
Ｎ＝ｍａｘ｛Ｎｉ＝ ２ｄηｉ，ｉ＝１，２，３｝，
ｍｉｎ（ｘｉ，ｘｊ）≤η，ξ≤ｍａｘ（ｘｉ，ｘｊ），ｉ≠ｊ，则得到

偏差系统（５）、（６）和（７）的零解全局渐近稳定，这
时神经元系统（２）、（３）和（４）全局渐近同步．

证明 　 为偏差系统 （５）构造一个正定
Ｌａｙｐｕｎｏｖ函数：

Ｖ１＝
１
２（ｅ

２
１１＋ｅ

２
１２＋
１
μｓ
ｅ２１３） （９）

为偏差系统（６）构造一个正定Ｌａｙｐｕｎｏｖ函数：

Ｖ２＝
１
２（ｅ

２
２１＋ｅ

２
２２＋
１
μｓ
ｅ２２３） （１０）

为偏差系统（７）构造一个正定Ｌａｙｐｕｎｏｖ函数：

Ｖ３＝
１
２（ｅ

２
３１＋ｅ

２
３２＋
１
μｓ
ｅ２３３） （１１）

令正定Ｌａｙｐｕｎｏｖ函数
Ｖ＝Ｖ１＋Ｖ２＋Ｖ３＝

　（ｅ１１，ｅ１２，ｅ１３，ｅ２１，ｅ２２，ｅ２３，ｅ３１，ｅ３２，ｅ３３）
Ｐ

　（ｅ１１，ｅ１２，ｅ１３，ｅ２１，ｅ２２，ｅ２３，ｅ３１，ｅ３２，ｅ３３）
Ｔ

式中：

Ｐ＝ｄｉａｇ（１２，
１
２，
１
２μｓ
，
１
２，
１
２，
１
２μｓ
，
１
２，
１
２，
１
２μｓ
）．

则

ｄＶ
ｄｔ＝
ｄＶ１
ｄｔ＋

ｄＶ２
ｄｔ＋

ｄＶ３
ｄｔ≤－（２ｋ－

　Ｍ１）ｅ
２
１１－ｅ

２
１２－
１
ｓｅ
２
１３＋（１＋Ｎ１）ｅ１１ｅ１２ ＋

　ｋｅ１１ｅ２１ －（２ｋ－Ｍ２）ｅ
２
２１－ｅ

２
２２－
１
ｓｅ
２
２３＋

　（１＋Ｎ２）ｅ２１ｅ２２ ＋ｋｅ１１ｅ２１ －（２ｋ－Ｍ３）ｅ
２
３１－

　ｅ２３２－
１
ｓｅ
２
３３＋（１＋Ｎ３）ｅ３１ｅ３２ ≤

　（ｅ１１，ｅ１２，ｅ１３，ｅ２１，ｅ２２，ｅ２３，ｅ３１，ｅ３２，ｅ３３）Ａ（ｅ１１，

　ｅ１２，ｅ１３，ｅ２１，ｅ２２，ｅ２３，ｅ３１，ｅ３２，ｅ３３）
Ｔ

由ｋ＞Ｍ＋（１＋Ｎ）
２

４ ，利用引理１，知Ａ＜０，ｄＶｄｔ＜０

由引理２，可知偏差系统（５）、偏差系统（６）和
系偏差统（７）的零解是全局渐近稳定的，则神经元
系统（２）、（３）和（４）全局渐近同步．

式中：

Ａ＝

２ｋ＋Ｍ１
１＋Ｎ１
２ ０ ｋ ０ ０ ０ ０ ０

１＋Ｎ１
２ －１ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０

０ ０ １ｓ ０ ０ ０ ０ ０ ０

ｋ ０ ０ ２ｋ＋Ｍ２
１＋Ｎ２
２ ０ ０ ０ ０

０ ０ ０
１＋Ｎ２
２ －１ ０ ０ ０ ０

０ ０ ０ ０ ０ １ｓ ０ ０ ０

０ ０ ０ ０ ０ ０ ｋ＋Ｍ３
１＋Ｎ３
２ ０

０ ０ ０ ０ ０ ０
１＋Ｎ３
２ －１ ０

０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ １











































ｓ

如果Ａ＜０，则Ａ的最大特征值小于０，进一步，
我们还可以得出如下定理．

定理２　如果ｋ满足：ｋ＞Ｍ＋（１＋Ｎ）
２

４ ，其中：

Ｍ＝ｍａｘ｛Ｍｉ＝ －３ａξ２ｉ＋２ｂξｉ，ｉ＝１，２，３｝，
Ｎ＝ｍａｘ｛Ｎｉ＝ ２ｄηｉ，ｉ＝１，２，３｝，
ｍｉｎ（ｘｉ，ｘｊ）≤η，ξ≤ｍａｘ（ｘｉ，ｘｊ），ｉ≠ｊ，则得到

偏差系统（５）、（６）和系统（７）的零解全局指数稳定
系统，这时神经元系统（２）、（３）和（４）全局指数同
步．

证明　类似定理１证明，令正定 Ｌａｙｐｕｎｏｖ函
数

Ｖ＝Ｖ１＋Ｖ２＋Ｖ３＝
　（ｅ１１，ｅ１２，ｅ１３，ｅ２１，ｅ２２，ｅ２３，ｅ３１，ｅ３２，ｅ３３）

Ｐ

　（ｅ１１，ｅ１２，ｅ１３，ｅ２１，ｅ２２，ｅ２３，ｅ３１，ｅ３２，ｅ３３）
Ｔ

式中：

Ｐ＝ｄｉａｇ（１２，
１
２，
１
２μｓ
，
１
２，
１
２，
１
２μｓ
，
１
２，
１
２，
１
２μｓ
）．

假设λｍｉｎ（Ｐ）、λｍａｘ（Ｐ）分别是矩阵 Ｐ的最小和最
大特征值．

则

≤－（２ｋ－Ｍ１）ｅ
２
１１－ｅ

２
１２－
１
ｓｅ
２
１３＋（１＋

　Ｎ１）ｅ１１ｅ１２ ＋ｋｅ１１ｅ２１ －（２ｋ－Ｍ２）ｅ
２
２１－

　ｅ２２２－
１
ｓｅ
２
２３＋（１＋Ｎ２）ｅ２１ｅ２２ ＋ｋｅ１１ｅ２１ －

１７２
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　（２ｋ－Ｍ３）ｅ
２
３１－ｅ

２
３２－
１
ｓｅ
２
３３＋（１＋Ｎ３）ｅ３１ｅ３２

≤（ｅ１１，ｅ１２，ｅ１３，ｅ２１，ｅ２２，ｅ２３，ｅ３１，ｅ３２，ｅ３３）Ａ（ｅ１１，

　ｅ１２，ｅ１３，ｅ２１，ｅ２２，ｅ２３，ｅ３１，ｅ３２，ｅ３３）
Ｔ

≤λｍａｘ（Ａ）（ｅ
２
１１＋ｅ

２
１２＋…＋ｅ

２
３２＋ｅ

２
３３）

设λｍａｘ（Ａ）为矩阵Ａ的最大特征值．
事实上，由定理１，知Ａ＜０，故λｍａｘ（Ａ）＜０，

ｄＶ
ｄｔ≤λｍａｘ

λｍｉｎ（Ｐ）
λｍｉｎ（Ｐ）

（ｅ２１１＋ｅ
２
１２＋…＋ｅ

２
３３）

　≤
λｍａｘ
λｍａｘ
Ｖ

解微分不等式得

Ｖ（Ｘ（ｔ））≤Ｖ（Ｘ（ｔ０））ｅ
λｍａｘ（Ａ）
λｍｉｎ（Ｐ）

（ｔ－ｔ０）

因为

Ｖ（Ｘ（ｔ））≥λｍｉｎ（Ｐ）（ｅ
２
１＋ｅ

２
２＋ｅ

２
３）

所以

（ｅ２１１＋ｅ
２
１２＋…＋ｅ

２
３３）≤

Ｖ（ｘ（ｔ））
λｍｉｎ（Ｐ）

≤
Ｖ（Ｘ（ｔ０））
λｍｉｎ（Ｐ）

ｅ
λｍａｘ（Ａ）
λｍｉｎ（Ｐ）

（ｔ－ｔ０）

式中：Ｘ（ｔ）＝（ｅ１１（ｔ），ｅ１２（ｔ），…，ｅ３３（ｔ）），
Ｘ（ｔ０）＝（ｅ１１（ｔ０），ｅ１２（ｔ０），…，ｅ３３（ｔ０）），

根据不等式（８）可知偏差系统（５）、系统（６）和系统
（７）的零解是全局指数稳定的，则系统（２）、系统
（３）和系统（４）全局指数同步．

（ｂ）以环性耦合方式为研究方式．
其示意图如图２（其中神经元１、神经元２和神

经元３之间的作用是双向的）：

图２　线性耦合ＨＲ神经元模型

Ｆｉｇ．２　ＴｈｒｅｅＲｉｎｇｃｏｕｐｌｅｄＨＲｎｅｕｒｏｎａｌｍｏｄｅｌ

类似线性情形，在环形耦合方式下，获得同步

的条件．

定理３　如果ｋ满足：ｋ＞Ｍ３＋
（１＋Ｎ）２
１２ ，其中：

Ｍ＝ｍａｘ｛Ｍｉ＝ －３ａξ２ｉ＋２ｂξｉ，ｉ＝１，２，３｝，

Ｎ＝ｍａｘ｛Ｎｉ＝ ２ｄηｉ，ｉ＝１，２，３｝，

ｍｉｎ（ｘｉ，ｘｊ）≤η，ξ≤ｍａｘ（ｘｉ，ｘｊ），ｉ≠ｊ，则得到
偏差系统零解全局渐近稳定，这时三个神经元全局

渐近同步．
类似于定理１的证明，在此省略．
进一步，我们还可以得出如下定理．

定理４　如果ｋ满足：ｋ＞Ｍ３＋
（１＋Ｎ）２
１２ ，其中：

Ｍ＝ｍａｘ｛Ｍｉ＝ －３ａξ２ｉ＋２ｂξｉ，ｉ＝１，２，３｝，
Ｎ＝ｍａｘ｛Ｎｉ＝ ２ｄηｉ，ｉ＝１，２，３｝，
ｍｉｎ（ｘｉ，ｘｊ）≤η，ξ≤ｍａｘ（ｘｉ，ｘｊ），ｉ≠ｊ，则得到

偏差系统的零解全局指数稳定系统，这时三个神经

元系统全局指数同步．
类似于定理２的证明，在此省略．
通过比较定理１、２和定理３、４的同步条件，发

现环形耦合系统比线形耦合系统更容易同步．因此，
相同的神经元，相互作用越多，越容易获得同步．

２　数值模拟

使用给出的条件，得到偏差系统（５）、偏差系
统（６）和偏差系统（７）的全局指数同步仿真结果．
选取系统１的初始条件（０．３０，０．７０，１．００），系统２
的初始条件（０．３５，０．７０，１．００），系统３的初始条件
（０．４０，０．７０，１．００）．当系统没有耦合时，其偏差系
统随时间的变化过程如图３、图４和图５所示．采用
定理１的方法后，偏差系统随时间的变化过程如图
６、图７和图８所示，呈现三个神经元同步．根据所
选取的初值得Ｍ＝１．７３，Ｎ＝３．５０．

图３　未耦合时偏差系统（５）随时间变化图

Ｆｉｇ．３　Ｔｈｅｔｅｍｐｏｒａｌｅｖｏｌｕｔｉｏｎｏｆｔｈｅｅｒｒｏｒｓｙｓｔｅｍ（５）ｗｉｔｈｏｕｔｃｏｕｐｌｉｎｇ

对偏差系统（５）随时间的变化过程图（即图６）
进行拟合，如图１０所示：令ｅ２１１＋ｅ

２
１２＋ｅ

２
１３＝ｆ１（ｔ），拟

合结果为：ｅ^（－５．１２９８－０．０３５４ｔ）．

２７２
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图４　未耦合时偏差系统（６）随时间变化图

Ｆｉｇ．４　Ｔｈｅｔｅｍｐｏｒａｌｅｖｏｌｕｔｉｏｎｏｆｔｈｅｅｒｒｏｒｓｙｓｔｅｍ（６）ｗｉｔｈｏｕｔｃｏｕｐｌｉｎｇ

图５　未耦合时偏差系统（７）随时间变化图

Ｆｉｇ．５　Ｔｈｅｔｅｍｐｏｒａｌｅｖｏｌｕｔｉｏｎｏｆｔｈｅｅｒｒｏｒｓｙｓｔｅｍ（７）ｗｉｔｈｏｕｔｃｏｕｐｌｉｎｇ

图６　具有耦合的偏差系统（５）随时间变化图

Ｆｉｇ．６　Ｔｈｅｔｅｍｐｏｒａｌｅｖｏｌｕｔｉｏｎｏｆｔｈｅｅｒｒｏｒｓｙｓｔｅｍ（５）ｗｉｔｈｃｏｕｐｌｉｎｇ

图７　具有耦合的偏差系统（６）随时间变化图

Ｆｉｇ．７　Ｔｈｅｔｅｍｐｏｒａｌｅｖｏｌｕｔｉｏｎｏｆｔｈｅｅｒｒｏｒｓｙｓｔｅｍ（６）ｗｉｔｈｃｏｕｐｌｉｎｇ

对偏差系统（６）随时间的变化过程图（即图７）

进行拟合，如图１０所示：令ｅ２２１＋ｅ
２
２２＋ｅ

２
２３＝ｆ２（ｔ），拟

合结果为：ｅ^（－４．２７３１－０．０３１８ｔ）．

对偏差系统（７）随时间的变化过程图（即图８）
进行拟合，如图１１所示：ｅ２３１＋ｅ

２
３２＋ｅ

２
３３＝ｆ３（ｔ），拟合

结果为：ｅ^（－５２．４２２１－０．０２５１ｔ）．

图８　具有耦合的偏差系统（７）随时间变化图

Ｆｉｇ．８　Ｔｈｅｔｅｍｐｏｒａｌｅｖｏｌｕｔｉｏｎｏｆｔｈｅｅｒｒｏｒｓｙｓｔｅｍ（７）ｗｉｔｈｃｏｕｐｌｉｎｇ

图９　具有耦合的偏差系统（５）随时间变化的拟合图

Ｆｉｇ．９　Ｆｉｔｔｉｎｇｃｕｒｖｅｆｏｒｔｈｅｔｅｍｐｏｒａｌｅｖｏｌｕｔｉｏｎｏｆ

ｔｈｅｅｒｒｏｒｓｙｓｔｅｍ（５）ｗｉｔｈｃｏｕｐｌｉｎｇ

图１０　具有耦合的偏差系统（６）随时间变化的拟合图

Ｆｉｇ．１０　Ｆｉｔｔｉｎｇｃｕｒｖｅｆｏｒｔｈｅｔｅｍｐｏｒａｌｅｖｏｌｕｔｉｏｎｏｆ

ｔｈｅｅｒｒｏｒｓｙｓｔｅｍ（６）ｗｉｔｈｃｏｕｐｌｉｎｇ

由此可见，在定理１，２的条件下，ｅ２ｉ１＋ｅ
２
ｉ２＋ｅ

２
ｉ３

（ｉ＝１，２，３）呈现很好的指数形式，根据定义１可知
式（５）、式（６）和式（７）的零解是全局指数稳定的，

那么神经元Ⅰ（２）、神经元Ⅱ（３）和神经元Ⅲ（４）全
局指数同步．

进一步地，我们分别给出了线形耦合神经元系

统（ａ）和环形耦合神经元系统（ｂ）随耦合强度之间

的关系（图１２，图１３）．

３７２
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图１１　具有耦合的偏差系统（７）随时间变化的拟合图

Ｆｉｇ．１１　Ｆｉｔｔｉｎｇｃｕｒｖｅｆｏｒｔｈｅｔｅｍｐｏｒａｌｅｖｏｌｕｔｉｏｎｏｆ

ｔｈｅｅｒｒｏｒｓｙｓｔｅｍ（７）ｗｉｔｈｃｏｕｐｌｉｎｇ

图１２（ａ）　 ｅｍｅａｎ， ｅｍａｘ随耦合ｋ的变化图

Ｆｉｇ．１２　Ｃａｓｅ（ａ）：Ｔｈｅｅｖｏｌｕｔｉｏｎｏｆ ｅｍｅａｎ， ｅｍａｘ

ｗｉｔｈｔｈｅｃｏｕｐｌｉｎｇｓｔｒｅｎｇｔｈｋ

图１３（ｂ）　 ｅｍｅａｎ， ｅｍａｘ随耦合ｋ的变化图

Ｆｉｇ．１３　Ｃａｓｅ（ｂ）：Ｔｈｅｅｖｏｌｕｔｉｏｎｏｆ ｅｍｅａｎ， ｅｍａｘ

ｗｉｔｈｔｈｅｃｏｕｐｌｉｎｇｓｔｒｅｎｇｔｈｋ

３　结论

本文讨论了三个耦合神经元系统的同步动力

学行为．对于偏差系统通过构造合适的 Ｌｙａｐｕｎｏｖ
函数和运用 ＬＭＩ手段，并运用数学方法证明所构
造的Ｌｙａｐｕｎｏｖ函数关于时间的导数是负定的，由
此得到偏差系统在零平衡点处全局渐近稳定和全

局指数稳定，使得神经元系统１、２和３是全局指数
同步的．通过比较线性耦合和环形耦合同步的条
件，显示，环形耦合更容易同步，数值结果显示了结

果的有效性．从理论上得出神经元的连接方式对同
步行为有一定的影响，不仅丰富了同步动力学理

论，或许对于信息编码有一定的指导意义．
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