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摘要　针对转子轴承系统中滚动球轴承的动力学相似问题，提出一种考虑非线性振动特性的轴承系统相似

模型建立方法．首先，建立滚动球轴承整体的非线性振动微分方程，运用积分模拟法推导了轴承整体的非线

性振动特性相似关系，并结合滚动球轴承的动力学相似关系得到滚动球轴承系统的相似设计准则；其次，应

用所得的相似准则，以深沟球轴承 Ｃ２０４ＪＵＴ为原型、６２０８为模型进行数值仿真实例计算，通过采用 Ｎｅｗ

ｍａｒｋβ算法计算得到的分叉图分析了转速ω、径向载荷Ｆｒ、阻尼Ｃ及径向游隙 γ大小对原型和模型轴承系

统振动位移或速度响应的影响；最后，通过对比原型和模型的各参数（ω、Ｆｒ、Ｃ、γ）分叉图中分叉区间、趋于稳

定运动参数值大小以及进入稳定周期运动时的稳态响应值大小验证相似准则的准确性和有效性．通过分析

得到以下结论：①滚动球轴承非线性振动特性参数（如振动响应、结构阻尼等）相似关系可由轴承结构参数

相似关系确定；②原型与模型非线性运动的分叉图形状一致，且模型能够很好的预测原型稳态振动响应，因

此可将模型轴承用来预测原型轴承的非线性振动行为．
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引言

轴承作为转子轴承系统中重要支承部件，其
动力学特性对系统振动特性影响较大［１－２］．在进行
转子轴承系统相似研究时，轴承部分往往只以特
定刚度矩阵参入研究，但轴承为组合件，其结构与

运动的复杂性决定此种形式必然导致所建立的相

似模型不精确，相似模型不能准确预测出原型动力

学特性，因此，对滚动球轴承系统动力学特性相似

的研究尤为重要．
关于轴承动力学相似研究的开展时间较早，但

文献并不多见．早在１９６９年，Ｃｏｎｓｔａｎｔｉｎｅｓｃｕ得出动
压滑动轴承定常气体润滑膜的相似准则，并指出其

相似准则与哈里森数（Ｈａｒｒｉｓｏｎ’ｓｎｕｍｂｅｒ）相等［３］．
后来，２００７年，文献［４］基于相似理论分析了滚动
轴承保持架模型的动力相似判据，得到模型保持架

和实物保持架各动力参数的相似关系，并进行了保

持架模型动态特性试验．２００８年，文献［５］用量纲
分析法推导得变桨距回转轴承的静力模型和动力模

型的相似准则，并用有限元方法验证了相似准则的

正确性．２００９年，文献［６］针对舰船尾部滚动轴承运
用相似理论推导出相应相似准则，并建立了试验台

架模拟实船尾部轴承受力和润滑的关系．２０１３年，文
献［７］推导了滚动球轴承动力学相似关系，并依据赫
兹理论计算原型及模型接触刚度，验证所推相似关

系准确性．以上研究工作都忽略了非线性因素，但在
实际工程中很多动力学现象用线性理论解释不清

楚，必须考虑非线性因素［８－１０］，这也是非线性动力学

被受到广大学者越来越重视的重要原因．
前期学者的研究只针对单个轴承或其某个部

件（如保持架）的相似问题进行研究，对轴承系统

相似问题的研究从未涉及．本文基于滚动球轴承系
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统非线性振动微分方程，结合滚动球轴承动力学相

似关系，推导出滚动球轴承系统相似关系，并采用

算例验证所得相似关系的准确性．

１　滚动球轴承非线性振动方程建立

滚动球轴承由滚动体、保持架及内、外环组成，

其中滚动体与内、外环之间有相对运动，其对轴承

振动特性有重要影响，转子轴承系统中滚动球轴
承结构如图１所示．

图１　滚动球轴承系统结构示意图

Ｆｉｇ．１　Ｇｅｎｅｒａｌｖｉｅｗｏｆｔｈｅｒｏｌｌｉｎｇｂｅａｒｉｎｇｓｙｓｔｅｍ

图１中，ｄｉ为轴承内滚道直径；ｄｏ为轴承外滚

道直径；ｄｍ为轴承中径；Ｄｂ为滚动体直径；β为轴
承滚动体的工作接触角；ｚ为滚动体数．设 ω为轴

承内环的转动速度；Ｆｒ为径向载荷；δ为轴承内外
圈相对位移，图中虚线表示受载后内圈位置．则轴

承中第ｊ个滚动体在时间ｔ时的位置角度θｊ为
［１１］：

θｊ＝
２π
ｚ ｊ－( )１ ＋ωｃｔ　（ｊ＝１，２，…，ｚ） （１）

式中，ωｃ为滚动体公转角速度，ωｃ＝ω·ｄｉ／（ｄｉ＋

ｄｏ）．
由赫兹接触理论知，滚动球轴承在工作过程中

由于滚动体与内、外环的接触变形会产生非线性轴

承力，将其分解到ｘ、ｙ方向可表示为［１２］：

Ｑｘ
Ｑ[ ]
ｙ

＝Ｋｎ∑
ｚ

ｊ＝１
ｘｃｏｓθｊ＋ｙｓｉｎθｊ－( )γ３／２

＋

ｃｏｓθｊ
ｓｉｎθ[ ]

ｊ

（２）

式中，Ｋｎ＝
１

１／Ｋ( )ｉ
２／３＋ １／Ｋ( )ｏ

２／[ ]３
３／２

，其中 Ｋｉ、Ｋｏ

分别为滚珠与内外滚道接触刚度，可由赫兹接触理

论求得；下标“＋”表示 ｘｃｏｓθｊ＋ｙｓｉｎθｊ－γ＞０，当

ｘｃｏｓθｊ＋ｙｓｉｎθｊ－γ≤０时，滚动体与环道不接触，接
触变形为０，反之存在接触变形；γ为径向游隙．

由于一般认为滚动轴承的交叉刚度很小可以忽

略不计，因此可由式（２）得到轴承系统的刚度为［１３］：

Ｋｘ
Ｋ[ ]
ｙ

＝

Ｑｘ
ｘ
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（３）
轴承在运转过程中不仅受恒定的径向外载荷

力作用，而且还不可避免的受到由轴承中存在的不

平衡量引起的周期性不平衡力的作用［１４］．故根据
Ｌａｇｒａｎｇｅ方程可建立转子轴承系统中的滚动球轴
承的非线性振动方程［１５］：

Ｍｘ̈＋Ｃｘ＋Ｋｘｘ＝Ｆｒ＋Ｍｅｍω
２ｃｏｓωｔ

Ｍｙ̈＋Ｃｙ＋Ｋｙｙ＝Ｍｅｍω
２ｓｉｎω }ｔ

（４）

式中，Ｍ为轴承系统的质量；Ｃ为轴承系统的阻尼；
ｅｍ为轴承系统的不平衡量偏心距．

滚动轴承运转过程中会发生变刚度振动

（Ｖａｒｙｉｎｇｃｏｍｐｌｉａｎｃｅｖｉｂｒａｔｉｏｎ），即当内环转动时，滚
动体每通过载荷的作用线一次，就产生一次周期性

的振动．变刚度振动是由轴承径向载荷引起的非线
性振动特性，其振动频率ｆｖｃ与滚动体的数目和滚动

体的公转角速度有关，可表示为［１６］：

ｆｖｃ＝
ωｖｃ
２π
＝
ωｃｚ
２π

（５）

２　滚动球轴承非线性相似关系建立

２．１　滚动球轴承动力学相似关系
作者在文献［６］中已由量纲分析法推导了滚

动球轴承动力学相似关系，其相似关系为：

λＦｒ＝λｚλ
２
Ｄｂλ

３／５
ｄｍλ

２／５
ｃｏｓβ；λδ＝λＤｂλ

２／５
ｄｍλ

－２／５
ｃｏｓβ

λω＝λ
－１／２
δ ＝λ－１／２Ｄｂ λ

－１／５
ｄｍ λ

１／５
ｃｏｓβ；λｋ＝λｚλＤｂλ

１／５
ｄｍλ

４／５
ｃｏｓβ

（６）

式中，λｉ为参数ｉ的相似比，是模型与原型的比值；
ｋ为轴承接触刚度．
２．２　滚动球轴承非线性振动相似关系

由轴承非线性振动方程式（４）可知：滚动球轴
承系统振动的激振力主要由径向外载荷和不平衡

力两个部分组成．
将积分模拟法运用到式（４）中，可得滚动球轴

４２２
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承系统相似准则为：

π１＝ωｔ；π２＝Ｍｘω
２／Ｆｒ；π３＝Ｃｘω／Ｆｒ；

π４＝Ｋｘｘ／Ｆｒ；π５＝Ｍｅｍω
２／Ｆｒ；

（７）

结合滚动球轴承动力学相似关系式（６），由式
（７）可得出滚动球轴承非线性振动相似关系：

λＦｒ＝λＭ＝λｚλ
２
Ｄｂλ

３／５
ｄｍλ

２／５
ｃｏｓβ；

λｘ＝λｙ＝λｅｍ＝λγ＝λＤｂλ
２／５
ｄｍλ

－２／５
ｃｏｓβ；

λω＝λ
－１／２
Ｄｂ λ

－１／５
ｄｍ λ

１／５
ｃｏｓβ；

λＣ＝λｚλ
３／２
Ｄｂλ

２／５
ｄｍλ

３／５
ｃｏｓβ

（８）

由于轴承非线性力的振动频率与外激励频率

存在式（５）的关系，故可得出滚动球轴承外激励频
率相似比为：

λωｖｃ＝
λｚλｄｉ
λｄｍ
λω＝λｚλ

－１／２
Ｄｂ λ

－６／５
ｄｍ λｄｉλ

１／５
ｃｏｓβ （９）

３　实例验证

以深沟球轴承Ｃ２０４ＪＵＴ及６２０８分别作为计算
原型及模型，对比其非线性特性，如不同转速、径向

载荷、阻尼及径向游隙下的位移、速度及加速度响

应值等［１７］，验证所推得滚动轴承非线性振动相似

关系准确性，其基本参数如表１所示．
表１　深沟球轴承Ｃ２０４ＪＵＴ及６２０８参数

Ｔａｂｌｅ１　ＴｈｅｐａｒａｍｅｔｅｒｓｏｆＣ２０４ＪＵＴａｎｄ６２０８

Ｅｓｓｅｎｔｉａｌｐａｒａｍｅｔｅｒｓ Ｃ２０４ＪＵＴ ６２０８
Ｂｏｒｅｄｉａｍｅｔｅｒｄｉ（ｍｍ） ２９．１ ４０
Ｏｕｔｓｉｄｅｄｉａｍｅｔｅｒｄｏ（ｍｍ） ３９．９６ ８０
Ｍｅｄｉｕｍｄｉａｍｅｔｅｒｄｍ（ｍｍ） ３４．５３ ６０

Ｃｕｒｖａｔｕｒｅｒａｄｉｕｓｏｆｉｎｎｅｒｒａｃｅｗａｙｒｉ（ｍｍ） ２．７９ ６．１８
Ｃｕｒｖａｔｕｒｅｒａｄｉｕｓｏｆｏｕｔｅｒｒａｃｅｗａｙｒｏ（ｍｍ） ２．８３ ６．３

Ｃｏｎｔａｃｔａｎｇｌｅβ（°） ０ ０
Ｒｏｌｌｉｎｇｂａｌｌｎｕｍｂｅｒｚ ８ ９
ＢａｌｌｄｉａｍｅｔｅｒＤｂ（ｍｍ） ５．４３ １２

由式（８）、（９）可计算出原型与模型相似比：

λＦｒ＝λＭ＝７．６５４０；λｘ＝λｙ＝λｅｍ＝λγ＝２．７５６５；

λω＝０．６０２３；λωｖｃ＝０．６７６８；λＣ＝４．６１０１
３．１　响应随转速变化

设原型计算初始参数：Ｆｒｐ＝５Ｎ；γｐ＝２０μｍ；ｅｍｐ
＝０ｍ；Ｍｐ＝１ｋｇ；Ｃｐ＝３００Ｎ·ｓ／ｍ．则模型计算初始参
数：Ｆｒｍ＝λＦｒＦｒｐ＝３７．２７Ｎ；γｍ＝λγγｐ＝５５．１３μｍ；Ｍｍ
＝λＭＭｐ＝７．６５４０ｋｇ；Ｃｍ＝λＣＣｐ＝１３８３．０３Ｎ·ｓ／ｍ．
采用Ｎｅｗｍａｒｋβ法求解原型及模型振动方程，

可得出原型及模型随转速变化位移分叉图，如图２

所示．

图２　随转速变化位移分叉图

Ｆｉｇ．２　Ｂｉｆｕｒｃａｔｉｏｎｄｉａｇｒａｍｓ：ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔｒｏｔａｔｉｎｇｓｐｅｅｄｒｅｌａｔｉｏｎｓｈｉｐｓ

对比图２可以看出，原型及模型均经历非周期
１周期非周期１周期非周期，最后由２周期变为
１周期振动，直至稳定过程，且原型进入稳定周期
时转速为１９６００ｒ／ｍｉｎ，模型进入稳定周期时的转速
为１２５３０ｒ／ｍｉｎ，原型及模型非线性现象相同．

分别做出原型在转速１９６００ｒ／ｍｉｎ、模型在转速
１２５３０ｒ／ｍｉｎ时的稳态位移响应图，如图３所示．

图３　稳态位移响应值

Ｆｉｇ．３　Ｔｈｅｔｉｍｅｈｉｓｔｏｒｙｃｕｒｖｅｓｏｆｔｈｅｓｔｅａｄｙｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔ

３．２　响应随径向力变化
设原型计算初始参数：ω＝１００００ｒ／ｍｉｎ；γｐ＝

２０μｍ；ｅｍｐ＝０ｍ；Ｍｐ＝１ｋｇ；Ｃｐ＝３００Ｎ·ｓ／ｍ．则模型
计算初始参数：ωｍ＝λωωｐ＝６７６８ｒ／ｍｉｎ；γｍ＝λγγｐ＝

５５．１３μｍ；Ｍｍ ＝λＭＭｐ＝７．６５４０ｋｇ；Ｃｍ ＝λＣＣｐ＝
１３８３．０３Ｎ·ｓ／ｍ．

采用Ｎｅｗｍａｒｋβ法求解原型及模型振动方程，
可得出原型及模型随径向力变化速度分叉图，如图

４所示．
对比图４可以看出，原型及模型均经历非周期

１周期非周期１周期振动，直至稳定过程，且原型进
入稳定周期时径向力为２２．３Ｎ，模型进入稳定周期
时径向力为１３９．３Ｎ，原型及模型非线性现象相同．

分别做出原型在径向力 ２３Ｎ、模型在径向力
１４０Ｎ时的稳态位移响应图，如图５所示．

５２２
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图４　随径向力变化速度分叉图

Ｆｉｇ．４　Ｂｉｆｕｒｃａｔｉｏｎｄｉａｇｒａｍｓ：ｖｅｌｏｃｉｔｙｒａｄｉａｌｌｏａｄｉｎｇｒｅｌａｔｉｏｎｓｈｉｐｓ

图５　稳态速度响应值

Ｆｉｇ．５　Ｔｈｅｔｉｍｅｈｉｓｔｏｒｙｃｕｒｖｅｓｏｆｔｈｅｓｔｅａｄｙｖｅｌｏｃｉｔｙ

３．３　响应随阻尼变化
设原型计算初始参数：ω＝１００００ｒ／ｍｉｎ；γｐ＝

２０μｍ；ｅｍｐ＝０ｍ；Ｍｐ＝１ｋｇ；Ｆｒ＝５Ｎ．则模型计算初始
参数：ωｍ＝λωωｐ＝６７６８ｒ／ｍｉｎ；γｍ＝λγγｐ＝５５．１３μｍ；
Ｍｍ＝λＭＭｐ＝７．６５４０ｋｇ；Ｆｒｍ＝λＦｒＦｒｐ＝３７．２７Ｎ．

采用ｎｅｗｍａｒｋβ法求解原型及模型振动方程，
可得出原型及模型随阻尼变化位移分叉图，如图６
所示．

图６　随阻尼变化位移分叉图

Ｆｉｇ．６　Ｂｉｆｕｒｃａｔｉｏｎｄｉａｇｒａｍｓ：ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔｄａｍｐｉｎｇｒｅｌａｔｉｏｎｓｈｉｐｓ

对比图６可以看出，原型及模型均经历非周期

１周期，直至稳定过程，且原型进入稳定周期时阻

尼为 １９０Ｎ·ｓ／ｍ，模型进入稳定周期时阻尼为

８９９Ｎ·ｓ／ｍ，原型及模型非线性现象相同．

分别做出原型在阻尼１９０Ｎ·ｓ／ｍ、模型在阻尼

８９９Ｎ·ｓ／ｍ时的稳态位移响应图，如图７所示．

图７　稳态位移响应值

Ｆｉｇ．７　Ｔｈｅｔｉｍｅｈｉｓｔｏｒｙｃｕｒｖｅｓｏｆｔｈｅｓｔｅａｄｙｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔ

３．４　响应随径向游隙变化
设原型计算初始参数：ω＝１００００ｒ／ｍｉｎ；Ｃ＝３００Ｎ

·ｓ／ｍ；ｅｍｐ＝０ｍ；Ｍｐ＝１ｋｇ；Ｆｒ＝５Ｎ．则模型计算初始参
数：ωｍ＝λωωｐ＝６７６８ｒ／ｍｉｎ；Ｃｍ＝λＣＣｐ＝１３８３．０３Ｎ·ｓ／
ｍ；Ｍｍ＝λＭＭｐ＝７．６５４０ｋｇ；Ｆｒｍ＝λＦｒＦｒｐ＝３７．２７Ｎ．

采用Ｎｅｗｍａｒｋβ法求解原型及模型振动方程，
可得出原型及模型随径向游隙变化速度分叉图，如

图８所示．

图８　随径向游隙变化速度分叉图

Ｆｉｇ．８　Ｂｉｆｕｒｃａｔｉｏｎｄｉａｇｒａｍｓ：ｖｅｌｏｃｉｔｙｒａｄｉａｌｃｌｅａｒａｎｃｅｒｅｌａｔｉｏｎｓｈｉｐｓ

对比图８可以看出，原型及模型均经历１周期
非周期１周期，直至稳定过程，且原型进入稳定周
期时径向游隙为１３．３μｍ，模型进入稳定周期时径
向游隙为４０．５μｍ，原型及模型非线性现象相同．

分别做出原型在径向游隙１４μｍ、模型在径向
游隙４１μｍ时的稳态速度响应图，如图９所示．

图９　稳态速度响应值

Ｆｉｇ．９　Ｔｈｅｔｉｍｅｈｉｓｔｏｒｙｃｕｒｖｅｓｏｆｔｈｅｓｔｅａｄｙｖｅｌｏｃｉｔｙ

６２２
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由图２～９可以得出原型及模型非线性特性相
关参数，对比原型、模型、模型预测原型的对应参数

值，结果如表２所示．

由表２可以看出，模型能够准确预测出原型稳
态响应值，进一步验证所推滚动球轴承非线性相似

关系准确性．
表２　原型、模型及模型预测参数值对比

Ｔａｂｌｅ２　Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎｏｆｔｈｅｒｅｓｕｌｔｓｆｒｏｍｔｈｅｐｒｏｔｏｔｙｐｅ，ｔｈｅｍｏｄｅｌａｎｄｔｈｅｐｒｅｄｉｃｔｉｏｎ

Ｒｏｔａｔｉｏｎａｌｓｐｅｅｄ Ｒａｄｉａｌｆｏｒｃｅ Ｄａｍｐｉｎｇ Ｒａｄｉａｌｃｌｅａｒａｎｃｅ

Ｓｔｅａｄｙ
ｓｐｅｅｄ
（ｒ／ｍｉｎ）

Ｓｔｅａｄｙ
ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔ
（１０－５ｍ）

Ｓｔｅａｄｙ
ｆｏｒｃｅ
（Ｎ）

Ｓｔｅａｄｙ
ｖｅｌｏｃｉｔｙ
（１０－３ｍ／ｓ）

Ｓｔｅａｄｙ
ｄａｍｐｉｎｇ
（Ｎ·ｓ／ｍ）

Ｓｔｅａｄｙ
ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔ
（１０－５ｍ）

Ｓｔｅａｄｙ
ｒａｄｉａｌｃｌｅａｒａｎｃｅ
（μｍ）

Ｓｔｅａｄｙ
ｖｅｌｏｃｉｔｙ
（１０－３ｍ／ｓ）

Ｐｒｏｔｏｔｙｐｅ １９６００ ２．１２２ ２２．３ ５．６１４ １９０ ２．１５０ １３．３ ２．０６７
Ｍｏｄｅｌ １２５３０ ５．８５９ １３９．３ ９．７９３ ８９９ ５．９３８ ４０．５ ３．１１７
Ｐｒｅｄｉｃｔｉｏｎ １８５１４ ２．１２５ １８．２ ５．８９７ １９５ ２．１５４ １４．７ １．８７７
Ｅｒｒｏｒ（％） ５．５４％ ０．１４％ １８．３９％ ５．０４％ ２．６３％ ０．１９％ １０．５３％ ９．１９％

４　结论

本文基于滚动球轴承系统振动方程，结合滚动

球轴承动力学相似关系，推导出滚动球轴承系统相

似关系，通过具体实例数值验证，可得出如下结论：

（１）滚动球轴承系统非线性振动相似关系与轴
承自身结构参数相似关系之间存在一定的关系式；

（２）依据本文所推相似关系式建立的滚动球轴
承系统相似模型能准确预测出原型系统的非线性现

象及系统进入稳态状态下各参数数值及响应值．
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