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基于时频域交替法的迟滞非线性振动系统的

稳态响应分析

李东武　徐超

（西北工业大学航天学院，西安　７１００７２）

摘要　连接界面的黏滑、摩擦行为不仅是引起结构刚度和阻尼非线性的主要原因，而且是结构无源阻尼的

主要来源．Ｉｗａｎ模型能够较好地复现连接界面的黏滑、摩擦行为．本文采用时频域交替法（ＡｌｔｅｒｎａｔｉｎｇＦｒｅ

ｑｕｅｎｃｙ／ＴｉｍｅＤｏｍａｉｎＭｅｔｈｏｄ，ＡＦＴ）研究含Ｉｗａｎ非线性模型的单自由度振子系统的稳态响应．时频域交替法

具有频域法求解线性系统响应的高效性和时域法判断非线性力的便捷性特点，采用离散傅里叶变换和傅里

叶逆变换，在频域和时域内分别求解系统响应和对应的非线性恢复力，再反复迭代计算系统的稳态响应．将

时频域交替法计算结果和中心差分法计算的结果进行对比，并研究激励幅值对系统非线性特征的影响．结

果表明，时频域交替法计算的结果与中心差分计算的结果具有较好的一致性，且求解效率较高，计算耗时减

少５０％；随着激励幅值的增加，系统的能量耗散增加，刚度降低，固有频率降低．

关键词　连接，　迟滞非线性，　Ｉｗａｎ模型，　时频域交替法，　稳态响应

ＤＯＩ：　１０．６０５２／１６７２６５５３２０１５０４３

引言

航空、航天和机械等工程装备系统中的部件大

多是通过螺栓、铆钉等连接装置装配而成．当连接
结构受到外部周期载荷激励时，连接结合面间会发

生摩擦、滑移和间隙等非线性行为，这些非线性行

为不仅是引起结构振动能量耗散和阻尼衰减的主

要原因，而且还造成了连接结构刚度和阻尼的非线

性．连接面间的摩擦行为是一个非常复杂的物理现
象，它是系统无源阻尼的主要来源［１］．已有研究表
明，在切向载荷作用下，连接界面的运动将经历从

局部微观滑移到宏观相对运动的过程，切向恢复力

与相对位移之间为非线性迟滞关系［２－３］．为了描述
界面的这种多尺度粘滑摩擦过程，国内外学者已提

出一些唯象的迟滞非线性模型，例如，美国 ｓａｎｄｉａ
国家实验室提出的四参数 Ｉｗａｎ模型，德国斯图加
特大学提出的Ｖａｌａｎｉｓ模型以及微分形式的Ｂｏｕｃ－
Ｗｅｎ模型等［４－５］．其中，Ｉｗａｎ模型形式简单，模型参
数具有一定的物理意义，被认为是目前研究连接界

面迟滞非线性粘滑摩擦行为的一种较好的模型．
Ｉｗａｎ迟滞非线性模型是一种不光滑模型，因

此系统的动力学求解较为复杂．目前常用的求解非
线性系统稳态响应的方法有两种：第一种是时域

法，比如中心差分法、Ｒｕｎｇｅ－Ｋｕｔｔａ法等直接积分
方法．直接积分法用有限元法离散空间变量，用有
限差分法离散时间变量，它适合于任何情况．这类
方法的优点是只要时间步长选择合适，计算结果会

有很高的精度，而且可以运用于任意复杂的非线性

系统；缺点是在速度转换点附近需要采用较小的步

长以保证计算结果的精度，导致计算过程所需的时

间较长．第二种是频域法，比如谐波平衡法［６］．该方
法先假设出系统响应的谐波解，再代入振动系统方

程进行傅里叶级数展开求解未知参数来得到系统

的稳态响应．这类方法的特点是：低阶谐波下计算
效率较高但精度较差，随着谐波阶次的增加，计算

精度变高但计算量迅速增大，计算效率降低．
时频交替法（ＡｌｔｅｒｎａｔｉｎｇＦｒｅｑｕｅｎｃｙ／ＴｉｍｅＤｏ

ｍａｉｎＭｅｔｈｏｄ）是一种求解复杂非线性系统动力响
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应的新方法，其求解过程融合了频域中求解系统振

动微分方程的高效性（使微分方程运算变为数值微

分方程）和时域内判断非线性力的便捷性，并通过

快速离散傅里叶正逆变换，将时域函数和频域函数

进行转换，经过反复的迭代最终得到振动系统的稳

态响应．本文采用时频域交替法来求解含 Ｉｗａｎ非
线性模型单自由度系统的稳态响应，首先给出了

Ｉｗａｎ串－并联模型的非线性力表达式，推导了时
频域交替法求解的具体公式和步骤，并对时频域交

替法求解计算的收敛性和效率进行了分析研究．

１　Ｉｗａｎ迟滞非线性模型

图１所示为 Ｉｗａｎ串并联模型，它是由 Ｎ个

Ｊｅｎｋｉｎｓ单元并联而成，Ｊｅｎｋｉｎｓ单元则是由刚度为

ｋｎ／Ｎ的线性弹簧和屈服力为 ｆｉ／Ｎ的阻尼滑块串

联而成．在振动过程中，如果只有部分 Ｊｅｎｋｉｎｓ单元

发生滑移，则称模型发生了微滑移，微滑移现象普

遍存在，它是结构无源阻尼的重要来源；如果所有

Ｊｅｎｋｉｎｓ单元都发生滑移，则称模型发生了宏滑移．

此时模型恢复力ｆ达到最大值ｆｙ（称为临界宏观滑

移力）．图２为 Ｉｗａｎ模型微观滑动时的力位移关
系曲线（迟滞回线），包括初始加载段 ｏａ（又称骨干

曲线）、卸载段ａｂｃ和加载段ｃｄａ．

图１　Ｉｗａｎ模型

Ｆｉｇ．１　Ｉｗａｎｍｏｄｅｌ

图２　迟滞曲线

Ｆｉｇ．２　Ｈｙｓｔｅｒｅｓｉｓｌｏｏｐ

本文选用连续 Ｉｗａｎ模型作为研究对象，“连

续”是指模型中 Ｊｅｎｋｉｎｓ单元的数目 Ｎ趋于无穷，

采用概率密度函数 φ（ｆ）来定义阻尼滑块的屈服

力ｆｉ．在螺栓连接模型中，结合面接触压强从螺栓

连接处沿连接面展向呈线性单调递减，而且模型屈

服力和接触压强具有相同的分布形式［７－８］，因此，

屈服力ｆｉ（ｉ＝１，２，…）在［０，ｆＮ］区间内服从均匀

分布．假设Ｉｗａｎ模型发生宏观滑移，则：

∫
ｆＮ

０
ｆφ（ｆ）ｄｆ ＝ｆｙ （１）

解得

ｆＮ＝２ｆｙ （２）
因此，根据均匀分布的定义可以得到屈服力的概率

密度函数φ（ｆ）为

φ（ｆ）＝
１
２ｆｙ
， ０≤ｆ≤２ｆｙ

０，
{

ｅｌｓｅ
（３）

当Ｉｗａｎ模型受到外激励作用时，其恢复力为

ｆ
→

０（ｘ）＝∫
ｋｎｘ

０
ｆφ（ｆ）ｄｆ ＋ｋｎｘ∫

ｆＮ

ｋｎｘ
φ（ｆ）ｄｆ

（４）
将式（３）代入式（４）得到恢复力函数：

ｆ
→

０（ｘ）＝
ｋｎｘ－

ｋｎ
２ｘ２

４ｆｙ
， ０≤ｘ≤２ｆｙ／ｋｎ

ｆｙ， ｘ２ｆｙ／ｋ
{

ｎ

（５）

该分段函数分别表示模型发生微观滑移和宏观滑

移时恢复力 －位移的关系．当 Ｉｗａｎ模型受到周期
性激励作用时，系统将出现周期性的加载卸载交

替运动．根据ｍａｓｉｎｇ准则［９］以 ｆ
→

０（ｘ）为骨干函数进
行映射，分别得到卸载段和加载段的恢复力函数：

ｆ
←
（ｘ）＝ｆ

→

０（Ａ）－２ｆ
→

０（
Ａ－ｘ
２ ）， ｘ≤０ （６）

ｆ
→
（ｘ）＝－ｆ

→

０（Ａ）＋２ｆ
→

０（
Ａ＋ｘ
２ ）， ｘ０ （７）

上式中左右箭头分别表示卸载和加载，Ａ表示模型
滑动的最大位移量．

从模型的力位移关系曲线图 ２可以看出，
Ｉｗａｎ模型的能量耗散为曲线所包络的面积，下面
根据系统的稳态响应，来推导单位周期内 Ｉｗａｎ模
型的能量耗散为：

ΔＥ＝∫
Ａ

－Ａ
［ｆ
→
（ｘ）－ｆ

←
（ｘ）］ｄｘ （８）

将式（６）、（７）代入式（８）得微观黏滑下的能量
耗散为：

ΔＥ＝
ｋｎ
２Ａ３

３ｆｙ
（９）

同理可得宏观滑移下的能量耗散为：

ΔＥ＝
８ｆｙ

２

３ｋｎ
＋
ｋｎ
２Ａ３

ｆｙ
（１０）

２　时频域交替法

在结构动力学中，频域结果比时域结果包含更

多的结构响应信息，在频域中求解线性系统可以有

８１２
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效避免卷积计算［１０－１１］，因此频率法经常被用来求解

动力学方程．通常情况下，非线性力是系统状态轨迹
函数，它不是时间的显式函数，这就使得非线性力很

难在频域内分析，但是它却容易在时域内计算获得．
时频域交替法融合了时域法和频域法的优点，利用

了频域法求解线性系统响应的高效性和时域法计算

非线性力的便捷性，通过快速傅里叶变换（ＦＦＴ）将
非线性力的时域函数转换至频域，求解得到系统的

频域稳态响应，再将频域响应通过傅里叶逆变换转

换至时域，进而得到系统的非线性力时域函数，通过

反复迭代最终得到系统的稳态解．在该方法计算时，
需要将变量反复在时域和频域间相互转换．

图３所示为单自由度振子系统，其中ｍ、ｋ、ｃ分
别为系统振子质量、刚度、阻尼，ｆ（ｔ）为外激励，ｘ
（ｔ）为振子的位移响应，Ｉｗａｎ代指图１所示的 Ｉｗａｎ
非线性模型．

图３　含Ｉｗａｎ非线性模型的单自由度振子系统

Ｆｉｇ．３　ＳｉｎｇｌｅＤＯＦｏｓｃｉｌｌａｔｏｒｓｙｓｔｅｍｗｉｔｈＩｗａｎｎｏｎｌｉｎｅａｒｍｏｄｅｌ

图３所示单自由度系统的振动微分方程为：
ｍ̈ｘ（ｔ）＋ｃｘ（ｔ）＋ｋｘ（ｔ）＝ｆ（ｔ）－ｆｎ（ｘ，ｘ） （１１）

其中ｆｎ（ｘ，ｘ）为Ｉｗａｎ模型非线性力．运用傅里叶变
换及其微分性质将式（１１）中各时域变量转换至频
域．

ｘ（ｔ）
ｆｆｔ
幑幐ｉｆｆｔ ｘ（ω）

ｘ（ｔ）
ｆｆｔ
幑幐ｉｆｆｔ ｊωｘ（ω）

ｘ̈（ｔ）
ｆｆｔ
幑幐ｉｆｆｔ －ω

２ｘ（ω）

ｆ（ｔ） →
ｆｆｔ
ｆ（ω）

ｆｎ（ｘ，ｘ） →
ｆｆｔ
ｆｎ（ω，ｘ（ω））

（１２）

将其代入到式（１１）得到频域内的振动方程：
（－ｍω２＋ｊωｃ＋ｋ）·ｘ（ω）＝
　ｆ（ω）－ｆｎ（ω，ｘ（ω）） （１３）

其中ω是指由快速傅里叶变换引入的离散频率：
ω＝｛ωｋ｝ （１４）

ωｋ＝
２πｋ
ΔＴ·Ｎ

　　ｋ＝０，１，…，Ｎ２． （１５）

其中ΔＴ为采样周期，Ｎ为快速傅里叶变换中时域
函数的样本数目，由于快速傅里叶变换后的频域值

关于ωＮ／２对称，因此ｋ的取值长度为Ｎ／２＋１．
经过变换后的振动方程（１３）变为简便的代数

运算，大大降低了求解微分方程的难度．非线性力
ｆｎ（ｘ，ｘ）是与系统位移响应ｘ（ｔ）和速度响应ｘ（ｔ）相
关的状态轨迹函数，不与时间直接相关，因此非线

性力需要在时域内计算获得，然后通过快速傅里叶

变换至频域内，再进行简单的数值运算得到系统的

稳态响应，反复迭代此过程就能够获得满足一定精

度的解．迭代方程为：
（－ｍω２＋ｊωｃ＋ｋ）·ｘｉ（ω）＝
　ｆ（ω）－ｆｎ（ω，ｘｉ－１（ω）） （１６）
在这个过程中，初始位移响应和速度响应的获

取方法是：忽略非线性力的影响，将系统看作简单

的线性系统，通过时频域交替法求得系统的稳态响

应．即
（－ｍω２＋ｊωｃ＋ｋ）·ｘ（ω）＝ｆ（ω） （１７）

算法计算过程如图４所示。

图４　时频域交替法计算的流程图

Ｆｉｇ．４　ＦｌｏｗｄｉａｇｒａｍｏｆｔｈｅｃａｌｃｕｌａｔｉｏｎｔｈｒｏｕｇｈＡＦＴｍｅｔｈｏｄ

算法计算过程中的关键控制参数有采样频率、

决定迭代收敛与否的控制参数，考虑到算法计算精

度和计算效率的要求，本文选择采样频率为

１２８Ｈｚ，也可选为２５６Ｈｚ；迭代收敛的控制参数由第
４节详细介绍．

３　数值算例

计算如图３所示的含Ｉｗａｎ非线性模型单自由

９１２



动　力　学　与　控　制　学　报 ２０１６年第１４卷

度系统在周期性谐波激励下的稳态响应，系统参数

为：振子质量ｍ＝１ｋｇ，系统阻尼ｃ＝１Ｎ·ｓ／ｍ，系统
刚度 ｋ＝１０Ｎ／ｍ；Ｉｗａｎ模型参数为：模型刚度 ｋｎ＝
５Ｎ／ｍ，宏观滑移力为ｆｙ＝１Ｎ．振动系统的初始运动
状态：ｘ（０）＝０；ｘ（０）＝０．

考虑两种激励幅值下的系统响应，第一种情

况：ｆ（ｔ）＝１．５ｓｉｎ（３ｔ），时频域交替法求解的结果如
图５、图６所示 ：

图５　模型微滑时的稳态响应

Ｆｉｇ．５　Ｓｔｅａｄｙｓｔａｔｅｒｅｓｐｏｎｓｅｉｎｍｉｃｒｏｓｌｉｐ

图６　模型微滑时的迟滞曲线

Ｆｉｇ．６　Ｈｙｓｔｅｒｅｓｉｓｌｏｏｐｉｎｍｉｃｒｏｓｌｉｐ

从图６可以看出，在此种情形下，由于激励幅
值较小，使得非线性力的最大值没有达到宏观滑移

力，Ｉｗａｎ非线性模型发生微滑移现象．表１列出了
激励幅值为１．５Ｎ时时频域交替法和中心差分法
所得结果的比较．

表１　模型微滑时不同方法所得结果的比较

Ｔａｂｌｅ１　Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎｏｆｔｈｅｒｅｓｕｌｔｓｆｒｏｍｄｉｆｆｅｒｅｎｔｍｅｔｈｏｄｓ

ｉｎｍｉｃｒｏｓｌｉｐ

ｃａｌｃｕｌａｔｉｏｎ
ｍｅｔｈｏｄ

ａｍｐｌｉｔｕｄｅ
／ｍ

ｒｅｌａｔｉｖｅ
ｅｒｒｏｒ

ｐｈａｓｅｄｉｆｆｅ
ｒｅｎｃｅ／ｐｅｒｉｏｄ

ｅｎｅｒｇｙｄｉｓｓｉ
ｐａｔｉｏｎ／Ｊ

ＡＦＴ ０．２６３１
ｃｅｎｔｒａｌ
ｄｉｆｆｅｒｅｎｃｅ

０．２６２４
０．２６７％ ０．００９５％ ０．１５１７

第二种情况：ｆ（ｔ）＝５ｓｉｎ（３ｔ），结果下图所示．

图７　模型宏滑时的稳态响应

Ｆｉｇ．７　Ｓｔｅａｄｙｓｔａｔｅｒｅｓｐｏｎｓｅｉｎｍａｃｒｏｓｌｉｐ

图８　模型宏滑时的迟滞曲线

Ｆｉｇ．８　Ｈｙｓｔｅｒｅｓｉｓｌｏｏｐｉｎｍａｃｒｏｓｌｉｐ

当激励幅值增大后，系统稳态响应相应增大，

从而使Ｉｗａｎ模型中更多的 Ｊｅｎｋｉｎｓ单元发生滑移；
从图８可以看出，此种情形下，非线性力的最大值
达到宏观滑移力，Ｉｗａｎ模型发生宏观滑移．表２相
较于表１结果误差较为明显，但此时计算精度仍很
高．误差原因可能是非线性力的增大使得其对结果
的影响程度变大．

表２　模型宏滑时不同方法所得结果的比较

Ｔａｂｌｅ２　Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎｏｆｔｈｅｒｅｓｕｌｔｓｆｒｏｍｄｉｆｆｅｒｅｎｔｍｅｔｈｏｄｓ

ｉｎｍａｃｒｏｓｌｉｐｃａｌｃｕｌａｔｉｏｎ

ｍｅｔｈｏｄ
ａｍｐｌｉｔｕｄｅ
／ｍ

ｒｅｌａｔｉｖｅ
ｅｒｒｏｒ

ｐｈａｓｅｄｉｆｆｅ
ｒｅｎｃｅ／ｐｅｒｉｏｄ

ｅｎｅｒｇｙｄｉｓｓｉ
ｐａｔｉｏｎ／Ｊ

ＡＦＴ １．２１８
ｃｅｎｔｒａｌ
ｄｉｆｆｅｒｅｎｃｅ

１．２１０ ０．６６１％ ０．０１４３％ ４５．７０６

运用中心差分法对时频域交替法的计算结果进

行验证，从上面两组计算结果可以看出，时频域交替

法求得的单自由度振子系统稳态响应能与中心差分

法的结果很好地吻合，说明了时频域交替算法适合

求解此类非线性问题，而且计算的精度比较高．
下面通过求解系统的频响曲线和能量耗散，进

一步研究Ｉｗａｎ非线性模型的特性．
从图９中可以看出，随着激励幅值的增大，频

０２２
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响曲线的峰值逐渐向左移动，而且频响曲线出现明

显的软化现象，说明系统的固有频率降低了．导致
这种现象的本因是 Ｉｗａｎ模型的非线性特性，具体
表现为激励幅值的增加使得Ｉｗａｎ模型中发生滑动
的Ｊｅｎｋｉｎｓ单元数增加，从而导致振子系统的刚度
降低，固有频率降低．在某些参数下，该模型的频响
曲线也会发生非线性跳跃和多值现象．

图９　不同激励幅值下的频响曲线

Ｆｉｇ．９　Ｆｒｅｑｕｅｎｃｙｒｅｓｐｏｎｓｅｄｉａｇｒａｍｓｗｉｔｈｄｉｆｆｅｒｅｎｔｅｘｃｉｔａｔｉｏｎａｍｐｌｉｔｕｄｅｓ

随着激励幅值的增大到一定程度，频响曲线中

的部分频段内的响应就逐渐表现出线性系统的性

质，即这一段内的不同激励下的频响曲线重合了．
从图１０中可以看出，Ｉｗａｎ非线性模型的能量耗

散随着系统稳态响应的逐渐增大而增大．微观黏滑
状态下，非线性模型的能量耗散较小，且变化不大；

宏观滑移状态下，非线性模型的能量耗散急剧增加．
如果在双对数坐标系下绘制能量耗散，则曲线的斜

率为３，这与一些连接结构的实验结果是一致的．

图１０　模型能量耗散随响应幅值的变化曲线

Ｆｉｇ．１０　Ｅｎｅｒｇｙｄｉｓｓｉｐａｔｉｏｎａｍｐｌｉｔｕｄｅｒｅｌａｔｉｏｎｓｈｉｐｓ

４　时频域交替法的收敛性、计算效率分析

在时频域交替法计算过程中，如何控制程序的

收敛是保证算法计算效率的关键．本文选择的收敛
性判别要求有两个，一是计算精度，包括两种算法

稳态响应的相位差和稳态响应的幅值比较；另一个

是计算效率，指计算所需时间的比较．

选用的收敛准则为：取前后两次迭代所得的稳

态响应的一半长度（为了保证响应为稳态响应）进行

相对偏差的分析，记前一次迭代得到的位移响应为

数组Ａ，后一次迭代得到的位移响应为数组Ｂ．利用
相对偏差的大小来判断收敛性．相对偏差的定义为

ｅｒ＝
Ａ－Ｂ
Ｂ １

×１００％ （８）

选用激励ｆ（ｔ）＝２０ｓｉｎ（０．２５ｔ）来进行计算，取
时间长度６０００ｓ，对不同的相对偏差值所对应的结
果进行比较．

表３　不同ｅｒ的相对误差比较

Ｔａｂｌｅ３　Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎｏｆｒｅｌａｔｉｖｅｅｒｒｏｒｗｉｔｈｄｉｆｆｅｒｅｎｔｅｒ

ｅｒ
ｃａｌｃｕｌａｔｉｏｎ
ｍｅｔｈｏｄ

ｃａｌｃｕｌａｔｉｏｎ
ｔｉｍｅ／ｓ

ｐｈａｓｅｄｉｆｆｅ
ｒｅｎｃｅ／ｐｅｒｉｏｄ

ｒｅｌａｔｉｖｅｅｒｒｏｒ
ｏｆａｍｐｌｉｔｕｄｅ

０．１
ＡＦＴ ９．２４３５
ｃｅｎｔｒａｌ
ｄｉｆｆｅｒｅｎｃｅ

１７．１９９２
０．０７１６％ ０．３７％

０．０１
ＡＦＴ １１．９８５９
ｃｅｎｔｒａｌ
ｄｉｆｆｅｒｅｎｃｅ

１６．９９６７
０．０７１６％ ０．３７％

０．００１
ＡＦＴ １５．０３２８
ｃｅｎｔｒａｌ
ｄｉｆｆｅｒｅｎｃｅ

１７．１７７６
０．０７１６％ ０．３２％

根据表３中数据的对比可以看出，相对偏差越
小，时频域交替法的计算精度越高、但是计算耗费

越大；本文选择相对偏差 ｅｒ＝０．１作为算法迭代收
敛的准则，这样既可以满足很高的计算精度，也能

相对中心差分法而言提高计算效率．当然，如果需
要保证更高的精度，可以选择更小的收敛准则，但

是计算耗费则会很大．
此外，响应幅值和相位存在的微小误差可以通

过调节采样频率进行降低．

５　结论

１）本文推导了时频域交替法求解含Ｉｗａｎ非线
性模型单自由度系统稳态响应的具体公式和步骤．
通过文中算例的验证及时频域交替法收敛性和计

算精度的分析，显示出时频域交替法计算的结果与

中心差分法的结果具有很好的一致性，说明了时频

域交替法在求解非线性振动问题上具有明显的优

势，不仅能满足较高的计算精度要求，而且求解效

率较高，计算耗时减少约５０％．
２）采用时频域交替法求解计算，得到了单自由

度振子系统受迫振动的幅频响应曲线，图中表现出

明显的软化特征，随着激励幅值的增加，系统的能

量耗散增加，发生滑动的Ｊｅｎｋｉｎｓ单元数随之增加，

１２２
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系统刚度降低，固有频率降低．
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