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摘要　基于非线性动力学理论研究了不可压电活性聚合物圆柱壳在内表面周期载荷作用下的运动与破坏

等动力响应问题．通过对所得描述圆柱壳内表面运动的非线性常微分方程的数值计算和动力学定性分析，

发现存在临界载荷和临界电压；当周期载荷的平均载荷值小于临界载荷及外加电压小于临界电压时，圆柱

壳的运动随时间的演化是拟周期性的非线性振动．反之，圆柱壳将被破坏．讨论了外加电场和载荷参数对临

界值和圆柱壳运动特性的影响．
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引言

近年来电活性聚合物（ＥＡＰ）材料以其具有大
变形、高能量质量比、高效率和响应速度快等优点

引起了国内外学者的广泛关注［１－２］．电活性聚合物
材料在移动机器人、‘医疗器械’、光学仪器等众多

领域显示了广阔的应用前景［３］．Ｐｅｌｒｉｎｅ等发现一种
硅电活性聚合物具有良好的性质，它的变形、提供

的压力及反应速度都优于自然肌肉体，并且它的能

量密度远远超过其它致动器材料［４］．
随着研究的不断深入，电活性聚合物的失效引

起了人们的高度重视，Ｓｕｏ等利用线性弹性应变能
函数对机电稳定性进行分析［５－６］．Ｐｌａｎｔｅ针对菱
形、环形驱动器的失效行为进行了理论分析与试验

研究，分析了驱动器工作速度对其失效行为的影

响［７］．刘彦菊等讨论了薄膜材料参数对其稳定性的
影响［８］．不过目前大多数文献多分析准静态问题，
这方面的研究成果也较多．但实际许多物理问题本
质上是受周期载荷作用的动态问题，因此对问题的

动力响应进行分析就很必要．目前动力响应问题的
分析结果大多仅限于突加常值载荷的作用［９］，对随

时间变化的周期性载荷作用的结构动力响应的分

析尚少见报道［１０－１１］．何新振等研究了电活性聚合

物圆柱壳在静态和周期电压作用下的响应及稳定

性问题［１２］．
本文的目的是根据有限变形动力学理论，分析

电活性聚合物圆柱壳在周期性载荷作用下的变形

和破坏等大变形动力响应问题．首先从基本方程得
到了问题的控制方程组，即描述圆柱壳内表面运动

的二阶非线性常微分方程，通过对变换后的一阶方

程组进行 ＲｕｎｇｅＫｕｔｔａ积分法数值模拟，得到了方
程的解及振动的时程曲线、相图、庞加莱截面图等

结果．根据通常的动力学定性分析理论，讨论了圆
柱壳的动力响应特性，各种条件下的破坏情况及电

压的影响．

１　问题的数学描述

考虑一个内径为Ａ，外径为Ｂ，长度为Ｌ的不可
压电活性聚合物圆柱壳，如图１所示，在初始时刻ｔ
＝０于内表面受到内压 ｐ（ｔ）＝ｐ１＋ｐ２ｓｉｎωｔ及在圆
筒内外表面施加电压Φ作用下的大变形运动和破
坏问题．设圆柱壳变形后，其内径为ａ，外径为ｂ，长
度为ｌ．分别取物质坐标系和空间坐标系为（Ｒ，Θ，
Ｚ）和（ｒ，θ，ｚ），则圆柱壳的运动模式为

ｒ＝ｒ（Ｒ，ｔ），θ＝Θ，ｚ＝λｚＺ，（Ａ≤Ｒ≤Ｂ） （１）
式中，ｒ（Ｒ，ｔ）为待定函数，轴向拉伸λｚ为圆柱壳预
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加应变限制，是一预先给定的常数．由材料的不可
压条件

ｒ２（Ｒ）－ａ[ ]２ ｌ＝（Ｒ２－Ａ２）Ｌ
可得圆柱壳的变形函数

ｒ＝ｒ（Ｒ，ｔ）＝ １
λｚ
（Ｒ２－Ａ２）＋ａ[ ]２

１
２

（２）

式中，ａ＝ｒ（Ｒ，ｔ）为变形后圆柱壳的内半径．相应圆
柱壳的主伸长．

λｒ＝
ｒ（Ｒ，ｔ）
Ｒ

＝Ｒｒλｚ
，λθ＝

ｒ（Ｒ，ｔ）
Ｒ ＝ｒＲ，λｚ＝

ｌ
Ｌ

（３）

图１　圆柱壳的变形示意图

Ｆｉｇ．１　Ｔｈｅｕｎｄｅｆｏｒｍｅｄａｎｄｄｅｆｏｒｍｅｄｃｏｎｆｉｇｕｒａｔｉｏｎｓｏｆ

ｔｈｅｃｙｌｉｎｄｒｉｃａｌｓｈｅｌｌ

这里考虑广义不可压Ｏｇｄｅｎ电活性聚合物材料［１３］

Ｗ＝∑
３

ｉ＝１

μｉ
ａｉ
λａｉｒ ＋λ

ａｉ
θ ＋λ

ａｉ
ｚ －( )３＋

Ｄ２
２ελｒλθλｚ

（４）

式中，ε为材料的介电常数，取 ε＝２．２１×１０－１１

Ｆ／ｍ［１４］，Ｄ为径向电位移，材料常数值如下［１３］

μ１＝６．３×１０
５Ｐａ，μ２＝１．２×１０

３Ｐａ，

μ３＝－１×１０
４Ｐａ，

ａ１＝１．３，ａ２＝５，ａ３＝－２，

电活性聚合物的应力包括 Ｃａｕｃｈｙ应力和 Ｍａｘｗｅｌｌ
应力两部分，

σｒｒ（ｒ，ｔ）＝∑
３

ｉ＝１
μｉλ

ａｉ
ｒ －Ｐ（ｒ，ｔ）＋

Ｄ２
２ε

σθθ（ｒ，ｔ）＝∑
３

ｉ＝１
μｉλ

ａｉ
θ －Ｐ（ｒ，ｔ）－

Ｄ２
２ε

σｚｚ（ｒ，ｔ）＝∑
３

ｉ＝１
μｉλ

ａｉ
ｚ －Ｐ（ｒ，ｔ）－

Ｄ２
２ε

（５）

式中，Ｐ（ｒ，ｔ）为静水压力．对圆柱壳而言，电位移Ｄ
和电势Φ与电量Ｑ的关系分别为

Ｄ＝ Ｑ
２πｒλｚＬ

Φ＝ Ｑ
２πελｚＬ

ｌｏｇｂａ （６）

于是

Ｄ＝ Φε

ｒｌｏｇｂ( )ａ
（７）

圆柱壳的运动方程为

ｄσｒｒ
ｄｒ＋

１
ｒ σｒｒ－σ( )θθ ＝ρｒ″ （８）

圆柱壳受周期载荷作用的边界条件为

σｒｒ（ａ，ｔ）＝－ｐ（ｔ） （９ａ）

σｒｒ（ｂ，ｔ）＝０ （９ｂ）
满足无约束自然状态的初始条件为

ｒ（Ｒ，０）＝Ｒ
ｒ′（Ｒ，０）＝０ （１０）

电压的边界条件为

Φ（Ａ）＝０

Φ（Ｂ）＝φ （１１）

２　问题的求解

由不可压条件（２）可得

ｒ″（ｔ）＝１ｒ
１－ａ

２

ｒ( )２ （ａ′）２[ ]＋ａａ″ （１２）

将应力分量（５）代入运动方程（８），并利用（１２）可
得：

ｄ
ｄｒ∑

３

ｉ＝１
μｉλ

ａｉ
ｒ －Ｐ（ｒ，ｔ）＋

Ｄ２ｒ
２[ ]ε＋

　 １ｒ∑
３

ｉ＝１
μｉλａｉｒ －λ

ａｉ( )
θ ＋

Ｄ２[ ]ε ＝

　 ρ
ｒ １－ａ

２

ｒ( )２ （ａ′）２[ ]＋ａａ″ （１３）

上式对ｒ积分可得

∑
３

ｉ＝１
μｉλ

ａｉ
ｒ －Ｐ（ｒ，ｔ）＋Ｐ（ａ，ｔ）＋

　 Φ２ε

２ｒ２ ｌｏｇｂ( )ａ
２＋∫

ｒ

ａ∑
３

ｉ＝１
μｉλａｉｒ －λ

ａｉ( )
θ
ｄｓ
ｓ＝

　ρ（ａ′）２[ ]＋ａａ″（ｌｎｒ－ｌｎａ）＋

　 １
２ ρａ

２（ａ′）２＋ Φ２ε

ｌｏｇｂ( )ａ
[ ]２

１
ｒ２
－１
ａ( )２ （１４）

将上式代入（９ａ）式可得：

２１２
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σｒｒ（ｒ，ｔ）＝ρ（ａ′）２[ ]＋ａａ″ ｌｎｒ－ｌｎ( )ａ＋

　 １２ ρａ
２（ａ′）２＋ Φ２ε

ｌｏｇｂ( )ａ
[ ]２

１
ｒ２
－１
ａ( )２ －

　∫
ｒ

ａ∑
３

ｉ＝１
μｉ（λ

ａｉ
ｒ －λ

ａｉ
θ）
ｄｓ
ｓ－Ｐ（ａ，ｔ） （１５）

将式（１５）代入边界条件（９ａ）可得

σｒｒ（ａ，ｔ）＝－Ｐ（ａ，ｔ）＝－ｐ（ｔ）
即

Ｐ（ａ，ｔ）＝ｐ（ｔ）
将式（１５）代入边界条件（９ｂ）可得

ｐ（ｔ）＝ρ ( )ａ′２[ ]＋ａａ″（ｌｎｂ－ｌｎａ）＋

　 １２ ρａ
２（ａ′）２＋ Φ２ε

ｌｏｇｂ( )ａ
[ ]２

１
ｂ２
－１
ａ( )２ －

　∫
ｂ

ａ∑
３

ｉ＝１
μｉλａｉｒ －λ

ａｉ( )
θ
ｄｒ
ｒ （１６）

引入变换

ａ
Ａ＝ｘ（ｔ），

Ｂ２

Ａ２
－１＝δ

则有

ｄａ（ｔ）
ｄｔ ＝Ａ

ｄｘ
ｄｔ，
ｄ２ａ（ｔ）
ｄｔ２

＝Ａｄ
２ｘ
ｄｔ２

ｂ２

Ａ２
＝ｘ２（ｔ）＋δ

λｚ
，
ｂ２

Ｂ２
＝
ｘ２（ｔ）＋δ／λｚ
δ＋１

，

ｂ
ａ＝ １＋

δ
λｚｘ槡 ２

令ξ＝ｒ／Ｒ，可得

ξ＝ λｚ１－
ａ２

ｒ( )２ ＋Ａ２ｒ[ ]２
－１／２

ｄｒ
ｒ＝

１
１－λｚξ

２
ｄξ
ξ

于是式（１６）可改写

ｐ（ｔ）＝ρＡ２（ｘ′）２ －δ
２（λｚｘ

２＋δ）
＋ｌｎ １＋ δ

λｚｘ槡
[ ]２ ＋

　ρＡ２ｘｘ″ｌｎ １＋ δ
λｚｘ槡 ２＋

　 Φ２ε
２Ａ２ ｌｏｇ １＋δ／（λｚｘ

２
槡

[ ]）
２

１
ｘ２＋δ／λｚ

－１
ｘ( )２ －

　∫
（ｘ２＋δ／λｚ）／（δ＋１槡 ）

ｘ

∑
３

ｉ＝１
μｉ（λ

－ａｉ
ｚ ξ

－ａｉ－ξａｉ）

ξ（１－λｚξ
２）

ｄξ（１７）

其中 ａ＝ｘＡ，ｂ＝ ｘ２＋δ
λ槡 ｚ
Ａ

相应的初始条件为

ｘ（０）＝１，ｘ′（０）＝０ （１８）
现引入变换

ｘ１＝ｘ，ｘ２＝ｘ′
则二阶微分方程（１７）可改写

ｘ′１＝ｘ２，

ｘ′２ ＝
ｘ２２

ｘ１ｌｎ １＋δ／（λｚｘ
２
１槡

[
）

δ
２（λｚｘ

２
１＋δ）

－

　ｌｎ １＋ δ
λｚｘ槡 ]２

１
＋ １
ρＡ２ｘ１ｌｎ １＋δ／（λｚｘ

２
１槡 ）

{
·

ｐ（ｔ）＋∫
（ｘ２１＋δ／λｚ）／（δ＋１槡 ）

ｘ１

∑
３

ｉ＝１
μｉ（λ

－ａｉ
ｚ ξ

－ａｉ－ξａｉ）

ξ（１－λｚξ
２）

ｄξ－

　 Φ２ε
２Ａ２ ｌｏｇ１＋δ／（λｚｘ

２
１槡

[ ]）
２

１
ｘ２１＋δ／λｚ

－１
ｘ( ) }２
１

（１９）
相应的初始条件为

ｘ１（０）＝１，ｘ２（０）＝０ （２０）

３　结果与讨论

对圆柱壳在形如 ｐ（ｔ）＝ｐ１＋ｐ２ｓｉｎωｔ的周期载

荷作用下的动力响应和破坏，利用 ＲｕｎｇｅＫｕｔｔａ方
法对微分方程组（１９）和初始条件（２０）进行数值计
算可得到圆柱壳变形的时程曲线、相图和庞加莱截

面图等结果．这里我们取周期载荷为 ｐ（ｔ）＝ｐ１＋
ｐ２ｓｉｎ２πｔ，所得图形如下：时程曲线如图２～５所示，
相图及庞加莱截面图如图６～９所示．

图２　时程曲线Ｐ１＝０，Ｐ２＝１２Ｋｐａ，Φ＝１×１０５Ｖ

Ｆｉｇ．２　Ｔｉｍｅｈｉｓｔｏｒｙｒｅｓｐｏｎｓｅｓ，

Ｐ１＝０，Ｐ２＝１２Ｋｐａ，Φ＝１×１０５Ｖ

３１２
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图３　时程曲线Ｐ１＝１２Ｋｐａ，Ｐ２＝０，Φ＝１×１０５Ｖ

Ｆｉｇ．３　Ｔｉｍｅｈｉｓｔｏｒｙｒｅｓｐｏｎｓｅｓ，

Ｐ１＝１２Ｋｐａ，Ｐ２＝０，Φ＝１×１０５Ｖ

图４　时程曲线Ｐ１＝１２Ｋｐａ，Ｐ２＝１２Ｋｐａ，Φ＝１×１０５Ｖ

Ｆｉｇ．４　Ｔｉｍｅｈｉｓｔｏｒｙｒｅｓｐｏｎｓｅｓ，

Ｐ１＝１２Ｋｐａ，Ｐ２＝１２Ｋｐａ，Φ＝１×１０５Ｖ

图５　时程曲线Ｐ１＝１２Ｋｐａ，Ｐ２＝１２Ｋｐａ，Φ＝２×１０５Ｖ

Ｆｉｇ．５　Ｔｉｍｅｈｉｓｔｏｒｙｒｅｓｐｏｎｓｅｓ，

Ｐ１＝１２Ｋｐａ，Ｐ２＝１２Ｋｐａ，Φ＝２×１０５Ｖ

由图可见，圆柱壳的时程曲线不是典型的周期

运动曲线，相图由几个封闭的曲线组成，庞加莱截

面图由不规则分布的点组成．
对周期载荷ｐ（ｔ）＝ｐ１＋ｐ２ｓｉｎ２πｔ而言，其平均

载荷为ｐｍ＝ｐ１＋ｐ２．计算过程表明，对给定的幅值
载荷ｐ２和载荷频率 ω及外加电压 Φ，平均载荷存
在一个临界值ｐｃｒ．当 ｐｍ＜ｐｃｒ时，图２～图９给出的
时程曲线、相图及庞加莱截面图等结果可通过数值

计算得到，且图２～图９各图表明在周期载荷作用
下圆柱壳的运动为拟周期性的非线性振动．但当
ｐｍ≥ｐｃｒ时，不能得到图２～图９各图，意味着圆柱壳

将被载荷破坏［１２］．

图６　相图及其庞加莱截面图

δ＝０．１１，Ｐ１＝０，Ｐ２＝１２Ｋｐａ，Φ＝１×１０５Ｖ，ω＝２π

Ｆｉｇ．６　ＰｈａｓｅｐｏｒｔｒａｉｔａｎｄＰｏｉｎｃａｒｅｍａｐ，

δ＝０．１１，Ｐ１＝０，Ｐ２＝１２Ｋｐａ，Φ＝１×１０５Ｖ，ω＝２π

图７　相图及其庞加莱截面图

δ＝０．１１，Ｐ１＝１２Ｋｐａ，Ｐ２＝０，Φ＝１×１０５Ｖ，ω＝２π

Ｆｉｇ．７　ＰｈａｓｅｐｏｒｔｒａｉｔａｎｄＰｏｉｎｃａｒｅｍａｐ，

δ＝０．１１，Ｐ１＝１２Ｋｐａ，Ｐ２＝０，Φ＝１×１０５Ｖ，ω＝２π

图８　相图及其庞加莱截面图

δ＝０．１１，Ｐ１＝１２Ｋｐａ，Ｐ２＝１２Ｋｐａ，Φ＝１×１０５Ｖ，ω＝２π

Ｆｉｇ．８　ＰｈａｓｅｐｏｒｔｒａｉｔａｎｄＰｏｉｎｃａｒｅｍａｐ，

δ＝０．１１，Ｐ１＝１２Ｋｐａ，Ｐ２＝１２Ｋｐａ，Φ＝１×１０５Ｖ，ω＝２π

４１２
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图９　相图及其庞加莱截面图

δ＝０．１１，Ｐ１＝１２Ｋｐａ，Ｐ２＝１２Ｋｐａ，Φ＝２×１０５Ｖ，ω＝２π

Ｆｉｇ．９　ＰｈａｓｅｐｏｒｔｒａｉｔａｎｄＰｏｉｎｃａｒｅｍａｐ，

δ＝０．１１，Ｐ１＝１２Ｋｐａ，Ｐ２＝１２Ｋｐａ，Φ＝２×１０５Ｖ，ω＝２π

同时外加电压也存在一个临界值 Φｃｒ．当 Φ＜

Φｃｒ，在周期载荷作用下，圆柱壳的运动为拟周期性
的非线性振动．对比图４，图５发现，当圆柱壳的运
动为拟周期性的非线性振动时，电压增加时，振幅

增大，振动周期减小，同时拟周期运动的不规则程

度变得更严重．结果表明外加电压会加剧圆柱壳的

振动，减小圆柱壳的振动周期．当 Φ≥Φｃｒ时不能得

到图２～图９各图，圆柱壳将被破坏［１２］．

总之，当ｐｍ＜ｐｃｒ且Φ＜Φｃｒ时，在周期载荷作用
下圆柱壳的运动为拟周期性的非线性振动．且此时

平均载荷值ｐｍ越大，拟周期运动的不规则程度越

严重．外加电压Φ越大，拟周期运动的不规则程度
也越严重．

另外，计算结果表明，载荷幅值 ｐ１对圆柱壳的

拟周期性振动有较大影响，载荷幅值 ｐ２对圆柱壳
的拟周期性振动的影响可忽略不计．对比图２～４

发现，ｐ１越大，拟周期振动的振幅越大，振动周期越

短，拟周期振动的不规则程度越严重．载荷幅值 ｐ２
和载荷频率 ω对临界载荷值 ｐｃｒ的影响可忽略不

计，如对δ＝０．１１的圆柱壳，其临界载荷值 ｐｃｒ几乎

总为６３Ｋｐａ．
图１０为ω＝６４π时的时程曲线和相图，与ω＝

２π的时程曲线和相图结果相比发现，频率越大，振
动周期无明显变化，振幅略有增加，但拟周期振动

的不规则程度越严重．

４　结论

本文基于有限变形动力学理论，分析了不可压

电活性聚合物圆柱壳在周期载荷作用下的动力响

应和破坏问题．发现对周期载荷存在着其平均载荷

图１０　时程曲线和相图

δ＝０．１１，Ｐ１＝１２Ｋｐａ，Ｐ２＝１２Ｋｐａ，Φ＝１×１０５Ｖ，ω＝６４π

Ｆｉｇ．１０　ＴｉｍｅｈｉｓｔｏｒｙｒｅｓｐｏｎｓｅｓａｎｄＰｈａｓｅｐｏｒｔｒａｉｔ，

δ＝０．１１，Ｐ１＝１２Ｋｐａ，Ｐ２＝１２Ｋｐａ，Φ＝１×１０５Ｖ，ω＝６４π

的一个临界值，当平均载荷小于这个临界值时，时

程曲线、相图及庞加莱截面图可通过数值计算得

到，圆柱壳的运动为拟周期性的非线性振动．但当
平均载荷大于这个临界值时，不能得到以上各图，

圆柱壳将被破坏．外加电压也存在一个临界值．当
外加电压小于这个临界值时，在周期载荷作用下，

圆柱壳的运动为拟周期性的非线性振动．当圆柱壳
的运动为拟周期性的非线性振动时，电压增加时，

振幅增大，振动周期缩短，同时拟周期运动的不规

则程度变得更严重．表明电压会加剧圆柱壳的振
动，减小圆柱壳的振动周期．当外加电压大于这个
临界值时，圆柱壳将被破坏．
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