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利用弯矩影响线的移动荷载识别方法
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摘要　基于模态叠加理论，通过桥梁多个截面处加速度响应数据，计算得到桥梁受移动荷载作用下的模态

加速度．根据ｄ′Ａｌｅｍｂｅｒｔｉａｎ原理，桥梁截面任意时刻的动弯矩可看作是任意时刻受惯性分布力和移动荷载

作用下的静弯矩．利用影响线，建立起移动荷载与弯矩之间的关系，提出了一种利用弯矩影响线识别移动荷

载的方法．算例表明，当荷载只有一个时，可由单点弯矩直接识别，当有多个移动荷载时，可基于多个截面的

弯矩数据，利用最小二乘法可以有效的识别出任意时刻作用于桥梁上的移动荷载值．该方法避免了求解桥

梁的动力学微分方程，识别精度高且过程简单，适合于工程应用．
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引言

随着桥梁轻型化发展，车流量不断增大，车桥

相互作用越来越不可忽略．由于车辆通过桥梁时车
辆轮轴传递给桥梁的荷载是随位置和时间不断变

化的动态荷载，使桥梁产生交变应力，导致路面或

桥梁结构的疲劳损伤或破坏［１］．因此越来越受到桥
梁运营、维护、桥梁设计及交通运输管理等部门的

关注．近年来，国内外学者对桥梁上移动荷载识别
理论进行了深入的研究，提出了一系列识别方法．
Ｏ′ＣｏｎｎｏｒａｎｄＣｈａｎ提出了第一识别法（ＩＭＩ）［２］和
第二识别法（ＩＭＩＩ）［３］，Ｓ．Ｓ．Ｌａｗ等提出了时域法
（ＴＤＭ）［４］和频时域法（ＦＴＤＭ）［５］，这些方法奠定了
移动荷载识别的理论基础［６］，但这些方法应用到工

程中还存在一些问题，如第一识别法（ＩＭＩ）和第二
识别法（ＩＭＩＩ）识别精度不高，时域法（ＴＤＭ）和频时
域法（ＦＴＤＭ）识别时间过长且需要大量数据等等．
因此，国内外学者不停探索新的识别方法以及算

法，模型上也在不断的改进．余岭［７］等对移动荷载

识别方程的不适定性进行了研究，提出了改善和解

决超定方程组欠秩和病态问题的方法．以上这些方
法中所采用数据或为桥梁的加速度响应，或为桥梁

挠度响应数据．事实上，Ｐ．Ａｓｎａｃｈｉｎｄａ［８］研究表明

采用梁的弯矩数据识别会有更好的效果．但该文仍
然采用求解梁的动力学微分方程，建立弯矩响应和

荷载的关系，识别过程反而显得复杂．
本文提出的荷载识别方法中，同时采用响应加

速度数据和弯矩数据，加速度数据用来分离模态加

速度，从而表达出桥梁振动过程中的惯性力．然后
基于影响线和达朗贝尔原理，建立起截面弯矩与移

动荷载之间的关系，利用截面弯矩数据识别出移动

荷载的大小．该方法具有计算精度高，识别速度快，
且对数据量的需求不高，适合工程应用．

１　识别方程的推导

对于简支梁桥受移动车辆作用问题，力学模型

可以简化为如图１所示的简支梁受一组移动荷载
作用．其中梁的模型考虑为均质等截面模型，跨长
Ｌ，抗弯刚度 ＥＩ，单位长度质量为 ｍ，忽略剪切变形
和转动惯量的影响（即采用 ＥｕｌｅｒＢｅｒｎｏｕｌｌｉ理论），
则系统的动力学方程和边界条件为

ｍ
２ｗ
ｔ２
＋ＥＩ

４ｗ
ｘ４
＝∑

ＮＰ

ｉ＝１
δ（ｘ－ｘｉ）Ｐｉ（ｔ） （１）

ｗ（０，ｔ）＝ｗ（Ｌ，ｔ）＝０；
２ｗ
ｘ２
（０，ｔ）＝

２ｗ
ｘ２
（Ｌ，ｔ）＝０

（２）



第２期 钱长照等：利用弯矩影响线的移动荷载识别方法

式中，ｗ（ｘ，ｔ）表示ｘ处ｔ时刻梁的挠度，ｘｉ是Ｐｉ（ｔ）
作用位置，δ（ｘ－ｘｉ）为Ｄｉｒｅｃｔδ函数，满足

δ（ｘ－ｘｉ）＝
１，ｘ＝ｘｉ
０，{ ｏｔｈｅｒｓ

（３）

图１　受一组移动荷载作用的简支梁模型

Ｆｉｇ．１　Ｓｉｍｐｌｉｆｉｅｄｂｅａｍｕｎｄｅｒａｓｅｔｏｆｍｏｖｉｎｇｌｏａｄｓ

根据模态叠加原理，假设梁的 ｉ阶模态

φｉ＝ｓｉｎ
ｉπｘ
Ｌ，则弯曲挠度可表示为

ｗ（ｘ，ｔ）＝∑
∞

ｉ＝１
ｓｉｎｉπｘＬｑｉ（ｔ） （４）

式中ｑｉ（ｔ）（ｉ＝１，２，３，…）是第 ｉ阶模态位移．上式
对时间取二阶导数，则可得简支梁任意 ｔ时刻 ｘ位
置处的加速度
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利用Ｇａｒｌｅｒｋｉｎ截断，可只取 Ｎ阶模态．则对于
某一截面ｘｊ处的加速度可以表示为
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事实上，桥梁上某一截面处的加速度是很容易

由试验测得的．如果在桥梁顺桥向布置 Ｍ个测点
测量加速度，则可得到前 Ｎ阶模态加速度和测点
加速度之间的关系，用矩阵表示如下
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其中φｉｊ＝φｉ（ｘｊ）＝ｓｉｎ
ｉπｘｊ
Ｌ为第 ｉ阶振型在 ｘｊ处的

值．考虑到振型的正交性，当Ｍ≥Ｎ时，由上式必然
可得到任意时刻的模态加速度．

根据ｄ′Ａｌｅｍｂｅｒｔｉａｎ原理，任意时刻桥梁所受

的惯性力ｐ（ｘ，ｔ）可表示为

ｐ（ｘ，ｔ）＝ｍ
２ｗ（ｘ，ｔ）
ｔ２
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简支梁ｘ＝ｘｋ截面处的弯矩影响线

ｙｋ（ｘ）＝
ｂｘ／Ｌ，０≤ｘ≤ａ
ａ（１－ｘ／Ｌ），ａ≤ｘ≤{ Ｌ

（９）

式中，ａ是 ｘｋ截面距左端支座的距离，ｂ＝Ｌ－ａ是
ｘｋ截面距右端支座的距离．考虑桥梁同时受到车辆
和惯性力作用，ｘｋ截面处的弯矩可利用影响线计算
得到

Ｍｋ（ｔ）＝∑
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利用梁的弯曲应变与截面弯矩之间的关系，则

可根据测得的弯曲应变计算得到截面弯矩随时间

变化的函数，惯性分布力也可由影响线与模态函数

积分得到，因此上式左侧量为已知，因此任意时刻

仅Ｐ（ｔ）为未知量．若桥梁上仅一个荷载，则可由上
式直接得到．若桥梁同时有多个移动荷载，则上式
需重写为
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式中ＮＰ为ｔ时刻作用在桥梁上的荷载数目 ｘｉ为
第ｉ个荷载作用位置，由于含有ＮＰ个位置梁，则需
要至少ＮＰ个测点的弯矩数据，组成矩阵方程
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式中
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注意到[ ]Ｙ是奇异性矩阵，因此需用最小二乘法等
方法近似求解，关于最小二乘法的计算过程本文采

用ＭＡＴＬＡＢ编程实现，具体过程不再赘述．

２　算例分析

当桥上只有一个移动荷载作用作用时，利用方

３８１
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程（１０），则荷载可简单的利用任意一截面处的弯
矩数据则得到

Ｐ（ｔ）＝Ｍｋ（ｔ）／ｙ（ｘｉ） （１３）
当桥上有多个移动荷载作用时，利用方程

（９），需要有多个弯矩观测点识别，理论上，当弯矩
观测点数目多于桥上荷载数目时，可以由方程

（１１）识别，但由于矩阵的奇异性，直接计算是不可
能的．为了识别出荷载，采用最小二乘法．选取的弯
矩观测点也要尽可能的多．

作为算例，ＡＮＳＹＳ仿真中移动荷载为随时间
变化荷载Ｐ１＝１０（１＋０．０５ｓｉｎ３０πｔ）ｋＮ，Ｐ２＝１５
（１＋０．０５ｓｉｎ３０πｔ）ｋＮ．两荷载距离 ４ｍ，移动速度
１０ｍ／ｓ．为了识别移动荷载，加速度观测点同样选取
跨中，Ｌ／４和３Ｌ／４处，采用三阶模态截断分解模态
加速度．弯矩观测点选取 Ｌ／８，Ｌ／４，３Ｌ／８，Ｌ／２，５Ｌ／
８，３Ｌ／４，７Ｌ／８等７个截面．识别结果如图２所示．

图２　整个时间域识别的两荷载

Ｆｉｇ．２　Ｉｄｅｎｔｉｆｉｅｄｌｏａｄｓａｔａｌｌｔｉｍｅｄｏｍａｉｎ

图３　识别荷载误差

Ｆｉｇ．３　Ｅｒｒｏｒｏｆｉｄｅｎｔｉｆｉｃａｔｉｏｎｒｅｓｕｌｔｓ

由图２可以看出，在当有荷载上桥和出桥的时

候，识别结果与实际荷载相差较大，其余情况识别

结果较为理想．为了比较识别结果与实际荷载的
差，定义识别误差

ＥＯＦ＝
Ｆｉｄｅｎｔ－Ｆａｃｔ
Ｆａｃｔ

×１００％ （１４）

根据（１４）式定义的误差计算公式作图如图３
所示，为了更清晰的掌握中间段的识别精度，做荷

载在［１０ｍ，２０ｍ］区间段的误差图如图４所示．由图
４可以看出，误差在５％左右，这个精度对于荷载识
别与其他方法比较也是令人满意的．

图４　荷载位置在［１０，２０］范围内的识别误差

Ｆｉｇ．４　Ｅｒｒｏｒｏｆｉｄｅｎｔｉｆｉｃａｔｉｏｎｒｅｓｕｌｔｓｉｎｌｏｃａｔｉｏｎｄｏｍａｉｎ［１０，２０］

３　结论

本文基于模态叠加原理和 ｄ′Ａｌｅｍｂｅｒｔｉａｎ原

理，利用弯矩影响线提出了一种识别移动荷载的新

方法．该方法创新点在于同时使用了弯矩响应数据
和加速度数据，避免了求解移动荷载作用下的动力

学方程．通过几个算例，验证了该方法的有效性，并
得到一些结论：

（１）通过模态数据可以从实测的加速度数据
中得到模态加速度，从而桥梁受到的惯性力可以有

效的计算出来；

（２）利用影响线求解荷载识别问题的方法是
有效的；

（３）相比其他的方法，该方法可以在已知任意
时刻或任意时段弯矩和加速度数据的基础上进行

识别，而不需要完全知道移动荷载通过桥梁的整个

过程数据；

算例的结果验证了该方法对移动荷载识别有

效性和精确性，同时该方法的简洁性更有利用荷载

４８１
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识别在工程中的应用．
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