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摘要　大量实际工程问题需要用同时包含连续和离散变量的Ｍａｒｋｏｖ跳变系统来描述．本文介绍了一类随机

激励的单自由度（强）非线性 Ｍａｒｋｏｖ跳变系统的稳态响应的研究方法．首先，基于随机平均法导出具有

Ｍａｒｋｏｖ跳变参数的平均Ｉｔ随机微分方程，原系统方程的维数得到降低．接着，根据跳变过程原理，建立Ｆｏｋ

ｋｅｒＰｌａｎｃｋＫｏｌｍｏｇｏｒｏｖ（ＦＰＫ）方程组，方程组中的方程与系统的结构状态一一对应且互相耦合．求解该 ＦＰＫ

方程组，得到 Ｍａｒｋｏｖ跳变系统的稳态随机响应及其统计量．最后，以一个高斯白噪声激励的 Ｍａｒｋｏｖ跳变

Ｄｕｆｆｉｎｇ振子为例，计算得到不同跳变规律下系统的稳态响应．研究结果表明，Ｍａｒｋｏｖ跳变系统的稳态响应可

以看作是各结构状态子系统稳态响应的加权和，加权值由跳变规律决定．

关键词　Ｍａｒｋｏｖ跳变，　随机激励，　非线性，　随机平均法

ＤＯＩ：　１０．６０５２／１６７２６５５３２０１５０３５

引言

随着计算机、军事、生物和工业技术的发展，经

典的单结构系统理论已不能满足实际应用的需要，

而一类既能反映系统状态变化又能反映系统结构

变化的系统，即 Ｍａｒｋｏｖ跳变系统，从２０世纪中叶
提出以来引起人们的很大关注．Ｍａｒｋｏｖ跳变系统
是一个同时包含连续和离散变量的混合系统，离散

跳变随机过程的引入，使得系统的动力学行为更为

复杂，也增加了系统动力学研究的难度．因此，
Ｍａｒｋｏｖ跳变系统动力学的研究具有重要科学意
义．

Ｍａｒｋｏｖ跳变系统最初由 Ｋｒａｓｉｖｓｋｉｉ和 Ｌｉｄｓｋｉｉ
提出［１］，经过几十年的发展，已经取得了一些成

果［２－３］．Ｍａｒｋｏｖ跳变系统的稳定性理论是由 Ｋａｔｓ
和Ｋｒａｓｏｖｓｋｉｉ最先提出的［４］．随后，Ｍ．ｍａｒｔｉｏｎ［５］利
用随机Ｌｙａｐｕｎｏｖ方法分析了随机噪声环境下线性
Ｍａｒｋｏｖ跳变系统的均方稳定性．Ｆｅｎ和 Ｆａｎｇ［６，７］将
传统的Ｌｙａｐｕｎｏｖ稳定性理论拓展到随机Ｍａｒｋｏｖ跳
变系统中，提出了随机 Ｌｙａｐｕｎｏｖ第二方法稳定性
定理．Ｋｒａｓｏｖｓｋｉｉ等首先研究了 Ｍａｒｋｏｖ跳变系统的
ＬＱＲ问题．Ｓｗｏｒｄｅｒ等［８］基于极大值原理研究了有

限时间区间内的线性Ｍａｒｋｏｖ跳跃系统的最优控制
问题．Ｇｈｏｓｈ等［９］提出了 Ｍａｒｋｏｖ跳变系统控制问
题的动态规划方法．方洋旺［３］等对近２０年里面随
机跳变系统在状态估计、稳定性研究以及最优控制

方面的主要理论进行了总结．然而，之前的研究多
为线性系统，研究内容多局限于随机稳定性与控制

方面，对非线性 Ｍａｒｋｏｖ跳变系统的动力学研究还
极少涉及．

本文主要研究了随机激励下非线性 Ｍａｒｋｖｏ跳
变系统的稳态响应．基于随机平均法［１０－１３］对系统

进行简化，导出了Ｍａｒｋｏｖ跳变系统的平均Ｉｔ随机
微分方程．建立并求解相应的 ＦＰＫ方程组，得到
Ｍａｒｋｏｖ跳变系统稳态振幅响应的概率分布，研究
了跳变规律对系统稳态响应的影响规律．将理论结
果与数值仿真结果进行对比，验证了本文理论方法

的准确性．

１　平均方程

考虑一类随机激励的单自由度（强）非线性

Ｍａｒｋｏｖ跳变系统：
ｘ̈＋ｇ（ｘ）＝εｆ（ｘ，ｘ，ｓ（ｔ））＋ε１／２ｈ（ｘ，ｘ，ｓ（ｔ））Ｗ（ｔ），
ｘ（ｔ０）＝ｘ０，ｓ（ｔ０）＝ｓ０ （１）
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式中 ε为小量，ｇ为非线性刚度；εｆ为带有跳变参

数的小阻尼；ε１／２ｈＷ（ｔ）代表带有跳变参数的弱外

或参数激励；Ｗ（ｔ）为强度为２Ｄ的高斯白噪声．当ｓ
（ｔ）固定时，函数ｆ（ｘ，ｘ，ｓ（ｔ））和 ｈ（ｘ，ｘ，ｓ（ｔ））为 ｘ
的光滑函数．ｓ（ｔ）是一个在有限集合 Ｓ＝｛１，２，…，
ｌ｝内取值的连续时间离散状态的Ｍａｒｋｏｖ过程，ｓ（ｔ）
代表系统结构的状态标号，ｌ是系统所拥有的结构
状态的数目．在小时间间隔 Δｔ内，该 Ｍａｒｋｏｖ过程
的转移概率为

Ｐ｛ｓ（ｔ＋Δｔ）＝ｊ｜ｓ（ｔ）＝ｉ｝＝

　
λｉｊΔｔ＋Ｏ（Δｔ），ｉ≠ｊ

１＋λｉｊΔｔ＋Ｏ（Δｔ），{ ｉ＝ｊ
（２）

式中Λ＝｛λｉｊ｝为跳变率矩阵，λｉｊ（ｉ≠ｊ）表示从时间

ｔ时刻系统结构状态为 ｉ到 ｔ＋Δｔ时刻系统结构状
态为ｊ的跳变率，满足

λｉｉ＝－∑
ｌ

ｊ＝１，ｊ≠ｉ
λｉｊ （３）

考虑独立跳变情形，即跳变过程与系统状态无

关．假设系统始终运行在第 ｉ个结构状态中，无跳
变发生．在此情形下，简单起见，令 ｆ（ｘ，ｘ，ｓ（ｔ））和

ｈ（ｘ，ｘ，ｓ（ｔ））简写为ｆ（ｉ）（ｘ，ｘ）和ｈ（ｉ）（ｘ，ｘ）．无跳变

系统具有如下形式的解［１０］

ｘ（ｔ）＝ＡｃｏｓΦ（ｔ），
ｘ（ｔ）＝－Ａυ（Ａ，Φ）ｓｉｎΦ（ｔ）． （４）

式中

Φ（ｔ）＝τ（ｔ）＋Θ（ｔ），

ｖ＝ｄτｄｔ＝
２［Ｖ（Ａ）－Ｖ（ＡｃｏｓΦ）］

Ａｓｉｎ槡 Φ
，

Ｖ（ｘ）＝∫
ｘ

０
ｇ（ｕ）ｄｕ （５）

其中 Ａ，Φ，τ和 υ为随机过程．运用随机平均

法［１０－１２］，得到关于振幅响应Ａ的平均Ｉｔ随机微分

方程

ｄＡ＝εｍ（ｉ）（Ａ）ｄｔ＋εσ（ｉ）（Ａ）ｄＢ（ｔ） （６）

式中Ｂ（ｔ）为单位维纳过程，扩散和漂移系数为

ｍ（Ａ）＝ε〈Ｆ（ｉ）（Ａ，Φ）＋ＤＵ
（ｉ）（Ａ，Φ）
Ａ（ｉ）

Ｕ（ｉ）（Ａ，Φ）＋

　ＤＵ
（ｉ）（Ａ，Φ）
Φ（ｉ）

Ｕ（ｉ）（Ａ，Φ）〉Φ

σ（ｉ）（Ａ( )）２＝ε〈２ＤＵ（ｉ）（Ａ，Φ）〉Φ

Ｆ（ｉ）（Ａ，Φ）＝－ Ａ
ｇ（Ａ）ｆ

（ｉ）（ＡｃｏｓΦ，－ＡｖｓｉｎΦ）ｖｓｉｎΦ

Ｕ（ｉ）（Ａ，Φ）＝－ Ａｇ（Ａ）ｈ
（ｉ）（ＡｃｏｓΦ，－ＡｖｓｉｎΦ）ｖｓｉｎΦ

（７）
〈〉Φ表示对Φ从０到２π的平均．

原跳变系统具有 ｌ个如式（６）所示的平均方
程，平均后的跳变系统在这 ｌ个平均方程间跳变．
因此，得到如下跳变系统的平均方程

ｄＡ＝εｍ（Ａ，ｓ）ｄｔ＋ε１／２σ（Ａ，ｓ）ｄＢ（ｔ） （８）
式中ｍ（Ａ，ｓ）和σ（Ａ，ｓ）为带有Ｍａｒｋｏｖ跳变参数的
扩散和漂移系数，当系统运行在第 ｉ个结构状态
时，其扩散和漂移系数，即ｍ（Ａ，ｓ＝ｉ）和σ（Ａ，ｓ＝ｉ）
由方程（７）确定．

２　ＦＰＫ方程

假设在很小的时间区间 Δｔ内系统未发生跳
变，则转移概率密度函数 ｐ（Ａ，ｓ，ｔ｜Ａ′，ｓ，ｔ′）满足如
下ＦＰＫ方程：

ｐ（Ａ，ｓ，ｔ｜Ａ′，ｓ，ｔ′）
ｔ

＝

　－
Ａ
［ｍ（Ａ，ｓ）ｐ（Ａ，ｓ，ｔ｜Ａ′，ｓ，ｔ′）］＋

　１２
２

Ａ２
［σ２（Ａ，ｓ）ｐ（Ａ，ｓ，ｔ｜Ａ′，ｓ，ｔ′）］ （９）

当在Δｔ内，系统发生了跳变，则此时概率密度函数
ｐ（Ａ，ｓ，ｔ＋Δｔ）为

ｐ（Ａ，ｓ，ｔ＋Δｔ）＝∫
!

－
!

ｐ（Ａ，ｓ，ｔ）ｐ（Ａ，ｓ，ｔ＋

　Δｔ｜Ａ，ｓ，ｔ）Ｐ（ｓ，ｔ＋Δｔ｜ｓ，ｔ）ｄＡ ＋

　∑
ｌ

ｒ＝１，ｒ≠ｓ
∫
!

－
!

ｐ（Ａ′，ｒ，ｔ）ｑ（Ａ，ｓ，ｔ＋Δｔ｜Ａ′，ｒ，ｔ）·

　Ｐ（ｓ，ｔ＋Δｔ｜ｒ，ｔ）ｄＡ′ （１０）
式中条件概率密度 ｑ（Ａ，ｓ，ｔ＋Δｔ｜Ａ′，ｒ，ｔ）表示 ｔ时
刻和ｒ状态的振幅响应Ａ′为已知的条件下，振幅 Ａ
在ｔ＋Δｔ时刻和 ｓ状态的概率分布．ｑ（Ａ，ｓ，ｔ＋Δｔ｜
Ａ′，ｒ，ｔ）的具体形式由实际问题的物理意义所决
定．当跳变参数与系统状态无关时，即为独立跳变
时，ｑ（Ａ，ｓ，ｔ＋Δｔ｜Ａ′，ｒ，ｔ）具有如下形式

ｑ（Ａ，ｓ，ｔ＋Δｔ｜Ａ′，ｒ，ｔ）＝δ（Ａ－Ａ′） （１１）
将方程（２）和（９）代入方程（１０），并令 Δｔ→０，方程
（１０）变为

ｐ（Ａ，ｓ，ｔ）
ｔ

＝－
Ａ
［ｍ（Ａ，ｓ）ｐ（Ａ，ｓ，ｔ）］＋

　 １２
２

Ａ２
［σ２（Ａ，ｓ）ｐ（Ａ，ｓ，ｔ）］－

６６１
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　∑
ｌ

ｒ＝１，ｒ≠ｓ
［λｓｒｐ（Ａ，ｓ，ｔ）－

　λｒｓ∫
!

－
!

ｐ（Ａ′，ｒ，ｔ）ｑ（Ａ，ｓ，ｔ｜Ａ′，ｒ，ｔ）ｄＡ′］ （１２）

方程（１２）即为混合随机过程［Ａ，ｓ］Ｔ联合概率密度
ｐ（Ａ，ｓ，ｔ）所满足的 ＦＰＫ方程．对于独立跳变过程，
利用式（１１），ＦＰＫ方程（１２）可以简化为

ｐ（Ａ，ｓ，ｔ）
ｔ

＝－
Ａ
［ｍ（Ａ，ｓ）ｐ（Ａ，ｓ，ｔ）］＋

　 １２
２

Ａ２
［σ２（Ａ，ｓ）ｐ（Ａ，ｓ，ｔ）］－

　∑
ｌ

ｒ＝１，ｒ≠ｓ
［λｓｒｐ（Ａ，ｓ，ｔ）－λｒｓｐ（Ａ，ｒ，ｔ）］ （１３）

初始条件

ｐ（Ａ，ｓ，０）＝ｐ（Ａ０，ｓ） （１４）
边界条件

ｐ（０，ｓ，ｔ）＝ｆｉｎｉｔｅ

ｐ（Ａ，ｓ，ｔ）｜Ａ→!

→０，
ｐ（Ａ，ｓ，ｔ）
Ａ

｜Ａ→!

→０ （１５）

式（１３）是由ｌ个方程组成的方程组（ｌ为系统所包
含的所有结构状态数目），且这些方程通过零次方

项耦合．ＦＰＫ方程（１３）一般难以求解，即使是数值
解也难以获得．若仅考虑稳态解，即令ｐ／ｔ＝０，则
方程（１３）可以得到简化．通过差分法等数值方法
求解简化后的 ＦＰＫ方程，可得到稳态联合概率密
度ｐ（Ａ，ｓ）．则振幅的概率密度ｐ（Ａ）为

ｐ（Ａ）＝ｃ∑
ｌ

ｓ＝１
ｐ（Ａ，ｓ） （１６）

式中ｃ为归一化常数．

３　算例

考虑一个随机激励的跳变 Ｄｕｆｆｉｎｇ振子，其运
动微分方程为

ｘ̈＋ω２ｘ＋αｘ３＝β（ｓ）ｘ＋ｈ（ｓ）Ｗ（ｔ），
ｘ（ｔ０）＝ｘ０，ｓ（ｔ０）＝ｓ０ （１７）

式中β（ｓ）为跳变阻尼系数；ｈ（ｓ）为跳变外激励系
数；Ｗ（ｔ）为强度为２Ｄ的高斯白噪声；ｓ为连续时间
的Ｍａｒｋｏｖ随机过程，其转移概率如式（２）所示．本
文考虑２结构状态情形，即有限集合Ｓ＝｛１，２｝．

利用上述随机平均法，得到如（８）式所示的平
均方程，跳变扩散和漂移系数为

ｍ（Ａ，ｓ＝ｉ）＝－β
（ｉ）Ａ（１６ω２＋１０αＡ２）
３２（αＡ２＋ω２）

σ２（Ａ，ｓ＝ｉ）＝ ｈ
（ｉ( )） ２Ｄ（１０αＡ２＋１６ω２）
１６（αＡ２＋ω２）２

ｉ∈Ｓ （１８）
建立和求解简化后的 ＦＰＫ方程可得到跳变系统的
振幅响应的稳态概率密度ｐ（Ａ）．

图１　跳变系统振幅响应的稳态概率密度

Ｆｉｇ．１　Ｓｔａｔｉｏｎａｒｙｐｒｏｂａｂｉｌｉｓｔｉｃｄｅｎｓｉｔｙｏｆｔｈｅａｍｐｌｉｔｕｄｅｏｆ

ｊｕｍｐｓｙｓｔｅｍ

图２　振幅响应的样本

Ｆｉｇ．２　Ｓａｍｐｌｅｏｆａｍｐｌｉｔｕｄｅ

假设系统无量纲参数为：ω＝１．０，α＝１．０，Ｄ＝
０．１，β（ｓ＝１）＝０．１，β（ｓ＝２）＝０．２，ｈ（ｓ＝１）＝２．０，
ｈ（ｓ＝２）＝１．０．图１为不同跳变规律下跳变系统振
幅响应的稳态概率密度．图１（ａ）中 Λ１和 Λ３所代

７６１
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表曲线分别为系统结构状态为ｓ＝１和ｓ＝２时的无
跳变系统的稳态振幅概率密度，Λ２为跳变系统的
稳态振幅概率密度，结果表明，发生跳变后系统的

稳态响应相比于无跳变系统发生非常大的变化，跳

变对系统的响应具有很大影响．图１（ａ）中Λ２为对
称矩阵，所对应的跳变系统为对称跳变．图１（ｂ）为
系统发生非对称跳变时的振幅稳态概率密度．当Λ
＝Λ４时，系统从结构状态ｓ＝１跳变到ｓ＝２的概率
比跳回结构状态ｓ＝１的概率要小，即系统停留在ｓ
＝１结构状态的概率较大，因此，图１（ｂ）中 Λ４代
表的曲线更接近于曲线 Λ１，而 Λ５则更接近 Λ３．显
然，跳变系统的响应可以看作是各结构状态下无跳

变系统响应的加权和，而加权值由跳变规律决定．
不同跳变规律下系统的响应具有很大差异．图１中
实线为解析结果，符号曲线代表数值仿真结果，两

者吻合，表明了本文提出的理论方法的准确性．图
２和３分别为振幅响应 Ａ和 Ｍａｒｋｏｖ跳变参数 ｓ（ｔ）
的一段样本．

图３　Ｍａｒｋｏｖ跳变参数ｓ（ｔ）的样本

Ｆｉｇ．３　ＳａｍｐｌｅｏｆＭａｒｋｏｖｊｕｍｐｐａｒａｍｅｔｅｒｓ（ｔ）

４　结论

本文提出了一种研究随机激励下 Ｍａｒｋｏｖ跳变

非线性系统的稳态响应的求解方法．本文的主要工
作是导出了非线性 Ｍａｒｋｏｖ跳变系统的平均 Ｉｔ随
机微分方程，得到了相应的 ＦＰＫ方程组．随机平均
法的应用，降低了系统方程的维数，使得最后的

ＦＰＫ方程组的数值求解成为可能．Ｍａｒｋｏｖ跳变
Ｄｕｆｆｉｎｇ振子算例的计算验证了本文提出的理论方
法的有效性．

本文虽然只对单自由度Ｍａｒｋｏｖ跳变系统的响
应进行了研究，但该理论方法在多自由度 Ｍａｒｋｏｖ

跳变系统的响应、稳定性与可靠性等的研究方面也

具有很大潜力．
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