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基于整体局部高阶剪切理论的层合板
多体系统的动静力学分析

田立智１　刘锦阳２

（上海交通大学，上海　２００２４０）

摘要　基于高阶剪切理论，推导了整体局部１，２３高阶位移模式．在满足层间位移连续，层间剪应力连续，

以及上下表面自由的条件下，层合板每个节点的独立变量变为１３，并且不随层合板层数的增加而变化．在此

基础上将整体局部１，２３高阶位移模式推广到刚柔耦合层合板多体系统，利用混合坐标法，基于虚功原

理，建立了考虑层合板层间应力连续的多体系统动力学方程．通过静力学算例，验证了整体局部１，２３高阶

位移模式的准确性，得到了层合板层间应力沿着厚度的分布情况．通过多体系统动力学算例，对比了传统方

法的计算结果，揭示了本文方法与传统方法在计算层合板多体系统中层间应力的差异，说明了刚柔耦合层

合板多体系统考虑层间剪应力连续的必要性．
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引言

在航空、汽车、机械等工业领域，很多运动机构

为复合材料层合板结构多体系统，例如直升机机翼

和风电机叶片等．通常情况下，层合板多体系统的
刚柔耦合动力学分析仅限于层合板表面的响应和
应变分析，没有深入到多体系统层合板的层间应

力，而层合结构特有的层间破坏问题要求准确计算

层间应力，对于多体系统中的层合板结构，同样有

必要进行层间应力的研究．
复合材料层合板的理论［１２］主要包括：基于

Ｋｉｒｃｈｈｏｆｆ假设的经典层合板理论ＣＬＴ，基于Ｍｉｎｄｌｉｎ
假设的一阶剪切理论 ＦＳＤＴ，高阶剪切理论，分层
理论以及Ｚｉｇｚａｇ等理论．由于复合材料的各向异性
和呈层性等特点，较厚层合板间的剪切和拉压应力

对于结构的刚度和强度的影响较大，采用 ＣＬＴ和
ＦＳＤＴ理论得到的结果很难满足精度要求．高阶剪
切理论［３］可以较好地研究层合板的动力学响应，例

如张伟等［４］基于高阶剪切理论研究了厚板振动的

解析解，但是在层间应力的描述上仍存不足．Ｌａｙｅｒ

ｗｉｓｅ理论［５］可以较好计算层间应力，但是节点的独

立变量随复合材料层数的增加而增加，对于层数较

多的层合板，严重影响了计算效率并且增加了理论

的复杂性．Ｚｉｇｚａｇ理论［６］可以很好地计算层合板响

应和层间应力，但对于较厚的板，需要借助平衡方

程来计算横向剪切应力以提高精度．
１９９７年，Ｘ．Ｌｉ等［７］针对正交铺设层合板提出

了整体局部高阶剪切理论．该理论在 Ｒｅｄｄｙ型高
阶剪切理论的基本位移模式中增添了截取三次的

局部位移，可以很好地计算层间应力．ＺｈｅｎＷｕ
等［８］将这种位移模式推广到了角铺设层合板结构．
这种位移模式满足层间位移连续，剪应力连续和上

下表面自由条件，每个节点的独立变量为１３，并且
不随层合板的层数而变化．

对于刚柔耦合层合板，前人主要应用基于
Ｍｉｎｄｌｉｎ假设的一阶剪切理论 ＦＳＤＴ［９］，在此基础上
侧重考虑薄板的几何非线性效应．潘科琪等［１０］采

用Ｍｉｎｄｌｉｎ假设计算了多体系统层合板的表面应
变．但是对于较厚的层合板，非线性效应变弱，层合
板层间的剪切应力连续条件需要给予考虑．
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本文将基于整体局部高阶剪切理论，针对上
下表面面外剪应力为零的复合材料层合板刚柔耦
合多体系统层间应力进行研究．首先综合前人研究
的整体局部位移模式，验证了该位移模式能准确
计算沿厚度方向的层间位移和应力分布，得到了层

间应力沿着厚度的变化趋势，然后将整体局部位
移模式推广到复合材料层合板多体系统．通过刚柔
耦合动力学算例，将应用整体局部位移模式的刚
柔耦合层合板计算结果与传统方法的计算结果进

行对比，得到刚柔耦合层合板的层间应力变化趋
势，可以看出考虑了层间剪应力连续的整体局部
位移模式与不考虑剪应力连续的理论在计算层间

应力的差异，说明了在刚柔耦合层合板多体系统
中考虑层间剪应力连续的必要性．

１　整体—局部高阶剪切位移模式

图１　层合板坐标系

Ｆｉｇ．１　Ｃｏｏｒｄｉｎａｔｅｓｙｓｔｅｍｏｆｃｏｍｐｏｓｉｔｅｌａｍｉｎａｔｅｄｐｌａｔｅ

Ｒｅｄｄｙ型高阶剪切理论的基本位移模式为：
ｕＧ＝ｕ０＋ｚｕ１＋ｚ

２ｕ２＋ｚ
３ｕ３

ｖＧ＝ｖ０＋ｚｖ１＋ｚ
２ｖ２＋ｚ

３ｖ３
ｗＧ＝ｗ０ （１）

其中，ｖｕ０，ｕ１，ｕ２，ｕ３为描述节点沿
→ｘ方向位移的独

立变量，ｖ０，ｖ１，ｖ２，ｖ３为描述节点沿
→ｙ方向位移的独

立变量，ｗ０为描述节点沿
→ｚ方向位移的独立变量，

ｕＧ，ｖＧ，ｗＧ为对应非中面上整体坐标为 ｚ的节点的
位移，后文以ＨＳＤＴ来简称这种位移模式．

这种位移模式考虑了剪切应力，但没有考虑层

间剪应力连续和上下表面自由条件，因此不能准确

计算出层间应力．整体局部位移模式在 Ｒｅｄｄｙ型
高阶剪切理论的基本位移模式 ＨＳＤＴ基础上增加
了局部位移，位移模式由两部分构成：

ｕｋ＝ｕＧ＋ｕ
ｋ
Ｌ，ｖ

ｋ＝ｖＧ＋ｖ
ｋ
Ｌ，ｗ

ｋ＝ｗＧ （２）

其中，ｕＧ，ｖＧ，ｗＧ为式（１）中的基本位移模式，这里称

为整体位移；添加的变量ｕｋＬ，ｖ
ｋ
Ｌ各层均不相同，称为

局部位移．与整体位移类似，局部位移可以写为：
ｕｋＬ＝ｕ

ｋ
０＋ξｋｕ

ｋ
１＋ξ

２
ｋｕ
ｋ
２＋ξ

３
ｋｕ
ｋ
３＋．．．＋ξ

ｍ
ｋｕ
ｋ
ｍ

ｖｋＬ＝ｖ
ｋ
０＋ξｋｖ

ｋ
１＋ξ

２
ｋｖ
ｋ
２＋ξ

３
ｋｖ
ｋ
３＋．．．＋ξ

ｍ
ｋｖ
ｋ
ｍ （３）

其中，ξｋ为层合板两层之间沿
→ｚ方向的局部坐标，

可以写为：

ξｋ＝
ｚ－（ｚｋ＋１＋ｚｋ）／２
（ｚｋ＋１－ｚｋ）／２

＝ξｋ＝
２ｚ－（ｚｋ＋１＋ｚｋ）
ｚｋ＋１－ｚｋ

＝

ａｋｚ－ｂｋ，其中，ａｋ＝
２

ｚｋ＋１－ｚｋ
，ｂｋ＝

ｚｋ＋１＋ｚｋ
ｚｋ＋１－ｚｋ

，ｋ＝１，

２．．．ｎ－１
ｚｋ为板各层在整体坐标系下沿

→ｚ方向的坐标，ｚ

为沿
→ｚ方向的整体坐标．式（３）中的ｕｋ０与ｖ

ｋ
０可以归

于整体位移，根据文献［６］与［７］的建议，局部位移
截取到三次就可以取得较好的结果，即所谓的整体

局部高阶１，２３理论，此时局部位移模式为：
ｕｋＬ ＝ξｋｕ

ｋ
１＋ξ

２
ｋｕ
ｋ
２＋ξ

３
ｋｕ
ｋ
３，ｖ

ｋ
Ｌ ＝ξｋｖ

ｋ
１＋ξ

２
ｋｖ
ｋ
２＋ξ

３
ｋｖ
ｋ
３（４）

为了减少独立变量，文献［６］与［７］将局部位
移（４）分为两组应用位移连续条件，即双位移连续
件：

ｕｋＬ ＝ｕ
ｋ
Ｌ＋ｕ^

ｋ
Ｌ，ｖ

ｋ
Ｌ ＝ｖ

ｋ
Ｌ＋ｖ^

ｋ
Ｌ

ｕｋＬ ＝ξｋｕ
ｋ
１＋ξ

２
ｋｕ
ｋ
２，^ｕ

ｋ
Ｌ ＝ξ

３
ｋｕ
ｋ
３

ｖｋＬ ＝ξｋｖ
ｋ
１＋ξ

２
ｋｖ
ｋ
２，^ｖ

ｋ
Ｌ ＝ξ

３
ｋｖ
ｋ
３

在整体局部１，２３位移模式下，对于ｎ层的层
合板，共有６ｎ＋９自由度，利用层间位移连续条件
可以消去４（ｎ－１）自由度，利用层间剪应力连续可
以消去２（ｎ－１）自由度，那么剩下１５自由度，最后
利用上下表面自由条件，最终的自由度数目变为

１３．
１．１　层间位移连续条件

应用双位移连续条件：

ｕｋＬ ＝ｕ
ｋ－１
Ｌ ，^ｕ

ｋ
Ｌ ＝ｕ^

ｋ－１
Ｌ ，ｖ

ｋ
Ｌ ＝ｖ

ｋ－１
Ｌ ，^ｖ

ｋ
Ｌ ＝ｖ^

ｋ－１
Ｌ

可以将局部位移模式（４）中ｕｋ２，ｕ
ｋ
３，ｖ

ｋ
２，ｖ

ｋ
３消去，

即：

ｕｋ２ ＝ｕ
ｋ
１＋ｕ

ｋ－１
１ ＋ｕｋ－１２ ，ｕ

ｋ
３ ＝－ｕ

ｋ－１
３

ｖｋ２ ＝ｖ
ｋ
１＋ｖ

ｋ－１
１ ＋ｖｋ－１２ ，ｖ

ｋ
３ ＝－ｖ

ｋ－１
３ （５）

其中，ｋ＝１，２，３，…ｎ－１．
１．２　层间剪力连续条件

应用层间剪切应力连续条件：

τｋｙｚ＝τ
ｋ－１
ｙｚ，τ

ｋ
ｘｚ＝τ

ｋ－１
ｘｚ

其中：

τｋｙｚ＝Ｑ４４ｋγ
ｋ
ｙｚ＋Ｑ４５ｋγ

ｋ
ｘｚ，τ

ｋ
ｘｚ＝Ｑ４５ｋγ

ｋ
ｙｚ＋Ｑ５５ｋγ

ｋ
ｘｚ

（６）

８４１
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Ｑ４４ｋ，Ｑ４５ｋ，Ｑ５５ｋ为第ｋ层转换后的刚度系数，它

们的具体表达式见参考文献［１１］，γｋｙｚ，γ
ｋ
ｘｚ为剪切应

变，可表示为：

γｋｙｚ＝
ｖｋ

ｚ
＋ｗ

ｋ

ｙ
，γｋｘｚ＝

ｕｋ

ｚ
＋ｗ

ｋ

ｘ
（７）

将式（５）代入（４）、（６）、（７）以及层间剪应力

连续条件，可以得到ｕｋ１，ｖ
ｋ
１，ｕ

ｋ
２，ｖ

ｋ
２，ｕ

ｋ
３，ｖ

ｋ
３与ｕ

ｋ－１
１ ，ｖ

ｋ－１
１ ，

ｕｋ－１２ ，ｖ
ｋ－１
２ ，ｕ

ｋ－１
３ ，ｖ

ｋ－１
３ 的递推关系：

ｕｋ１ ＝－（１＋ｅｋ）ｕ
ｋ－１
１ －２ｅｋｕ

ｋ－１
２ －３ｅｋｕ

ｋ－１
３ ＋

　γｋＢｋ－１＋βｋＣｋ＋ρｋＤｋ
ｖｋ１ ＝－（１＋ｆｋ）ｖ

ｋ－１
１ －２ｆｋｖ

ｋ－１
１ －３ｆｋｖ

ｋ－１
１ ＋

　θｋＡｋ－１＋ψｋＣｋ＋ηｋＤｋ
ｕｋ２ ＝－ｅｋｕ

ｋ－１
１ －（－１＋２ｅｋ）ｕ

ｋ－１
２ －

　３ｅｋｕ
ｋ－１
３ ＋γｋＢｋ－１＋βｋＣｋ＋ρｋＤｋ

ｖｋ２ ＝－ｆｋｖ
ｋ－１
１ －（－１＋２ｆｋ）ｖ

ｋ－１
２ －３ｆｖｋ－１３ ＋

　θｋＡｋ－１＋ψｋＣｋ＋ηｋＤｋ
ｕｋ３ ＝－ｕ

ｋ－１
３ ，ｖ

ｋ
３ ＝－ｖ

ｋ－１
３ （８）

其中：ｅｋ ＝１＋αｋ，ｆｋ ＝１＋ζｋ
Ａｋ－１ ＝ｕ

ｋ－１
１ ＋２ｕｋ－１２ ＋３ｕｋ－１３

Ｂｋ－１ ＝ｖ
ｋ－１
１ ＋２ｖｋ－１２ ＋３ｖｋ－１３

Ｃｋ ＝ｗ０，ｘ＋ｕ１＋２ｚｋｕ２＋３ｚ
２
ｋｕ３

Ｄｋ ＝ｗ０，ｙ＋ｖ１＋２ｚｋｖ２＋３ｚ
２
ｋｖ３

αｋ，γｋ，βｋ，ρｋ，ζｋ，θｋ，ψｋ，ηｋ的具体表达式可以

参见参考文献［８］．

１．３　下表面自由条件
应用下表面剪应力为０的条件：

τ１ｙｚ＝Ｑ４４ｋγ
１
ｙｚ＋Ｑ４５ｋγ

１
ｘｚ＝０，τ

１
ｘｚ＝Ｑ４５ｋγ

１
ｙｚ＋Ｑ５５ｋγ

１
ｘｚ

＝０即：γ１ｘｚ＝０，γ
１
ｙｚ＝０

将式（２）、（４）、（７）代入上式可以得到：

ｗ０，ｙ＋ｖ１＋２ｚ１ｖ２＋３ｚ
２
１ｖ３＋ａ１ｖ

１
１－２ａｋｖ

１
２＋３ａ１ｖ

１
３＝０

ｗ０，ｘ＋ｕ１＋２ｚ１ｕ２＋３ｚ
２
１ｕ３＋ａ１ｕ

１
１－２ａ１ｕ

１
２＋３ａ１ｕ

１
３＝０

（９）

则 ｕ１３，ｖ
１
３可以利用 ｕ

１
１，ｖ

１
１，ｕ

１
２，ｖ

１
２，ｕ１，ｕ２，ｕ３，ｖ１，ｖ２，ｖ３，

ｗ０，ｘ，ｗ０，ｙ表示．

结合式（８）的递推关系，可以假设局部位移变
量为：

ｕｋ３＝

Ｈｋ１ｕ
１
１＋Ｈ

ｋ
２ｕ
１
２＋Ｈ

ｋ
３ｕ１＋Ｈ

ｋ
４ｕ２＋Ｈ

ｋ
５ｕ３

＋Ｈｋ６ｗ０，ｘ＋Ｈ
ｋ
７ｖ
１
１＋Ｈ

ｋ
８ｖ
１
２＋Ｈ

ｋ
９ｖ１＋Ｈ

ｋ
１０ｖ２

＋Ｈｋ１１ｖ３＋Ｈ
ｋ
１２ｗ０，











ｙ

ｖｋ３ ＝

Ｎｋ１ｕ
１
１＋Ｎ

ｋ
２ｕ
１
２＋Ｎ

ｋ
３ｕ１＋Ｎ

ｋ
４ｕ２＋Ｎ

ｋ
５ｕ３

＋Ｎｋ６ｗ０，ｘ＋Ｎ
ｋ
７ｖ
１
１＋Ｎ

ｋ
８ｖ
１
２＋Ｎ

ｋ
９ｖ１＋Ｎ

ｋ
１０ｖ２

＋Ｎｋ１１ｖ３＋Ｎ
ｋ
１２ｗ０，











ｙ

ｕｋ１ ＝

Ｆｋ１ｕ
１
１＋Ｆ

ｋ
２ｕ
１
２＋Ｆ

ｋ
３ｕ１＋Ｆ

ｋ
４ｕ２＋Ｆ

ｋ
５ｕ３

＋Ｆｋ６ｗ０，ｘ＋Ｆ
ｋ
７ｖ
１
１＋Ｆ

ｋ
８ｖ
１
２＋Ｆ

ｋ
９ｖ１＋Ｆ

ｋ
１０ｖ２

＋Ｆｋ１１ｖ３＋Ｆ
ｋ
１２ｗ０，











ｙ

ｕｋ２ ＝

Ｇｋ１ｕ
１
１＋Ｇ

ｋ
２ｕ
１
２＋Ｇ

ｋ
３ｕ１＋Ｇ

ｋ
４ｕ２＋Ｇ

ｋ
５ｕ３

＋Ｇｋ６ｗ０，ｘ＋Ｇ
ｋ
７ｖ
１
１＋Ｇ

ｋ
８ｖ
１
２＋Ｇ

ｋ
９ｖ１＋Ｇ

ｋ
１０ｖ２

＋Ｇｋ１１ｖ３＋Ｇ
ｋ
１２ｗ０，











ｙ

ｖｋ１ ＝

Ｌｋ１ｕ
１
１＋Ｌ

ｋ
２ｕ
１
２＋Ｌ

ｋ
３ｕ１＋Ｌ

ｋ
４ｕ２＋Ｌ

ｋ
５ｕ３

＋Ｌｋ６ｗ０，ｘ＋Ｌ
ｋ
７ｖ
１
１＋Ｌ

ｋ
８ｖ
１
２＋Ｌ

ｋ
９ｖ１＋Ｌ

ｋ
１０ｖ２

＋Ｌｋ１１ｖ３＋Ｌ
ｋ
１２ｗ０，











ｙ

ｖｋ２ ＝

Ｍｋ１ｕ
１
１＋Ｍ

ｋ
２ｕ
１
２＋Ｍ

ｋ
３ｕ１＋Ｍ

ｋ
４ｕ２

＋Ｍｋ５ｕ３＋Ｍ
ｋ
６ｗ０，ｘ＋Ｍ

ｋ
７ｖ
１
１＋Ｍ

ｋ
８ｖ
１
２

＋Ｍｋ９ｖ１＋Ｍ
ｋ
１０ｖ２＋Ｍ

ｋ
１１ｖ３＋Ｍ

ｋ
１２ｗ０，










ｙ

（１０）

将上述表达式（１０）代入式（８）可以得到：

Ｆｋｉ ＝
－（１＋ｅｋ）Ｆ

ｋ－１
ｉ －２ｅｋＧ

ｋ－１
ｉ －３ｅｋＨ

ｋ－１
ｉ

＋γｋＬ
ｋ－１
ｉ ＋２γｋＭ

ｋ－１
ｉ ＋３γｋＮ

ｋ－１
ｉ ＋Ｓ０[ ]

ｉ

Ｌｋｉ ＝
－（１＋ｆｋ）Ｌ

ｋ－１
ｉ －２ｆｋＭ

ｋ－１
ｉ －３ｆｋＮ

ｋ－１
ｉ

＋θｋＦ
ｋ－１
ｉ ＋２θｋＧ

ｋ－１
ｉ ＋３θｋＨ

ｋ－１
ｉ ＋ＳＳ[ ]

ｉ

Ｇｋｉ ＝Ｆ
ｋ
ｉ＋Ｆ

ｋ－１
ｉ ＋Ｇｋ－１ｉ ，Ｈ

ｋ
ｉ ＝－Ｈ

ｋ－１
ｉ

Ｍｋｉ ＝Ｌ
ｋ
ｉ＋Ｌ

ｋ－１
ｉ ＋Ｍｋ－１ｉ ，Ｎ

ｋ
ｉ ＝－Ｎ

ｋ－１
ｉ

由式（９）和（１０）可以得到Ｈ１ｉ，Ｎ
１
ｉ，令式（１０）中

ｋ＝１，容易得到Ｆ１ｉ，Ｇ
１
ｉ，Ｌ

１
ｉ，Ｍ

１
ｉ，ｉ＝１，２，．．．，１２．其

中：

Ｓ０１ ＝Ｓ０２ ＝Ｓ０７ ＝Ｓ０８ ＝０，Ｓ０３ ＝Ｓ０６ ＝βｋ
ＳＳ１ ＝ＳＳ２ ＝ＳＳ７ ＝ＳＳ８ ＝０，ＳＳ３ ＝ＳＳ６ ＝ψｋ
Ｓ０４ ＝２ｚβｋ，ＳＳ４ ＝２ｚψｋ，Ｓ０５ ＝３ｚ

２βｋ，ＳＳ５
＝３ｚ２ψｋ

Ｓ０１０ ＝２ｚρｋ，ＳＳ１０ ＝２ｚηｋ，Ｓ０１１ ＝３ｚ
２ρｋ，ＳＳ１１

＝３ｚ２ηｋ
Ｓ０９ ＝Ｓ０１２ ＝ρｋ，ＳＳ９ ＝Ｓ０１２ ＝ηｋ

１．４　上表面自由条件
同理，应用上表面剪应力为０的条件：

τｎｙｚ＝Ｑ４４ｋγ
ｎ
ｙｚ＋Ｑ４５ｋγ

ｎ
ｘｚ＝０

τｎｘｚ＝Ｑ４５ｋγ
ｎ
ｙｚ＋Ｑ５５ｋγ

ｎ
ｘｚ＝０

得到：

９４１
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ｗ０，ｘ＋ｕ１＋２ｚｎ＋１ｕ２＋３ｚ
２
ｎ＋１ｕ３＋ａｎｕ

ｎ
１＋

　２ａｎｕ
ｎ
２＋３ａｎｕ

ｎ
３ ＝０

ｗ０，ｙ＋ｖ１＋２ｚｎ＋１ｖ２＋３ｚ
２
ｎ＋１ｖ３＋ａｎｖ

ｎ
１＋

　２ａｎｖ
ｎ
２＋３ａｎｖ

ｎ
３ ＝０ （１１）

将式（１０）代入上述两式，可求出ｕ１２和ｖ
１
２：

ｕ１２ ＝
Ａ１ｕ

１
１＋Ｂ１ｕ１＋Ｃ１ｕ２＋Ｄ１ｕ３＋Ｅ１ｗ０，ｘ

＋Ｆ１ｖ
１
１＋Ｇ１ｖ１＋Ｈ１ｖ２＋Ｊ１ｖ３＋Ｋ１ｗ０，

( )
ｙ

ｖ１２ ＝
Ａ２ｕ

１
１＋Ｂ２ｕ１＋Ｃ２ｕ２＋Ｄ２ｕ３＋Ｅ２ｗ０，ｘ

＋Ｆ２ｖ
１
１＋Ｇ２ｖ１＋Ｈ２ｖ２＋Ｊ２ｖ３＋Ｋ２ｗ０，

( )
ｙ

（１２）
其中，系 数 Ａ１，Ｂ１，Ｃ１，Ｄ１，Ｅ１，Ｆ１，Ｇ１，Ｈ１，Ｊ１，

Ｋ１，Ａ２，Ｂ２，Ｃ２，Ｄ２，Ｅ２，Ｆ２，Ｇ２，Ｈ２，Ｊ２，Ｋ２可以用 Ｆ
ｎ
ｉ，

Ｇｎｉ，Ｈ
ｎ
ｉ，Ｌ

ｎ
ｉ，Ｍ

ｎ
ｉ，Ｎ

ｎ
ｉ表示．将式（１２）代入式（１０），并

代入整体位移模式，最终可以得到：

ｕｋ＝
ｕ０＋φ

ｋ
１ｕ
１
１＋φ

ｋ
２ｕ１＋φ

ｋ
３ｕ２＋φ

ｋ
４ｕ３＋φ

ｋ
５ｗ０，ｘ

＋φｋ６ｖ
１
１＋φ

ｋ
７ｖ１＋φ

ｋ
８ｖ２＋φ

ｋ
９ｖ３＋φ

ｋ
１０ｗ０，

( )
ｙ

ｖｋ ＝
ｖ０＋ψ

ｋ
１ｕ
１
１＋ψ

ｋ
２ｕ１＋ψ

ｋ
３ｕ２＋ψ

ｋ
４ｕ３＋ψ

ｋ
５ｗ０，ｘ

＋ψｋ６ｖ
１
１＋ψ

ｋ
７ｖ１＋ψ

ｋ
８ｖ２＋ψ

ｋ
９ｖ３＋ψ

ｋ
１０ｗ０，

( )
ｙ

ｗｋ ＝ｗ０ （１３）

其中：φｋｉ ＝ξｋＲ
ｋ
ｉ＋ξ

２
ｋＳ
ｋ
ｉ＋ξ

３
ｋＴ
ｋ
ｉ＋Ｚｉ

ψｋｉ ＝ξｋＯ
ｋ
ｉ＋ξ

２
ｋＰ
ｋ
ｉ＋ξ

３
ｋＱ
ｋ
ｉ＋ＺＺｉ

Ｚ２ ＝ｚ，Ｚ３ ＝ｚ
２，Ｚ４ ＝ｚ

３

ＺＺ７ ＝ｚ，ＺＺ８ ＝ｚ
２，ＺＺ９ ＝ｚ

３，其余均为０．

Ｒｋｉ，Ｓ
ｋ
ｉ，Ｔ

ｋ
ｉ，Ｏ

ｋ
ｉ，Ｐ

ｋ
ｉ，Ｑ

ｋ
ｉ 为 Ａ１，Ｂ１，Ｃ１，Ｄ１，Ｅ１，Ｆ１，

Ｇ１，Ｈ１，Ｊ１，Ｋ１，Ａ２，Ｂ２，Ｃ２，Ｄ２，Ｅ２，Ｆ２，Ｇ２，Ｈ２，Ｊ２，Ｋ２，

Ｆｋｉ，Ｇ
ｋ
ｉ，Ｈ

ｋ
ｉ，Ｌ

ｋ
ｉ，Ｍ

ｋ
ｉ，Ｎ

ｋ
ｉ的函数．

２　刚柔耦合板的动力学描述

图２　刚柔耦合复合材料层合板

Ｆｉｇ．２　Ｒｉｇｉｄｆｌｅｘｉｂｌｅｃｏｕｐｌｉｎｇｃｏｍｐｏｓｉｔｅｌａｍｉｎａｔｅｄｐｌａｔｅ

如图２所示，刚柔动力学系统由作旋转运动
的中心刚体Ｂ１和复合材料层合板 Ｂ２组成．Ｂ２与

Ｂ１在点Ａ处相固接．建立惯性坐标系
→ｅ →→→( )Ｏ－ｘｙｚ，

Ｂ１的连体基
→ｅ１

→Ｏ－ｘ１
→ｙ１
→ｚ( )
１ 和Ｂ２的浮动坐标

系
→ｅ２

→Ａ－ｘ２
→ｙ２
→ｚ( )
２ ．设 θ表示中心刚体绕

→ｙ负向的

转角，
→ｅ１相对

→ｅ的方向余弦阵为：

Ａθ＝
ｃｏｓθ ０ －ｓｉｎθ
０ １ ０
ｓｉｎθ ０ ｃｏｓ









θ

则：Ａ
·

θ＝ΠＡ－θθ
·

＝Ａ
－θ
Πθ
·

，Ａ¨θ＝－Ａ－θΙθ
·
２＋Ａ

－θ
Πθ¨其中：

Ι＝
１ ０ ０
０ ０ ０









０ ０ １

，Π ＝
０ ０ －１
０ ０ ０









１ ０ ０

设
→ｙ１与

→ｙ２的夹角为φ，由于Ｂ２与Ｂ１相固接，

φ为常数．因为→ｘ１
→／／ｘ２，Ｂ２浮动坐标系

→ｅ２相对于Ｂ１
连体基

→ｅ１绕
→ｘ１负向的转角为φ，

→ｅ２相对于
→ｅ１的方

向余弦阵为：

Ａ
－ｃ
＝
１ ０ ０
０ ｃｏｓφ ｓｉｎφ
０ －ｓｉｎφ ｃｏｓ









φ

则板上任一点Ｐ在惯性坐标系下坐标阵可表示为：
ｒ
－
＝Ａ
－θ
ｒ
－０
＋Ａ
－θ
Ａ
－ｃ
ｓ
－０
＋ｕ
－

( )′ （１４）

其中，ｒ
－０
＝ ｘ０　ｙ０　ｚ[ ]

０
Ｔ为浮动基

→ｅ２的基点在
→ｅ１下的位置坐标阵，为常值阵，ｓ－０ ＝ Ｘｂ　Ｙｂ　Ｚ[ ]

ｂ
Ｔ

为变形前板上任意一点在浮动基
→ｅ２下的位置坐标

阵，也为常值阵．ｕ
－

′＝ ｕｋ ｖｋ ｗ[ ]ｋ Ｔ为变形位移
→ｕ

在浮动基
→ｅ２下的坐标阵．

令ρ
－
＝ｒ
－０
＋Ａ
－ｃ０
＋Ａ
－ｃ
ｕ
－

′，则：ρ
－

·

＝Ａ
－ｃ
ｕ
－

·
′

那么可以得到：

ｒ
－

·

＝ΠＡ
－θ
ρ
－
θ
·

＋Ａ
－θ
Ａ
－ｃ
ｕ
－

·
′

ｒ
－
¨ ＝Π ΠＡ

－θ
ρ
－
θ
·

＋２Ａ
－θ
Ａ
－ｃ
ｕ
－

·

( )′θ
·

＋ΠＡ
－θ
ρ
－
θ¨＋Ａ

－θ
Ａ
－ｃ
ｕ
－

′̈

（１５）

３　整体局部位移模式的层合板有限元离散

采用四节点矩形单元，每个单元的广义坐标阵

可表示为：ｐ
－

ｅ＝ ｐ
－

ｅ
１
Ｔ ｐ

－

ｅ
２
Ｔ ｐ

－

ｅ
３
Ｔ ｐ

－

ｅ
４[ ]Ｔ Ｔ

其中，ｐ
－

ｅ
ｋ ＝ ｕ

－ｋ
Ｔ ｖ

－

Ｔ
ｋ ｗ

－ｋ[ ]Ｔ Ｔ
，ｋ＝１，２，３，４

ｕ
－ｋ
＝ ｕ０ｋ ｕ１ｋ ｕ２ｋ ｕ３[ ]ｋ

Ｔ，ｖ
－ｋ

＝ ｖ０ｋ ｖ１ｋ ｖ２ｋ ｖ３[ ]ｋ
Ｔ

０５１
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ｗ
－ｋ
＝ ｕ１１ｋ ｖ

１
１ｋ ｗ０ｋ ｗ０，ｘｋ ｗ０，[ ]ｙｋ

Ｔ．

对面内变量采取双线性插值；对 ｗ０基于薄板
非协调单元进行插值，即：

ｕｊ＝Ｓ－ｊ＋１ｐ－
ｅ，ｖｊ＝Ｓ－ｊ＋５ｐ－

ｅ，ｕ１１ ＝Ｓ－９ｐ－
ｅ，ｖ１１ ＝Ｓ－１０ｐ－

ｅ

ｗ０ ＝Ｓ－１１ｐ－
ｅ，ｗ０，ｘ ＝Ｓ－１２ｐ－

ｅ，ｗ０，ｙ ＝Ｓ－１３ｐ－
ｅ，ｊ

＝０，１，２，３ （１６）
其中，Ｓ

－１２
＝Ｓ

－１１
／ｘ＝ Ｓ

－１１
／( )ξ ξ／( )ｘ

Ｓ
－１３
＝Ｓ

－１１
／ｙ＝ Ｓ

－１１
／( )η η／( )ｙ

将式（１６）代入式（１３），可以得到：
ｕ
－

′＝ ｕｋ ｖｋ ｗ[ ]ｋ Ｔ ＝Ｓ
－ｍ
ｐ
－

ｅ （１７）

其中，Ｓ
－ｍ
＝

Ｓ
－ｍ１

Ｓ
－ｍ２

Ｓ
－ｍ











３

Ｓ
－ｍ１
＝
Ｓ
－１
＋φｋ１Ｓ－９＋φ

ｋ
２Ｓ－２＋φ

ｋ
３Ｓ－３＋φ

ｋ
４Ｓ－４＋φ

ｋ
５Ｓ－１２

＋φｋ６Ｓ－１０＋φ
ｋ
７Ｓ－６＋φ

ｋ
８Ｓ－７＋φ

ｋ
９Ｓ－８＋φ

ｋ
１０Ｓ－







１３

Ｓ
－ｍ２
＝

Ｓ
－５
＋ψｋ１Ｓ－９＋ψ

ｋ
２Ｓ－２＋ψ

ｋ
３Ｓ－３＋ψ

ｋ
４Ｓ－４

＋ψｋ５Ｓ－１２＋ψ
ｋ
６Ｓ－１０＋ψ

ｋ
７Ｓ－６＋ψ

ｋ
８Ｓ－７

＋ψｋ９Ｓ－８＋ψ
ｋ
１０Ｓ－











１３

Ｓ
－ｍ３

＝Ｓ
－１１

而文献［１０］所采用的ＦＳＤＴ理论的离散为：
ｕ＝Ｎ

－１
ｐ
－

ｅ，ｖ＝Ｎ
－２
ｐ
－

ｅ，ｗ０＝Ｎ－３ｐ－
ｅ，ｗ０，ｘ＝Ｎ－４ｐ－

ｅ，ｗ０，ｙ

＝Ｎ
－５
ｐ
－

ｅ＝[ ]ｕ ｖ ｗＴ ＝Ｎ
－ｍ
ｐ
－

ｅ

其中：

ｐ
－

ｅ＝ ｐ
－

ｅ
１
Ｔ ｐ

－

ｅ
２
Ｔ ｐ

－

ｅ
３
Ｔ ｐ

－

ｅ
４[ ]Ｔ Ｔ

ｐ
－

ｅ
ｋ ＝ ｕｋ ｖｋ ｗ０ｋ ｗ０，ｘｋ ｗ０，[ ]ｙｋ

Ｔ

Ｎ
－ｍ
＝

Ｎ
－１
＋ｚＮ

－４

Ｎ
－２
＋ｚＮ

－５

Ｎ
－











３

＝

Ｎ
－１

Ｎ
－２

Ｎ
－











３

＋ｚ

Ｎ
－４

Ｎ
－５

０













－

可以明显地看出，本文Ｓ
－ｍ
不仅与 ｚ有关系，还

与ｚ所在的层数有关系，与文献［１０］所采用的基于
一阶剪切理论离散的Ｎ

－ｍ
相比，本文整体局部位移

模式中系数φｋｉ，ψ
ｋ
ｉ的具体表达式尤为复杂，因此，

对于体积分，不能尝试采用如文献［１０］所述的将
体积分拆为长度积分和面积分的方法，这里选取三

重高斯积分进行计算．

设Ｊ０为中心刚体的转动惯量，ｐ－为层合板的广

义坐标阵，ｐ
－ｈ
为活动坐标，令：

ｐ
－

ｅ＝Ｂ
－ｅ
ｐ
－
，ｐ
－
＝Ｄ

－
ｐ
－ｈ

（１８）

应变可表示为：

ε
－
＝ ε１１ ε２２ ２ε１２ ２ε２３ ２ε[ ]１３

Ｔ

＝ ｕｋ

ｓ
ｖｋ

ｙ
ｕｋ

ｙ
＋ｖ

ｋ

ｓ
ｖｋ

ｚ
＋
ｗＧ
ｙ

ｕｋ

ｚ
＋ｗ

ｋ

[ ]ｓ
Ｔ

＝｛｝ ｕｋ ｖｋ ｗ[ ]ｋ Ｔ （１９）

其中，｛｝＝


ｘ

０ 
ｙ

０ 
ｚ

０ 
ｙ


ｘ


ｚ

０

０ ０ ０ 
ｙ


















ｘ

Ｔ

将式（１７）和式（１８）代入式（１９）可以得到：
ε
－
＝｛｝Ｓ

－ｍ
ｐ
－

ｅ＝Ｂ
－
Ｂ
－ｅ
Ｄ
－
ｐ
－ｈ

（２０）

其中，Ｂ
－
＝｛｝Ｓ

－ｍ
．

σ
－
与应变阵ε

－
的关系为σ

－
＝Ｑ
－ｋ
ε
－
，Ｑ
－ｋ
为刚度系

数矩阵．那么弹性力虚功率为：

δＷｂ ＝∫ｖ－δε
·
Ｔσ
－
ｄｖ＝δｑ

·
Ｔｆ
－

（２１）

ｑ
－
＝ θ ｐ

－ｈ[ ]Ｔ Ｔ
，ｆ
－
＝ ０ －ｆ

－ｂ[ ]Ｔ Ｔ

ｆ
－ｂ
＝∑

Ｎｅ

ｅ＝１
Ｄ
－

ＴＢ
－ｅ
Ｔ∫ｖｅＢ－ＴＱ－ｋＢ－ｄｖｅＢ－ｅＤ－ｐ－ｈ

将式（１７）代入式（１５）可以得到：

ｒ
－

·

＝ΠＡ
－θ
ρ
－
θ
·

＋Ａ
－θ
Ａ
－ｃ
Ｓ
－ｍ
Ｂ
－ｅ
Ｄ
－
ｐ
－

·

ｈ

ｒ
－
¨ ＝Π ΠＡ

－θ
ρ
－
θ
·

＋２Ａ
－θ
Ａ
－ｃ
Ｓ
－ｍ
Ｂ
－ｅ
Ｄ
－
ｐ
－

·

( )
ｈ θ
·

＋ΠＡ
－θ
ρ
－
θ̈

＋Ａ
－θ
Ａ
－ｃ
Ｓ
－ｍ
Ｂ
－ｅ
Ｄ
－
ｐ
－
¨
ｈ （２２）

令：Ａ
－
＝ΠＡ

－θ
ρ
－
，Ｂ
－
＝Ａ
－θ
Ａ
－ｃ
Ｓ
－ｍ
Ｂ
－ｅ
，Ｃ
－
＝ Ａ

－
Ｂ
－
Ｄ[ ]－ ，

Ｇ
－
＝ Ａ

－
２Ｂ
－
Ｄ[ ]－

则：ｒ
－

·

＝Ｃ
－
ｑ
·

，ｒ
－
¨ ＝Ｃ

－
ｑ̈＋ΠＧ

－
ｑ
·

θ
·

（２３）

设Ｊ０为中心刚体关于
→ｙ轴的转动惯量，那么惯

性力的虚功率为：

δＷｉ＝∫ｖ－δｒ－
·
Ｔ ρｒ( )̈ｄｖ－δθ

·

Ｊ０θ( )̈ （２４）

将式（２３）代入式（２４）可以得到：

δＷｉ＝－δｑ
·
ＴＭ
－
ｑ̈＋δｑ

·
ＴＱ
－

（２５）

Ｍ
－
＝
Ｍ
－θθ
＋Ｊ０ Ｍ

－θｐ

Ｍ
－ｐθ

Ｍ
－

[ ]
ｐｐ

，　Ｑ
－
＝
０ －２Ｊ

－

Ｊ
－

Ｔ －２Ｌ







－
ｑ
·

θ
·
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Ｍ
－θθ
＝∫ｖρＡ－ＴＡ－ｄｖ
＝∑∫ｖｅρＥ－Ｔ＋ｐ－ｈＴＦ－( )Ｔ ΙＥ

－
＋Ｆ
－
ｐ
－

( )
ｈ ｄｖｅ

Ｍ
－θｐ
＝∫ｖρＡ－ＴＢ－Ｄ－ｄｖ
＝∑∫ｖｅρＥ－ＴΙＴＦ－ ＋ｐ－ｈＴＦ－ＴΙＴＦ( )

－
ｄｖｅ

Ｍ
－ｐｐ
＝∫ｖρＤ－ＴＢ－ＴＢ－Ｄ－ｄｖ
＝∑Ｄ－

ＴＢ
－ｅ
Ｔ∫ｖｅρＳ－ｍ ＴＳ－ｍｄｖｅＢ－ｅＤ－

其中：Ｅ
－
＝ｒ
－０
＋Ａ
－ｃ
ｓ
－０
，Ｆ
－
＝Ａ
－ｃ
Ｓ
－ｍ
Ｂ
－ｅ
Ｄ
－

Ｊ
－
＝ρ∑∫ｖｅ［Ｅ－ＴΙＡ－ｃＳ－ｍＢ－ｅ＋ Ｆ－ｐ－( )

ｈ
ＴΙＡ
－ｃ
Ｓ
－ｍ
Ｂ
－ｅ
］ｄｖｅ

Ｌ
－
＝ρ∑∫ｖｅ Ａ－ｃＳ－ｍＢ－( )

ｅ
ＴΠＡ

－ｃ
Ｓ
－ｍ
Ｂ
－ｅ
ｄｖｅ

设重力加速度在惯性基下的坐标阵为 ｇ
－ｆ
，重

力的虚功率为：

δＷｇ ＝∫ｖδｒ
·
Ｔｇ
－ｆ
ｄｖ＝δｑ

·
ＴＱ
－ｇ

（２６）

其中：Ｑ
－ｇ
＝∫ｖＣ－Ｔｇ－ｆｄｖ＝

　
∑∫ｖｅ Ｅ－ＴＡ－θＴΠＴｇ－ｆ＋ Ａ－θＦ－ｐ－( )

ｈ
ＴΠＴｇ

－
[ ]ｆｄｖｅ

∑∫ｖｅ Ａ－θＡ－ｃＳ－ｍＢ－( )
ｅ
Ｔｇ
－ｆ
ｄｖ{ }
ｅ

根据虚功原理，有如下关系：

δＷｂ＋δＷｉ＋δＷｇ ＝０
将式（２１）、（２５）、（２６）代入上式可以得到：

δｑ
·
Ｔｆ
－
－δｑ

·
ＴＭ
－
ｑ̈＋δｑ

·
ＴＱ
－
＋δｑ

·
ＴＱ
－ｇ
＝０

可以得到系统的动力学方程为：

Ｍ
－
ｑ̈＝ｆ

－
＋Ｑ
－
＋Ｑ
－ｇ

（２７）

４　整体局部位移模式的验证

图３　两边简支复合材料层合板

Ｆｉｇ．３　Ｃｏｍｐｏｓｉｔｅｌａｍｉｎａｔｅｄｐｌａｔｅｗｉｔｈｓｉｍｐｌｙｓｕｐｐｏｒｔｅｄｅｄｇｅｓ

如上图所示复合材料层合板的总体刚度阵Ｋ
－
为：

Ｋ
－
＝∑Ｂ－ｅ

Ｔ∫ＶｅＢ－ＴＱ－ｋＢ－ｄＶｅＢ－ｅ
单位体积分布载荷在总体坐标系下的坐标列阵

为 ｆ
－
，上下表面的单位面积的分布载荷在总体坐标

系下的坐标列阵分布为Ｆ
－１
和Ｆ

－２
．广义力阵Ｑ

－
为：

Ｑ
－
＝∑Ｂ－ｅ

Ｔ
∫Ａｅ
Ｎ
－ｍ
ｘ，ｙ，ｈ／( )２ＴＦ

－１

＋Ｎ
－ｍ
ｘ，ｙ，－ｈ／( )２ＴＦ

－







２
ｄＡｅ

＋∫ＶｅＮ－ｍ Ｔｆ－ｄＶ




















ｅ

设ｑ
－
为层合板的广义坐标阵，那么复合材料层合板

的静平衡方程为：Ｋ
－
ｑ
－
＝Ｑ

－
．采用Ｐａｇａｎｏ［１２－１３］的经

典算例，考虑层合板两边简支边界条件．三层方板
上下表面受沿

→ｚ方向的载荷作用，单位面积载荷大
小为ｑ＝ｑ０ｓｉｎπ( )ｘ／Ｌ，计算层间应力．方板的铺层

角为： ０°／９０°／０( )°．材料常数为：

Ｅ１ ＝２．５×１０
７Ｐａ，Ｅ２ ＝１０

６Ｐａ，Ｇ１２ ＝Ｇ１３
＝０．５×１０６Ｐａ，

Ｇ２３ ＝０．２×１０
６Ｐａ，ｖ１２＝ｖ１３＝ｖ２３＝０．２５，长

厚比Ｌ／ｈ＝４，所有变量均无量纲化．
此时无量纲变量为：ｕ＝Ｅ２ｕ０，０，( )ｚ／ｑ０Ｌ

σｘ ＝σｘ Ｌ／２，０，( )ｚ／ｑ０，τｘｚ＝τｘｚ０，０，( )ｚ／ｑ０

图４　两边简支面内位移ｕ沿厚度的变化

Ｆｉｇ．４　Ｒｅｌａｔｉｏｎｓｈｉｐｏｆｉｎ－ｐｌａｎｅｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔｕａｎｄｔｈｅｔｈｉｃｋｎｅｓｓＺ

图５　两边简支面内正应力σｘ沿厚度的变化

Ｆｉｇ．５　Ｒｅｌａｔｉｏｎｓｈｉｐｏｆｉｎ－ｐｌａｎｅｎｏｒｍａｌｓｔｒｅｓｓσｘａｎｄａｎｄ

ｔｈｅｔｈｉｃｋｎｅｓｓＺ
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图６　两边简支面外剪切应力τｘｚ沿厚度的变化

Ｆｉｇ．６　Ｒｅｌａｔｉｏｎｓｈｉｐｏｆｏｕｔ－ｐｌａｎｅｓｈｅａｒｓｔｒｅｓｓτｘｚａｎｄｔｈｅｔｈｉｃｋｎｅｓｓＺ

图４～图６为两边简支条件下位移与应力沿
厚度方向的变化．图４为分别利用Ｒｅｄｄｙ型高阶剪
切理论基本位移模式（ＨＳＤＴ），Ｐａｇａｎｏ解析解以及
本文整体局部１，２３位移模式（ＧＬ１，２３）得到的
点（０，０）处位移 ｕ与厚度的关系，整体局部１，２３
与解析解吻合得很好，而高阶剪切理论在分层处开

始出现误差，不能很好地反映出层间的位移变化；

图５为分别利用三种方法求得的点（Ｌ／２，０）处正
应力σｘ与厚度的关系，整体局部１，２３位移模式
可以很好地反映出面内应力的变化，而ＨＳＤＴ平滑
变化，仅大致描述了应力变化的平均值；图６为面
外剪切应力τｘｚ与厚度的关系，ＨＳＤＴ与解析解差异
很大，且不满足上下表面剪力为 ０的条件，而 Ｇ
Ｌ１，２３与解析解吻合很好．不难看出来，整体局部
１，２３位移模式可以精确地计算出分处出现的层间
剪应力，很好地反映出层间应力沿着厚度的变化，

精度明显高于传统的高阶剪切论．

５　整体局部位移模式的刚柔耦合板研究

如图２所示的复合材料板刚柔耦合动力学模
型．ｒ

－０
＝ ｘ０ ｙ０ ｚ[ ]０

Ｔ，

其中，ｘ０ ＝０．１ｍ，ｙ０ ＝ｚ０ ＝０，Ｊ０ ＝１Ｋｇ．ｍ
２

层合板的参数为：长 Ｌ＝０．８ｍ，宽 Ｈ＝０．１ｍ，
厚ｈ＝０．０１ｍ，铺层角（０／９０／０），材料常数为：

Ｅ１＝１．８１×１０
１１Ｐａ，Ｅ２＝１．０３×１０

１１Ｐａ，
ｖ１２＝ｖ１３＝ｖ２３＝０．２８，

Ｇ１２＝Ｇ１３＝７．７×１０
９Ｐａ，Ｇ２３＝２．８７×１０

９Ｐａ，

令倾斜角φ为４５ｏ，由于层合板的大变形效应，
中心刚体会转动．取时间历程２ｓ时，计算 ｔ＝０．１ｓ
时层合板应力沿着厚度的变化．研究如图２所示刚
柔耦合系统中浮动坐标系→ｅ２

→Ａ－ｘ２
→ｙ２
→ｚ( )
２ 下的四

个节点：Ｂ（Ｌ／２，０），Ｃ（Ｌ／２，－Ｈ／２），Ｄ（Ｌ，０），Ｅ

（Ｌ，－Ｈ／２）．计算四个节点的应力沿着厚度的变
化．

图７　中心刚体角速度与时间变化

Ｆｉｇ．７　Ａｎｇｕｌａｒｖｅｌｏｃｉｔｙｔｉｍｅｒｅｌａｔｉｏｎｓｈｉｐｓｏｆｔｈｅ

ｃｅｎｔｒａｌｒｉｇｉｄｂｏｄｙ

图８　点Ｂ面外剪切应力τｘｚ沿厚度变化

Ｆｉｇ．８　Ｒｅｌａｔｉｏｎｓｈｉｐｏｆｏｕｔｐｌａｎｅｓｈｅａｒｓｔｒｅｓｓτｘｚａｎｄｔｈｅ

ｔｈｉｃｋｎｅｓｓＺａｔＰｏｉｎｔＢ

图９　点Ｃ面内正应力τｘｙ沿厚度变化

Ｆｉｇ．９　Ｒｅｌａｔｉｏｎｓｈｉｐｏｆｉｎｐｌａｎｅｎｏｒｍａｌｓｔｒｅｓｓτｘｙａｎｄ

ｔｈｅｔｈｉｃｋｎｅｓｓＺａｔＰｏｉｎｔ

图１０　点Ｄ面内正应力σｘ沿厚度变化

Ｆｉｇ．１０　Ｒｅｌａｔｉｏｎｓｈｉｐｏｆｉｎｐｌａｎｅｎｏｒｍａｌｓｔｒｅｓｓσｘａｎｄａｎｄ

ｔｈｅｔｈｉｃｋｎｅｓｓＺａｔＰｏｉｎｔＤ
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图７为分别利用文献［１０］的一阶剪切理论
ＦＳＤＴ，高阶剪切理论 ＨＳＤＴ，以及本文的整体局部
１，２３理论 ＧＬ１，２３计算出来的中心刚体的转动
角速度．图８到图１４为分别利用一阶剪切理论，高
阶剪切理论，以及整体局部１，２３理论，计算的多
体系统刚柔耦合系统中，绕着中心刚体转动的层合

板在ｔ＝０．１ｓ时各点的应力沿着厚度的变化．

图１１　点Ｄ面内正应力σｙ沿厚度变化

Ｆｉｇ．１１　Ｒｅｌａｔｉｏｎｓｈｉｐｏｆｉｎｐｌａｎｅｎｏｒｍａｌｓｔｒｅｓｓσｙａｎｄ

ｔｈｅｔｈｉｃｋｎｅｓｓＺａｔＰｏｉｎｔＤ

图１２　点Ｄ面外剪切应力τｘｚ沿厚度变化

Ｆｉｇ．１２　Ｒｅｌａｔｉｏｎｓｈｉｐｏｆｏｕｔｐｌａｎｅｓｈｅａｒｓｔｒｅｓｓτｘｚａｎｄ

ｔｈｅｔｈｉｃｋｎｅｓｓＺａｔＰｏｉｎｔＤ

图１３　点Ｅ面内正应力σｘ沿厚度变化

Ｆｉｇ．１３　Ｒｅｌａｔｉｏｎｓｈｉｐｏｆｉｎｐｌａｎｅｎｏｒｍａｌｓｔｒｅｓｓσｘａｎｄ

ｔｈｅｔｈｉｃｋｎｅｓｓＺａｔＰｏｉｎｔＥ

图７为分别利用三种模型计算出来的中心刚
体的角速度时间历程，三种模型在计算中心刚体的

角速度相同，说明了层合板模型对于刚体的影响可

以忽略．图８为点 Ｂ的 τｘｚ沿厚度变化，可以看出，
一阶剪切理论与高阶剪切理论所得到的应力沿厚

度呈不规则变化，而本文模型反映出应力在层间出

现的变化与静力学中的面外剪切应力的变化趋势

大致符合；图９为点Ｃ的τｘｙ沿着厚度的变化，一阶
理论的应力值呈线性变化，高阶剪切理论仅描述了

平均值，而本文模型的应力结果可以较好地反映出

层间变化．图１０与图１１分别为点Ｄ的σｘ与σｙ沿
厚度的变化，图中显示，一阶剪切理论差异较为明

显，在分层处，一阶理论和高阶理论均有明显的突

变，而本文模型与静力学中面内正应力的变化趋势

相符．图１２为点Ｄ处的τｘｚ沿厚度变化，图中显示，
一阶剪切理论和高阶剪切理论差异均较大，本文基

于整体局部高阶剪切理论的动力学模型满足上下
表面自由条件，可以较好地反映出层间应力的变

化．图１３为点Ｅ的σｘ沿厚度的变化．图１４为点Ｅ
处的τｘｙ沿厚度的变化，其变化规律与点Ｃ相同．由
于一阶剪切和高阶剪切没有考虑层间应力连续，对

于层合板，几种方法计算出来的应力在分层处差异

最大．由此可见，本文模型可以很好地反映出刚柔
耦合多体系统中层合板的层间应力的变化．

图１４　点Ｅ面内剪切应力τｘｙ沿厚度变化

Ｆｉｇ．１４　Ｒｅｌａｔｉｏｎｓｈｉｐｏｆｉｎｐｌａｎｅｓｈｅａｒｓｔｒｅｓｓτｘｙａｎｄ

ｔｈｅｔｈｉｃｋｎｅｓｓＺａｔＰｏｉｎｔＥ

图１５　点Ｂ面外剪切应力τｘｚ变化

Ｆｉｇ．１５　ＴｉｍｅｈｉｓｔｏｒｙｏｆｏｕｔｐｌａｎｅｓｈｅａｒｓｔｒｅｓｓτｘｚａｔＰｏｉｎｔＢ

通过图７到图１４可以看出来，一阶剪切理论
在计算层间应力会出现很大误差．高阶剪切理论和
本文的整体局部高阶剪切理论在分层处应力开始
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出现区别．考虑了层合板层间剪切应力连续的刚柔
耦合层合板可以更合理的反映出具有转动效应的

层合板的层间应力的变化．为了更好地对比三种模
型计算出来的应力区别．现在选取层合板上述四个
位置的对应中面上的四个点，计算时间历程．

图１６　点Ｃ面外剪切应力τｙｚ变化

Ｆｉｇ．１６　ＴｉｍｅｈｉｓｔｏｒｙｏｆｏｕｔｐｌａｎｅｓｈｅａｒｓｔｒｅｓｓτｙｚａｔＰｏｉｎｔＣ

图１７　点Ｄ面内正应力σｘ变化

Ｆｉｇ．１７　ＴｉｍｅｈｉｓｔｏｒｙｏｆｉｎｐｌａｎｅｎｏｒｍａｌｓｔｒｅｓｓσｘａｔＰｏｉｎｔＤ

图１８　点Ｃ面内位移ｕ变化

Ｆｉｇ．１８　ＴｉｍｅｈｉｓｔｏｒｙｏｆｉｎｐｌａｎｅｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔｕａｔＰｏｉｎｔＣ

图１５为位置 Ｂ对应的点的面外剪切应力 τｘｚ
的时间历程；图１６为位置 Ｃ对应的点的面外剪切
应力τｙｚ的时间历程；图１７为位置Ｄ对应的点的面
内正应力σｘ的时间历程；图１８为位置Ｃ对应的点
的面内位移ｕ的时间历程；图１９为位置 Ｅ对应的
点的面内位移ｖ的时间历程．可以看出来不考虑层
间剪切应力连续的一阶剪切理论、高阶剪切理论计

算出来的应力与考虑了层间剪切应力连续的整体

局部高阶剪切理论的计算结果差异较大．而三种方
法在计算响应的时候差异较小．由此可以看出来针
对计算层间应力的精度问题而考虑层间剪切应力

连续条件的必要性．

图１９　点Ｅ面内位移ｖ变化

Ｆｉｇ．１９　ＴｉｍｅｈｉｓｔｏｒｙｏｆｉｎｐｌａｎｅｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔｖａｔＰｏｉｎｔＥ

６　结论

（１）创新性地将整体局部高阶剪切理论扩展
到刚柔耦合多体系统，可以反映出刚柔耦合层合
板层间应力沿着厚度的层间变化．

（２）在层合板刚柔耦合多体系统中，层合板
模型对于中心刚体的角速度影响较小．

（３）层合板多体系统的层间应力在分层处会
出现较明显的变化，考虑了层间应力连续的模型，

计算出来的层间应力的变化与静力学基本相符，但

是由于惯性力的存在，面外应力在层间的变化与静

力学的变化趋势存在差异，在层合板多体系统中需

要考虑层间剪应力连续．
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