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摘要　对于自由自由边界的大型柔性梁式空间结构在轨搬运过程中，其大范围刚体运动和柔性振动会相互

耦合，是一类典型的刚柔耦合动力学问题．建立相对准确的动力学模型是设计良好控制系统的前提，但现有

文献在研究该问题时却采用了忽略刚柔耦合作用的动力学模型并依此设计控制器，因此有必要建立耦合模

型，并探讨其与非耦合模型之间的区别和适用性．首先针对结构自身运动特点选择以瞬时质心为原点的浮

动坐标系作为辅助坐标系，将结构两类不同的运动形式进行分解，并利用其产生的附加约束条件简化虚功

表达式；其次选择ＥｕｌｅｒＢｅｒｎｏｕｌｌｉ梁变形形式描述结构变形并采用假设模态法对变形进行变量分离；基于虚

功原理推导得到结构大范围运动的刚柔耦合动力学模型；通过仿真算例１对非耦合模型、零次近似模型和

一次近似模型进行了对比，验证了非耦合模型的不合理性及零次近似简化模型的准确性和有效性；通过仿

真算例２对零次近似简化模型和一次近似模型的对比，说明了二者的使用范围；仿真对比为后续的运动控

制系统设计和振动抑制研究提供了依据．
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引言

未来空间战略发展会对空间结构提出一些新

的需求，诸如应对能源枯竭的大型空间太阳能电

站、有助于向宇宙深处进军的深空探测平台等的构

建，这些结构都体积巨大，可达几千米甚至于几十

千米，需要通过子结构在轨搬运装配这一特殊方式

来完成构造搭建［１，２］．这些子结构通常都是柔性梁
式桁架结构，其轴向尺寸（几十米甚至几百米）远

大于其横向尺寸（几米），因此明显具有质量小、体

积大、频率低等特点．桁架梁结构的在轨搬运过程
是一种大范围机动作用，很容易诱发结构的柔性振

动，这样结构刚体运动和柔性振动就会互相耦合互

相影响，可见空间柔性结构在轨搬运过程是一类比

较典型的刚柔耦合系统动力学问题．
此类问题早期的建模方法是独立分析刚体运

动和柔性振动，不考虑两者的耦合作用；之后出现

零次近似模型建模方法，仅简单考虑了刚体运动和

柔性振动的耦合影响．１９８７年，Ｋａｎｅ［３］通过对悬臂

梁变形的详细描述，建立了一次近似模型，最后指

出了零次近似模型的缺陷，并首次提出“动力刚

化”概念．之后，该问题开始引起广大学者的广泛关
注．Ｃａｎａｖｉｎ［４］探讨和总结了柔性航天器作大范围
运动建模过程中的浮动坐标系选择问题，概括了五

种选择方法，并详细描述了它们各自的特点．
Ｚｅｌｌｅｒ［５］、Ｗａｓｚａｋ［６］等利用平均轴坐标系（ＭｅａｎＡｘ
ｅｓ）建立了无约束柔性体耦合动力学模型，但仅是
零次近似模型．Ｌｉ［７］等分别利用平均轴坐标系和固
定轴（ＦｉｘｅｄＡｘｅｓ）坐标系对柔性飞行器的动力学建
模问题进行了研究，通过对两者的仿真对比，认为

它们差别不大，但后者结果更精确．Ｌｉ［８］等利用连
体坐标系（ＢｏｄｙＦｉｘｅｄ）对飞艇飞行过程进行了动
力学建模和仿真，分析了空气动力学对结构动力学

特性的影响．Ｈｕａｎｇ［９］等利用平均轴坐标系和传统
的零次近似描述针对变质量火箭结构飞行过程中

的刚柔耦合建模问题进行了研究．Ｎｉｋｒａｖｅｓｈ［１０－１２］

探讨了关于运动柔性体建模过程中浮动坐标系的

选择问题，主要针对惯性主轴（ＰｒｉｎｃｉｐａｌＡｘｅｓ）、固
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定节点（ＮｏｄｅＦｉｘｅｄＡｘｅｓ）和平均轴三种坐标系所
附带的约束方程及对变形的描述等问题进行了分

析说明．Ｓｈｉ［１３］等深入研究分析了柔性 ＥｕｌｅｒＢｅｒ
ｎｏｕｌｌｉ梁的变形问题，充分考虑横向、纵向变形之间
的耦合影响，给出了精确的非线性变形描述．洪嘉
振［１４，１５］对刚柔耦合问题进行了全面的阐述和讨

论，推导了一次近似模型，深入探讨了“动力刚化问

题”并从实验方面进行了验证．蒋丽忠［１６，１７］等针对

固结在刚体上的大范围转动柔性悬臂梁、板的刚柔

耦合建模问题、动力特性和稳定性等问题进行了研

究，通过对比给出了传统零次模型的缺陷及一次近

似模型的优势．吴胜宝［１８］等针对作平面运动的悬

臂梁建立了一次近似耦合模型，并针对其与零次模

型之间的区别进行了探讨．黎亮［１９］等对作大范围

运动的悬臂功能梯度矩形薄板的刚柔耦合问题进

行了研究，考虑了传统零次模型建模方法中忽略的

横向弯曲作用对纵向变形的影响，仿真比较了两种

模型的差异．刘锦阳［２０］等针对柔性梁刚柔耦合问

题，基于绝对节点坐标法研究了几何非线性和一次

近似模型在大变形问题中的适用性．以上研究大部
分是针对中心刚体柔性附件结构，一般都采用局
部附着坐标系（ＬｏｃａｌｌｙＡｔｔａｃｈｅｄＦｒａｍｅ）作为浮动坐
标系，直接建立在刚体上；也有些研究是针对无约

束柔性结构，但对本任务有如下一些问题：１）选择
结构端部作为浮动坐标系原点，不利于使用质心约

束条件；２）平均轴坐标系附带的约束条件太强，一
般很难满足，直接使用的做法明显欠妥；３）采用有
限元离散导致自由度数目较大，不利于后期控制系

统设计．
柔性空间结构在轨搬运过程中的刚柔耦合作

用，会产生两方面的问题：一是柔性振动使得推进

装置随之发生抖动，导致推进力方向不断变化，从

而造成燃料的过多消耗，降低了使用效率；二是受

机动作用的影响，当结构机动到达期望位置时，柔

性振动不能得到有效抑制，残余振动在很长一段时

间难以被消除，由于难以锁定结构位置导致装配机

器人无法完成抓取动作，从而严重影响装配工作的

顺利开展，极大降低工作效率．建立合理的搬运过
程动力学模型，有利于对结构的残余振动行为进行

预测，这样可以据此设计相应的柔性结构运动控制

系统，达到提高燃料使用率和抑制残余振动的目

的．Ｂｏｎｉｎｇ［１］、Ｉｓｈｉｊｉｍａ［２］等对空间结构在轨搬运问

题进行了结构运动研究，但其研究工作均是基于非

耦合动力学模型，并未针对非耦合模型和耦合模型

的差别进行的探讨分析，因此选择非耦合模型是否

足够合理还是非常值得探讨的，这将会对后续的运

动控制系统设计起到至关重要的作用．

１　运动学描述

１．１　浮动坐标系
细长柔性空间结构通常为桁架梁形式，理论分

析中多采用连续梁模型进行处理．考虑如图１所示
系统，柔性梁作平面运动．ＸＯＹ为全局惯性坐标系，
ｘｆｏｆｙｆ为浮动坐标系，在初始时刻两坐标系重合．图
中实线表示柔性梁任意时刻变形位置；虚线表示该

时刻假想的梁未变形时的位置．ｘｆｏｆｙｆ的选择如下：
对任意时刻ｔ，选择梁未变形时的质心位置作为浮
动坐标系原点ｏｆ，该点是与梁变形后质心相重合的
空间点的位置，注意它并非材料点位置，而是一个

瞬时质心；ｏｆｘｆ与梁未变形时的轴线平行，初始向
右为正；ｏｆｙｆ与横向平行，初始向上为正．平面梁的
密度用γ表示，横截面积用 Ｆ表示，质量用 Ｍｂ表
示，长度用Ｌ表示，体积用Ｖ表示，弹性模量用Ｅ表
示，横截面惯性矩用Ｉ表示．

图１　平面梁的位移描述

Ｆｉｇ．１　Ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔｄｅｓｃｒｉｐｔｉｏｎｏｆｐｌａｎａｒｂｅａｍ

图中各量物理意义如下：ｐ为未变形时梁上任
意一点；ｐ为变形后与ｐ所对应的点；ｒ０为浮动坐
标系原点相对于惯性坐标系的位移向量，用来表征

梁的大范围平动；θ为浮动坐标系相对于惯性坐标
系的旋转角度，以逆时针为正，用来表征梁的大范

围转动；ρ０为点ｐ在浮动坐标系中的位置向量，在

浮动坐标系下描述，是材料点坐标函数；ｕ为 ｐ相
对于原位置 ｐ产生的变形量，在浮动坐标系下描
述，是材料点坐标和时间的函数；ｒ为 ｐ点在全局
惯性坐标系下的绝对位移向量，其表达式可写为

ｒ＝ｒ０＋Ａ（ρ０＋ｕ） （１）

３２１
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上式中 ｒ０＝（ｘｂ　ｙｂ）
Ｔ，ρ０＝（ｘ　ｙ）

Ｔ，ｕ＝（ｕ１　
ｕ２）

Ｔ，其中ρ０中的ｙ在细长梁中可忽略不计，因此
后文中直接以零计；Ａ是旋转变换矩阵，形式如下

Ａ＝
ｃｏｓθ －ｓｉｎθ
ｓｉｎθ ｃｏｓ[ ]θ （２）

通过式（１）对时间求导，得到ｐ点在全局惯性坐标
系下的速度表达式

ｖ＝ｒ＝ｒ０＋Ａ（ρ０＋ｕ）＋Ａｕ （３）
上式中，“·”表示在惯性系下对时间求导；“°”表
示在浮动坐标系下对时间求导；同时有

Ａ＝ＡＥθ　　Ｅ＝
０ －１[ ]１ ０

（４）

同样的，由式（３）对时间求导，可得到 ｐ点的绝对
加速度表达式

ａ＝ｖ＝ｒ̈０－Ａ（ρ０＋ｕ）̈θ
２＋

　ＡＥ（ρ０＋ｕ）̈θ＋２Ａｕ＋Ａｕ
。。

（５）
根据前面对浮动坐标系原点的定义，可以得到

如下质心约束条件

∫Ｖγ（ρ０＋ｕ）ｄＶ＝∫Ｖγρ０ｄＶ＝∫ＶγｕｄＶ＝０ （６）

上式在浮动坐标系下对时间求导，可以得到线动量

约束条件

∫ＶγｕｄＶ＝０ （７）

若将浮动坐标系原点选择在结构端点是不具备这

样的约束条件的，约束条件式（６）和（７）对后面利
用虚功原理进行动力学方程的简化推导有着很重

要的作用．
１．２　变形描述

对于这样的细长梁，通常采用 ＥｕｌｅｒＢｅｒｎｏｕｌｌｉ
柔性梁的变形理论描述，忽略横截面的影响，可以

将任意一点ｐ的变形用与其相对应的同横截面轴
线上的点ｐ０的变形来描述．变形的一次近似关系
可表示如下

ｕ＝
ｕ１
ｕ{ }
２

＝
ｗ１＋ｗ１ｒ＋ｗｃ
ｗ２＋ｗ２{ }

ｒ

＝
ｗ１－ｙ

ｗ２
ｘ
－１２
∫
ｘ

０

ｗ２
( )ξ

２

ｄξ

ｗ２－
１
２ｙ
ｗ２
( )ｘ




















２

（８）

其中，ｕ１表示 ｐ点的纵向变形位移，ｕ２表示 ｐ点的
横向变形位移；ｗ１表示ｐ０点的轴向伸缩变形位移，
ｗ１ｒ是由于横截面转动引起的ｐ点相对于ｐ０点的纵
向变形位移；ｗｃ是由于横向弯曲变形而造成的纵向

伸缩量，是一个耦合项，同时也是一次近似模型和

传统零次近似模型最重要的区别；ｗ２表示 ｐ０点的
横向弯曲变形位移；ｗ２ｒ是由于横截面转动引起的 ｐ
点相对于ｐ０点的横向变形位移，对于细长梁而言，
此项相对于ｗ２可忽略，后面推导中不计此项．

２　刚柔耦合动力学方程

２．１　惯性力所作虚功
选取如下广义状态向量

νＴ＝（ｘｂ ｙｂ θ ｗ
Ｔ
１ ｗＴ２）Ｔ （９）

由式（１）和（８），结构的虚位移表示为
δｒ＝δｒ０＋ＡＥ（ρ０＋ｕ）δθ＋Ａδｕ （１０）

其中

δｕ＝
δｕ１
δｕ{ }
２

＝
δｗ１－ｙδｗ′２＋δｗｃ
δｗ{ }
２

（１１）

结构惯性力在虚位移上所作的虚功为

δＷｉｎ＝－∫ＶγａＴδｒｄＶ＝－∫Ｖγ｛［̈ｒ０＋
　ＡＥ（ρ０＋ｕ）̈θ＋２Ａｕ＋Ａｕ

。。－Ａ（ρ０＋ｕ）θ
２］×

　δｒ０＋［̈ｒ
Ｔ
０ＡＥ（ρ０＋ｕ）＋２θｕ（ρ０＋ｕ）－

　θ２（ρ０＋ｕ）
ＴＥ（ρ０＋ｕ）＋̈θ（ρ０＋ｕ）

Ｔ（ρ０＋ｕ）＋

　ｕ。。Ｅ（ρ０＋ｕ）］δθ＋ｒ̈
Ｔ
０Ａδｕ＋［̈θｂ（ρ０＋ｕ）

ＴＥＴ＋

　２θｂｕ
ＴＥＴ－θ２ｂ（ρ０＋ｕ）

Ｔ＋ｕ。。Ｔ］δｕ｝ｄＶ
（１２）

上式中的单下划线项在区间上的积分为零，这

可由前面的质心约束条件和线动量约束条件很容

易得到．这正是对于自由自由梁结构，选择瞬时质
心而非结构端点作为浮动坐标系原点所带来的优

势，为理论推导带来了方便，简化了后续运算．
将式（１１）带入（１２），得到

δＷｉｎ＝－∫Ｖγ｛̈ｘｂδｘｂ＋ｙ̈ｂδｙｂ＋［ｘ２＋̈θ（２ｘｗ１＋
　２ｘｗｃ＋ｗ

２
１＋ｙ

２ｗ′２２＋ｗ
２
２）＋２θ（ｘｗ１

。 ＋ｗ１
。ｗ１＋

　ｙ２ｗ′２ｗ′２＋ｘｗｃ
。 ＋ｗ２

。ｗ２）＋（ｘｗ２
。。＋ｗ２

。。ｗ１－

　ｗ１
。。ｗ２）］δθ－̈θ［ｗ２δｗ１－（ｘ＋ｗ１）δｗ２］－

　２θ［ｗ２
。δｗ１－ｗ１

。δｗ２］＋［ｗ１
。。δｗ１＋ｙ

２ｗ′２
。。　δｗ′２＋

　ｗ２
。。δｗ２］｝ｄＶ （１３）

由于ｗｃ本身为小量，因此上式中仅保留其一次
项，如ｗ１ｗｃ、ｗ２ｗｃ、ｗｃ

２等被忽略．
２．２　外力所作虚功

选取与状态向量相对应的外力

ＦＴ＝（ＦＸ ＦＹ Ｆθ Ｆ
Ｔ
ｗ１ Ｆ

Ｔ
ｗ２）

Ｔ （１４）

４２１
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其中ＦＸ、ＦＹ是合外力主矢在全局惯性坐标系中Ｘ、Ｙ
方向上的投影；Ｆθ是合外力关于梁结构质心的主力
矩；Ｆｗ１和Ｆｗ２是分别对应纵向和横向变形的外力主
矢分量，则外力所作虚功表示为

δＷｅ＝ＦＸδｘｂ＋ＦＹδｙｂ＋Ｆθδθ＋Ｆｗ１δｗ１＋Ｆｗ２δｗ２（１５）
２．３　虚应变能

对于ＥｕｌｅｒＢｅｒｎｏｕｌｌｉ梁，不考虑剪切和扭转，梁
上任意点纵向正应变可表示为

εｘ＝
ｕ１
ｘ
＋１２

ｕ１
( )ｘ

２

＋ 
ｕ２
( )ｘ[ ]

２

（１６）

假定梁处于线弹性范围，将式（８）带入并整理，仅
保留轴向伸缩应变能和横向弯曲应变能，得到

Ｕ＝１２∫ＶσｘεｘｄＶ＝１２∫ＬＥＦ
ｗ１
( )ｘ

２

ｄｘ＋

　１２∫ＬＥＩ
２ｗ２
ｘ( )２

２

ｄｘ （１７）

式中Ｉ为横截面抗弯刚度，表达式为

Ｉ＝∫Ａｙ２ｄＡ
由虚位移引起的结构应变能改变为

δＵ＝∫ＬＥＦｗ′１δｗ′１ｄｘ＋∫ＬＥＩｗ″２δｗ″２ｄｘ （１８）

２．４　分离变量
由于变形量ｗ１和ｗ２不仅是时间的函数，还是

材料坐标的函数，属于二元函数，只能得到偏微分

形式的动力学方程，很不利于方程的求解和分析．
通常需要对其进行变量分离处理：假设模态法和有

限元法．有限元可以模拟各种复杂形状和特殊边界
的结构，并且相对直观，程式化好，但自由度数目太

大，不利于后续控制系统的设计，因此这里选择假

设模态法进行变量分离．
取梁上任意点的轴向变形 ｗ１和横向变形 ｗ２

有如下分离变量形式

ｗ１（ｘ，ｔ）＝ψ（ｘ）ｑ（ｔ）

ｗ２（ｘ，ｔ）＝φ（ｘ）η（ｔ{ ）
（１９）

式中，ψ∈Ｒ１×ｎ和 φ∈Ｒ１×ｎ分别是梁纵向振动和横
向振动的振型函数矢量，ｑ∈Ｒｎ×１和 η∈Ｒｎ×１分别
对应于梁纵向振动和横向振动的模态坐标函数矢

量．对于自由自由边界梁，各阶振型函数可取为

ψｉ（ｘ）＝ｃｏｓ
ｉπ
Ｌｘ，ｉ＝１，２，…，ｎ （２０）

φｉ（ｘ）＝
１
２（ｃｈｋｉｘ＋ｃｏｓｋｉｘ）＋

λｉ
２（ｓｈｋｉｘ＋ｓｉｎｋｉｘ）

　ｉ＝１，２，…，ｎ （２１）
其中ｋｉ是ｃｈｋｉＬｃｏｓｋｉＬ＝１的第ｉ个根

ｘ＝ｘ＋Ｌ２，λｉ＝－
ｃｈｋｉＬ－ｃｏｓｋｉＬ
ｓｈｋｉＬ－ｓｉｎｋｉＬ

（２２）

由式（１９）可以得到式（１１）、（１５）和（１８）中各
变形相关量的变分为

δｗ１＝ψδｑ，δｗ２＝φδη
δｗ′２＝φ′δη，δｗｃ＝－η

ＴＣ（ｘ）δη
δｗ′１＝ψ′δｑ，δｗ″２＝φ″δη （２３）

其中：Ｃ（ｘ）＝∫
ｘ

０
φ′Ｔ（ξ）φ′（ξ）ｄξ

２．５　动力学方程
运用虚功原理

δＵ＝δＷｅ＋δＷｉｎ （２４）
其中，δＵ、δＷｅ、δＷｉｎ分别是虚位移引起的结构应变
能的改变、外力在虚位移上所作的虚功和惯性力在

虚位移上所作的虚功．
将式（１３）、（１５）、（１８）和（２３）代入到式（２４）

并整理，得到自由－自由边界柔性梁的一次近似刚
柔耦合动力学模型

ｍ１１ ０ ０ ｏ ｏ

０ ｍ２２ ０ ｏ ｏ

０ ０ ｍ３３ ｍ３４ ｍ３５
ｏ ｏ ｍ４３ Ｍ４４ Ｏ

ｏ ｏ ｍ５３ Ｏ Ｍ

















５５

ｘ̈ｂ
ｙ̈ｂ
θ̈

ｑ。。

η























。。

＋

　

０ ０ ０ ｏ ｏ
０ ０ ０ ｏ ｏ
０ ０ ０ ｏ ｏ
ｏ ｏ ｏ Ｋ４４ Ｏ

ｏ ｏ ｏ Ｏ Ｋ















５５

ｘｂ
ｙｂ
θ
ｑ
























η

＝

ＱＸ
ＱＹ
Ｑθ
Ｑｑ
Ｑ
























η

（２５）

其中各元素的具体表达式如下

ｍ１１＝Ｍｂ，ｍ２２＝Ｍｂ
ＱＸ＝ＦＸ，ＱＹ＝ＦＹ

ｍ３３＝∫Ｖγ［ｘ２ ＋２ｘψｑ＋ｑＴψＴψｑ＋
　ηＴ（φＴφ＋ｙ２φ′Ｔφ′）η －ｘηＴＣη］ｄＶ

ｍ３４＝ｍ
Ｔ
４３＝－∫Ｖγ［ηＴφＴψ］ｄＶ

ｍ３５＝ｍ
Ｔ
５３＝∫Ｖγ［ｘφ＋ｑＴψＴφ］ｄＶ

Ｍ４４＝∫ＶγψＴψｄＶ
Ｍ５５＝∫Ｖγ［φＴφ＋ｙ２φ′Ｔφ′］ｄＶ
Ｑθ＝Ｆθ－２θ∫Ｖγ［ｘψｑ。＋ｑＴψＴψｑ。＋
　ηＴ（φＴφ＋ｙ２φ′Ｔφ′）η。 －ｘηＴＣη。］ｄＶ
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Ｑｑ＝Ｆｑ＋θ
２∫ＶγｘψＴｄＶ＋２θ∫Ｖγ［ψＴφη。］ｄＶ

Ｑη＝Ｆη－２θ∫Ｖγ［φＴψｑ。］ｄＶ
Ｋ４４＝∫ｌＥＦψ′Ｔψ′ｄｘ－θ２∫ＶγψＴψｄＶ
Ｋ５５＝∫ｌＥＩφ″Ｔφ″ｄｘ＋
　θ２∫Ｖγ［ｘＣ－（φＴφ＋ｙ２φ′Ｔφ′）］ｄＶ （２６）

从式（２５）、（２６）可以看到：对于自由自由无
约束柔性梁在经历大范围运动过程中，其刚体平动

运动并不与柔性振动发生相互耦合作用；柔性振动

仅与大范围转动相互耦合，柔性振动的刚度项也仅

与转动速度有关而与平动无关．对上面表达式进行
不同程度的简化可得到如下四种模型：１）非耦合
模型，去掉有下划线的项可得，文献［１，２］采用的就

是该模型；２）零次近似模型，仅去除带实线方框的
项可得，“动力刚化”被提出之前采用该模型；３）零
次近似简化模型，去除零次近似模型中的轴向变形

方程可得，即令ｗ１＝０；４）一次近似模型．从表达式
可以看到：后三种均为耦合模型，其轴向和横向的

刚度与大范围转动速度有关，因此其频率也与结构

动力学中的固有频率意义不同；随着结构转动角速

度的增加，零次近似模型的刚度会变成负值，导致

发散解，这是不符合实际的；一次近似模型由于考

虑了横向变形对纵向变形的影响，即ｗｃ项的存在，
使得横向弯曲刚度恒大于零，但其轴向刚度却随着

转动角速度的增加而减小，最终变成负值．

３　对比验证

由前面的分析知道：结构横向弯曲刚度仅与转

动速度有关，故将零次近似模型弯曲刚度为零时的

转速作为临界转速，分别在低转速和临界转速两种

情况下，针对前面所述的几种模型，对它们的运动

轨迹进行仿真，通过对比说明它们之间的不同．仿
真计算全部基于Ｗｉｎｄｏｗｓ７．Ｘ６４位操作系统下的
大型数值计算软件Ｍａｔｌａｂ进行．根据文献［１，２］选取

如下典型的结构相关参数：梁长 Ｌ＝２００ｍ，质量为
Ｍｂ＝６００ｋｇ，均匀分布，截面尺寸为１ｍ×１ｍ，弹性
模量Ｅ＝１８１．７２ＭＰａ，临界转速为θ＝１．２５６６ｒａｄ／ｓ．

对比１：低转速情况．在轨搬运过程有其特殊
的工作环境，一般来讲，其运动速度都很小，故此情

况下选择文献［１，２］中的非耦合模型以及本文前面

介绍的零次近似简化模型和一次近似模型进行仿

真，通过结构在给定载荷作用下两端点的运动轨迹

曲线的对比，分析非耦合模型和耦合模型之间的差

距，并说明哪一种模型更适合作为运动控制系统设

计时的参考模型．
假设期望位置和期望时间分别用 Ｘｍ、Ｙｍ、θｍ、

Ｔｅ表示，则整定轨迹如下表示

ｘｄ＝
Ｘｍ
Ｔｅ
ｔ０≤ｔ＜Ｔｅ

Ｘｍ ｔ≥Ｔ{
ｅ

ｙｄ＝
Ｙｍ
Ｔｅ
ｔ０≤ｔ＜Ｔｅ

Ｙｍ ｔ≥Ｔ{
ｅ

θｄ＝
θｍ
Ｔｅ
ｔ０≤ｔ＜Ｔｅ

θｍ ｔ≥Ｔ{
ｅ

（２７）

取Ｘｍ＝２００ｍ、Ｙｍ＝２００ｍ、θｍ＝π／２、Ｔｅ＝２００ｓ，则结
构左、右端点的初始位置分别为：（－１００，０）、
（１００，０）；在该设计载荷作用下的最终位置应分别
为：（２００，１００）、（２００，３００），三种模型的仿真轨迹
曲线对比如图２～图３．

图２　左端点轨迹曲线

Ｆｉｇ．２　Ｔｒａｊｅｃｔｏｒｉｅｓｏｆｌｅｆｔｅｎｄｐｏｉｎｔ
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图３　右端点轨迹曲线

Ｆｉｇ．３　Ｔｒａｊｅｃｔｏｒｉｅｓｏｆｒｉｇｈｔｅｎｄｐｏｉｎｔ

图２～图３表示结构左、右端点到达期望位置
附近的局部放大图，选取时间间隔为１９５～２３０ｓ．由
于到达期望位置时，图中的Ｘ方向与结构横向弯曲
方向一致，而Ｙ方向与结构纵向振动方向一致，因
此仅给出Ｘ方向位置时间曲线（如图（ａ）、（ｂ））和
ＸＹ方向轨迹曲线（图（ｃ））．图中“Ｕｎ”代表非耦合
模型，“Ｓｚ”代表零次近似简化模型，“Ｆ”代表一次
近似模型．从图（ａ）中可以看到：非耦合模型与零
次近似简化模型位置偏差较为明显．从图（ｂ）中可
以看到：零次近似简化模型与一次近似模型的位置

偏差极小，可以认为两者一样．从图（ｃ）中可以看
出，非耦合模型、零次近似简化模型和一次近似模

型均能到达指定位置；但三种模型下结构端点到达

期望位置后都会出现一些残余振动，其中非耦合模

型端点轨迹变化保持在１９９～２０２ｍ，残余振动范围
约为２～３ｍ；零次近似简化模型和一次近似模型结
果相对比较一致，端点轨迹变化范围保持在１９７ｍ

～２０３ｍ，残余振动范围约为５～６ｍ；非耦合模型结
果明显偏小，说明其不能准确地描述结构动力学行

为．非耦合模型之所以有这样的结果正是其没有考
虑刚柔耦合作用的影响，对模型处理得过于简单而

导致，文献［１，２］直接采用该模型进行运动控制系统

设计很明显是不合适的，应当采用耦合模型．
刚柔耦合模型在数值计算时，会遇到“刚性”

问题而降低计算效率，零次近似简化模型由于耦合

较弱，所以计算效率会远远高于一次近似模型，其

仿真结果却又能和一次近似模型保持一致．通过以
上分析，可以知道对于在轨搬运过程这类低速运动

情况下，采用零次近似简化模型要优于非耦合模型

和一次近似模型．
对比２：临界转速情况．从式看到零次近似模

型的刚度随着转速增大而减小，而一次近似模型的

刚度随着转速增大而增大，两者有较大差异．此算
例用来验证零次近似简化模型、零次近似模型和一

次近似模型三种耦合模型在临界转速附近会有那

些不同，对大范围运动会造成哪些影响．
给出如下旋转力矩，结构在其作用下角速度会

从零增加至某一恒定值然后保持匀速转动，其中

ｆａｃ表示恒定转速与临界转速的比值．结构左端点、
中间点和右端点的初始位置分别为：（－１００，０）、
（０，０）、（１００，０），加载至恒转速后，中间点保持不
动仍为（０，０），两端点围绕中间点作周期性圆周运
动，其轨迹为以（０，０）为圆心，以１００为半径的圆．
三种模型的仿真轨迹曲线对比如图４～图６．

Ｆθ＝ｆａｃ
Ｊｓωｃ
Ｔｅ
１－ｃｏｓ２πＴｅ( )( )ｔ （２８）

图４～图６是当ｆａｃ＝０．８时结构达到恒速后左端
点、中间点和右端点的运动轨迹曲线．横坐标表示Ｘ
方向位置，纵坐标表示Ｙ方向位置．图中“Ｓｚ”代表

图４　左端点轨迹曲线

Ｆｉｇ．４　Ｔｒａｊｅｃｔｏｒｉｅｓｏｆｌｅｆｔｅｎｄｐｏｉｎｔ
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图５　中间点轨迹曲线

Ｆｉｇ．５　Ｔｒａｊｅｃｔｏｒｉｅｓｏｆｍｉｄｐｏｉｎｔ

图６　右端点轨迹曲线

Ｆｉｇ．６　Ｔｒａｊｅｃｔｏｒｉｅｓｏｆｒｉｇｈｔｅｎｄｐｏｉｎｔ

零次近似简化耦合模型，“Ｚ”代表零次近似模型，
“Ｆ”代表一次近似模型．可以看出，当结构转速接
近于临界转速时，零次近似简化模型和零次近似模

型的结果与一次近似模型的结果依然是吻合的，并

且结构运动轨迹符合预期的周期性圆周运动并保

持稳定，由此可见，由转速引起的刚度变化并没有

对大范围运动带来明显影响．
图７～图９是当 ｆａｃ＝１．２时结构达到恒速后

左端点、中间点和右端点的运动轨迹曲线．横坐标
表示 Ｘ方向位置，纵坐标表示 Ｙ方向位置．图中
“Ｓｚ”代表零次近似简化耦合模型，“Ｚ”代表零次近
似模型，“Ｆ”代表一次近似模型．可以看出，当结构
转速超过临界转速后，零次近似简化模型、零次近

似模型运动轨迹基本保持一致，但两者均出现了较

大的波动，偏离了预期的圆周轨迹，失去周期性，变

得不稳定，有发散的趋势，不符合基本物理事实；而

一次近似模型的运动轨迹与预期的圆周运动相吻

合，呈现周期性和稳定性的特点，与实际情况相符．
究其原因，零次近似简化模型和零次近似模型的刚

度随着转动角速度的增大而减小，超过临界转速后

会变成负值，使得结构横向弯曲振动发散，最终导

致大范围运动的失稳；而一次近似模型的刚度会随

着转动角速度的增大而增大，这正是 Ｋａｎｅ［３］所指
出的“动力刚化”现象．可见当转速达到并超过临
界转速的情况下，应采用一次近似模型作为系统的

刚柔耦合动力学模型．当然，关于零次近似简化模
型的适用范围的精确阐述和研究不在本文讨论范

围之内．

图７　左端点轨迹曲线

Ｆｉｇ．７　Ｔｒａｊｅｃｔｏｒｉｅｓｏｆｌｅｆｔｅｎｄｐｏｉｎｔ

图８　中间点轨迹曲线

Ｆｉｇ．８　Ｔｒａｊｅｃｔｏｒｉｅｓｏｆｍｉｄｐｏｉｎｔ

图９　右端点轨迹曲线

Ｆｉｇ．９　Ｔｒａｊｅｃｔｏｒｉｅｓｏｆｒｉｇｈｔｅｎｄｐｏｉｎｔ
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４　结论

基于浮动坐标系对柔性空间结构在轨搬运过

程的刚柔耦合动力学问题进行了研究，建立了自由

自由边界细长柔性空间梁大范围运动的几种动力
学模型，通过与文献［１，２］中的非耦合模型及不同转

速情况下的仿真对比，可得到以下几个结论：（１）
在轨搬运过程中采用非耦合模型的结果是不准确

的，依此设计运动控制系统的效果令人质疑；（２）
在轨搬运过程可采用零次近似简化模型，比非耦合

模型结果更准确可靠；（３）耦合模型的刚度与大范
围平动无关，仅与大范围转动有关，与结构动力学

意义下的刚度有本质区别；（４）一次近似模型比零
次近似模型更为准确地描述了耦合效应的本质；

（５）零次近似模型的适用范围和结构转速有关，但
不能简单的仅通过临界转速进行判断．上述对比结
果为细长柔性空间结构在轨装配过程运动控制系

统设计提供了依据．
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