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自由运行结构动态载荷识别的格林函数法
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摘要　将Ｇｒｅｅｎ函数法应用于平动自由结构的载荷识别问题．不计刚柔耦合效应，建立测点的绝对运动加

速度和动态激励的卷积关系，Ｇｒｅｅｎ核函数由整体刚体运动与弹性振动的脉冲响应迭加而成，采用正则化方

法求解反卷积问题．对自由梁和组合薄壁结构给出两个算例，以数值仿真结果叠加２０％噪声水平的随机噪

声模拟实测响应，结果表明，Ｇｒｅｅｎ函数法能有效地反演复杂平动自由结构的动载荷，正则化方法求解此类

问题的稳健性和耐噪性强．文中得到的Ｇｒｅｅｎ函数法对复杂自由结构体系的动载荷反演具有应用潜力．
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引言

自由结构载荷的时域识别技术在航空航天工

程领域有重要的应用价值，如通过飞行试验所积累

的有关力学环境的遥测数据估计飞行器飞行过程

中所承受的外载荷，或者基于少量实测数据预示整

个飞行器的动力学响应，这对运载工具和飞行器结

构的优化设计是极其必要的．目前，人们已发展了
较多的载荷时域识别方法．其中一类是通过模态叠
加将问题变换到模态空间中反求模态力［１－５］；另一

类应用较广泛的方法是基于线性叠加原理将响应

与动态力的关系通过卷积表示［６］，求解卷积方程得

到动载荷的时间历程，Ｄｏｙｌｅ［７］结合小波变换与傅
里叶变换的反卷积方法实现载荷重构．Ｌｉｕ与
Ｈａｎ［８］对复合材料层合板施加Ｇｒｅｅｎ脉冲载荷函数
与Ｈｅａｖｉｓｉｄｅ阶跃载荷函数，由动力学响应确定卷
积中的核函数；韩旭和刘杰等［９，１０］基于正则化方法

求解数值离散后的反卷积方程，分析多源动态载荷

反求问题；王晓军、杨海峰和邱志平等［１１］基于

Ｇｒｅｅｎ函数方法研究动态载荷的区间识别方法．对
自由结构，其运动耦合了整体刚体运动，人们也发

展了一些特殊的方法来识别动载荷，Ｋｒｅｉｔｉｎｇｅｒ和
Ｌｕｏ［１２］提出了计权加速度法（ＳＷＡＴ），利用测量的
加速度值乘以计权系数得到动态载荷的等效合力，

关键是难以确定计权系数；朱斯岩与朱礼文［１３］将

模态矢量按测点自由度归一化，构造运载火箭动态

载荷的识别方法；毛玉明和郭杏林等［１４］通过模态叠

加法，将弹性模态与整体刚体运动分离，在弹性振动

的状态空间中建立反求模型，得到自由自由运行结
构体系的载荷．本文将 Ｇｒｅｅｎ函数法应用于具有整
体刚体平动的自由结构载荷识别问题，考虑到加速

度是容易测到的响应信号，为此，本文的工作侧重于

基于测点的绝对运动加速度反求动载荷，为自由运

行的复杂结构体系发展不同的载荷反演途径．

１　响应与激励的卷积关系及其离散

假设结构的动力学特性是线性时不变的，忽略

刚柔耦合效应，整体刚体平动自由结构的动力学
方程表示为

Ｍｙ̈＋Ｃｙ＋Ｋｙ＝Ｐ（ｔ） （１）
式中 Ｍ、Ｃ和 Ｋ分别为质量、阻尼与刚度矩阵．将
系统的绝对运动分解为整体刚体运动和弹性振动

运动之和，即

ｙ＝ｙＲ＋ｙＥ （２）
式中下标“Ｒ”和“Ｅ”分别表示刚体运动和弹性振
动．由模态叠加法求解式（１），令
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式中ΦＲ是整体刚体运动模态矩阵；ΦＥ是弹性振
动模态矩阵；ｑＲ和ｑＥ分别是整体刚体运动和弹性
运动的模态坐标．结合式（３）和式（１），得到
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式中ωｉ和ξｉ分别为弹性振动的各阶频率和模态阻
尼比；ＱＥ和ＱＲ分别为弹性振动模态力与整体刚体

运动模态力，且有ＱＥ＝（ΦＥ）
ＴＰ，ＱＲ＝（ΦＲ）

ＴＰ．
将结构所受任意动态载荷历程在时域内表示

为

Ｆ（ｔ）＝∫
ｔ

０
δ（ｔ－τ）Ｆ（τ）ｄτ （５）

式中 Ｄｉｒａｃ函数 δ表示作用于结构的单位冲激载
荷．由式（４）可直接导出单位冲激函数产生的弹性
振动和整体运动的模态加速度脉冲响应，即载荷作

用点到加速度响应测点的Ｇｒｅｅｎ函数．考虑零初始
条件，且设初瞬时，载荷值等于零，则依线性叠加原

理得到测点的绝对加速度响应与激励的卷积关系

ｚ̈（ｘ，ｔ）＝∫
ｔ

０
［ｇＥ（ｘ，ｔ－τ）＋ｇＲ（ｘ，ｔ－τ）］Ｆ（τ）

ｄτ （６）
式中ｘ表示载荷作用点；ｇＥ（ｘ，ｔ）和ｇＲ（ｘ，ｔ）分别是
弹性振动和整体刚体运动的Ｇｒｅｅｎ核函数．

在时间域内用 ｍ个等间隔的采样点进行离
散，令Δｔ为离散的采样时间间隔，̈ｚｉ和Ｆｉ是ｔ＝ｉΔｔ
时的加速度和待反求的载荷值，式（６）可离散为如
下形式
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式中ｇｉ＝ｇＥ（ｘ，ｔｉ）＋ｇＲ（ｘ，ｔｉ）．上式简单表示为
ｚ̈＝ＧＦ （８）

式中Ｇ为Ｇｒｅｅｎ核函数矩阵．
当结构受到多个载荷作用时，系统总的绝对加

速度响应是各载荷引起的加速度响应的线性叠加，

故可将多源载荷问题表示为式（８）所示形式［９］．

２　反问题求解的正则化方法

计入响应数据中的误差或噪声，式（８）改写成
如下形式

ｚ̈δ＝ＧＦ＋ｅｒｒ （９）
式中ｅｒｒ为响应测量产生的误差，̈ｚδ为具有测量噪
声的加速度响应数据，Ｆ表示真实的动态载荷．

对核函数矩阵Ｇ作奇异值分解，有
Ｇ＝Ｕ·Ｄｉａｇ（σｉ）·Ｖ

Ｔ （１０）
式中σｉ（ｉ＝１，２，…，ｍ）为奇异值，Ｕ＝（ｕ１，ｕ２，

…，ｕｍ）和Ｖ＝（ｖ１，ｖ２，…，ｖｍ）分别是左奇异值和

右奇异值向量矩阵，并满足 ＵＴＵ＝ＶＴＶ＝Ｉ，其中 Ｉ
是单位矩阵．设矩阵 Ｇ可逆，由式（７）得估计的动
态外载荷Ｆδ为

Ｆδ＝Ｖ·Ｄｉａｇ（σ－１ｉ ）·Ｕ
Ｔｚ̈δ

＝Ｆ＋∑
ｍ

ｉ＝１
σ－１ｉ ｕＴｉ·( )ｅｒｒｖｉ （１１）

式（１１）表明，动态外载荷的估计值 Ｆδ与真实值之
间的误差主要是由于两个因素导致的，一是测量响

应数据中不可避免的噪声，二是系统固有的核函数

矩阵的小奇异值．
本文采用正则化方法反求式（８），引入正则化

算子ｆ（α，σｉ），当小奇异值 σｉ趋于零，ｆ（α，σｉ）／σｉ
也趋于零，由此可得到实际载荷的一个稳定的近似

估计

Ｆα，δ＝Ｖ·Ｄｉａｇ（ｆ（α，σｉ）σ
－１
ｉ ）·Ｕ

Ｔｚ̈δ

＝∑
ｍ

ｉ＝１
ｆ（α，σｉ）σ

－１
ｉ ｕＴｉｚ̈( )δｖｉ （１２）

式中α是正则化参数．若取正则化算子

ｆ（α，σ）＝
１，σ２≥α

０，σ２＜{ α
（１３）

得到截断奇异值分解（ＴＳＶＤ）算法［１５］．采用广义交
叉验证准则（ＧＣＶ）［１６］得到α，构造如下函数

Ｖ（α）＝
Ｅ̈ｚδ

２

［ｔｒ（Ｅ）］２
（１４）

式中，Ｅ＝Ｉ－Ｇ［ＧＴＧ＋αＩ］－１ＧＴ，其中 Ｉ为单位矩
阵；ｔｒ（Ｅ）表示Ｅ的迹．函数 Ｖ（α）的极小值点就是
ＧＣＶ准则所确定的正则化参数．

３　算例分析

首先考虑一自由梁，取自文献［１３］给出的飞行
器简化模型，由一个长５０ｍ、直径为３ｍ、壁厚为０．
００５ｍ的铝质圆筒构成．如图１所示，其有限元模型
共有１０１个节点，１００个单元，在各个节点上加１６００
ｋｇ的等效集中质量．在底部节点１作用轴向载荷Ｆ
（ｔ）＝１．７×１０６（１－ｅ－５ｔ）＋５×１０４ｓｉｎ（１０πｔ）．

图１　自由运行飞行器简化模型

Ｆｉｇ．１　Ｓｉｍｐｌｉｆｉｅｄｍｏｄｅｌｏｆｓｐａｃｅｖｅｈｉｃｌｅｉｎ

ｕｎｃｏｎｓｔｒａｉｎｅｄｓｔａｔｅ

６７
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以节点４０的响应作为反求输入，首先在载荷作
用点１施加单位冲激脉冲力，计算４０节点的绝对加
速度响应，由此确定Ｇｒｅｅｎ函数．然后，进行Ｆ（ｔ）作
用下的正问题计算，得到４０节点的绝对加速度响
应，将其迭加噪声水平为２０％的随机噪声来模拟实
验测量的响应，带噪的加速度响应可用下式表示

ｚ̈ｅｒｒ＝̈ｚ＋０．２·ｓｔｄ（̈ｚ）·ｒａｎｄ（－１，１） （１５）
式中，ｒａｎｄ（－１，１）是［－１，１］之间的随机数，ｓｔｄ（̈ｚ）
是标准差．计入噪声后，节点４０的绝对加速度响应
由图２给出，由此得到的载荷识别结果示于图３．

图２　节点４０的绝对加速度响应历程

Ｆｉｇ．２　Ｔｈｅｒｅｓｐｏｎｓｅｈｉｓｔｏｒｙｏｆａｂｓｏｌｕｔｅａｃｃｅｌｅｒａｔｉｏｎｆｏｒｎｏｄｅ４０

图３　自由梁的实际载荷与识别出的载荷

Ｆｉｇ．３　Ｔｈｅａｃｔｕａｌｌｏａｄａｎｄｉｄｅｎｔｉｆｉｅｄｌｏａｄｏｎｆｒｅｅｂｅａｍ

从图中可见，反演出的载荷与实际载荷吻合较

好．再考虑图４（ａ）所示某复杂组合结构，由联接
于底部的内外加筋薄壁构件组成，其中，内部结构

包含薄壁圆筒、纵向和横向隔板．在底圈受轴向力
作用，结构发生沿ｚ向的整体平动和较强烈的结构
振动．对组合结构用板壳单元和梁单元划分有限元
网格，如图４（ｂ）所示，其中，底圈上的节点均匀分
布．在底圈各节点上施加均匀的半正弦冲击力 Ｆ
（ｔ），冲击时间为５０ｍｓ，幅值为１０００Ｎ．以图４（ａ）
所示的内部结构纵向板中部的节点 Ａ为反求的输
入点．统一取０．０３的模态阻尼比，与前面算例的过

程类似，模拟实验测量的加速度响应示于图５．反
演出的载荷由图６给出．可见，反求结果与实际载
荷吻合较好．

图４　组合薄壁结构与分析模型

Ｆｉｇ．４　Ｃｏｍｐｏｓｉｔｅｔｈｉｎ－ｗａｌｌｅｄｓｔｒｕｃｔｕｒｅａｎｄｉｔｓａｎａｌｙｓｉｓｍｏｄｅｌ

图５　节点Ａ的绝对加速度响应历程

Ｆｉｇ．５　ＴｈｅｒｅｓｐｏｎｓｅｈｉｓｔｏｒｙｏｆａｂｓｏｌｕｔｅａｃｃｅｌｅｒａｔｉｏｎｆｏｒｎｏｄｅＡ

图６　组合薄壁结构的实际载荷与识别出的载荷

Ｆｉｇ．６　Ｔｈｅａｃｔｕａｌｌｏａｄａｎｄｉｄｅｎｔｉｆｉｅｄｌｏａｄｏｎｃｏｍｐｏｓｉｔｅ

ｔｈｉｎｗａｌｌｅｄｓｔｒｕｃｔｕｒｅ

综合两个算例的分析结果可见，虽然计入了较

高水平的随机噪声，载荷反演仍然保持了良好的精

度．进一步的数值实验表明，将反求输入测点选在

７７
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沿ｚ向局部刚度较大的部位，有望提高动载荷反演
的稳健性．这些特征提示，由于耦合了整体运动，核
函数矩阵的病态性得到了一定改善，在局部刚度较

大的部位，整体运动的加速度占绝对运动加速度的

比例高，由此使得正则化方法的稳健性和耐噪性得

到提高．

４　结论

将Ｇｒｅｅｎ核函数耦合整体刚体运动与弹性振
动的脉冲响应，结合正则化求解，以测点的绝对运

动加速度响应为输入反演整体平动自由结构的动

载荷，数值仿真算例验证了方法的有效性，反求结

果的精度较高．数值试验结果也提示，整体刚体运
动的引入降低了反求问题的病态性．选取局部刚性
较大的测点位置，有望提高正则化方法的稳健性和

耐噪性，以克服实际应用中加速度信号易受噪声污

染这一问题．总之，基于绝对加速度反求的 Ｇｒｅｅｎ
函数法对复杂的自由运行结构体系的动载荷反求

问题具有明显的应用潜力．
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