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摘要　研究了外加周期信号作用下，相关高斯乘性和加性白噪声激励下周期势系统的随机共振．利用线性

响应理论，计算了系统输出信号的功率谱密度、振幅、相位差．研究结果表明：当加性噪声强度和关联系数不

变的情况下，通过调整乘性噪声强度可以出现随机共振；关联系数的正负以及大小对随机共振的影响较小．

当乘性噪声强度较小时，输出信号的振幅和相位差曲线有一个单峰出现，即出现随机共振现象，能量从噪声

向信号进行转化．随着噪声强度的增大，随机共振现象消失，噪声由增大系统的有序程度渐渐变为增大系统

的无序程度．
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引言

１９８１年，Ｂｅｎｚｉ等［１－２］提出了“随机共振”的概

念并用来解释第四纪全球气象冰川期问题．此后，
随机共振及其相关问题的研究成为物理、生物、化

学、电子等各领域研究的热点问题［３－８］．在实际问
题中，大多情况下乘性和加性噪声具有相关

性［９－１５］．曹力等［９］将噪声之间的互关联性引入双

稳系统的研究，并给出了相应的一致有色噪声近

似．李静辉等［１０］发现噪声之间的关联性能诱导非

平衡系统的相变．Ｍｅｉ和Ｘｉｅ等［１２－１３］将噪声之间的

互关联性引入非线性动力系统的逃逸问题，发现噪

声关联性能诱导平均首次穿越时间的曲线出现共

振和抑制现象．罗晓琴等［１４］讨论了由两种不同色

噪声和周期信号激励的双稳系统的随机共振现象．
靳艳飞等［１５－１６］研究了色噪声参数激励和周期调制

噪声外激励联合作用下线性系统的随机共振．李贝
等［１７］研究了色关联的乘性和加性高斯色噪声驱动

的分段非线性系统的平均首次穿越时间．
以往随机共振的研究大多集中于经典双稳系

统，随着研究的深入，人们开始把研究对象拓展到

多稳系统，如：周期势系统．布朗粒子在周期势系统
中的动力学机制在物理学和化学中的很多应用中

都是一个很重要的问题，比如超导体中离子的运

动、约瑟夫森节中超电流的波动等．胡岗和Ｆｒｏｎｚｏｎｉ
等［１８－１９］分别对附加了一个倾斜的周期势场中的随

机共振以及噪声驱动下的粒子传输进行了研究．
Ｋｉｍ和Ｓｕｎｇ［２０］利用数值方法对没有附加倾斜的势
场中的随机共振进行了研究．Ｓａｉｋｉａ和 Ｒｅｅｎｂｏｈｎ
等［２１－２２］用一种新的方法对欠阻尼情况下周期势场

中粒子的扩散运动进行了数值模拟．
针对具有相关乘性和加性的噪声激励的周期

势系统的随机共振研究较少．本文研究了带有外加
周期信号的周期势系统在相互关联的高斯白噪声

激励下的随机共振情况．利用线性响应理论，以系
统输出信号的功率谱密度、振幅、相位差作为随机

共振的衡量指标，讨论了噪声强度、噪声互相关系

数对系统随机共振的影响．

１　模型的建立

外加周期信号和相关加性和乘性高斯白噪声

激励下，周期势系统的郎之万方程为：
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ｘ̈（ｔ）＋γｘ（ｔ）＝
　ｃｏｓｘ＋Ｆ０ｃｏｓω０ｔ＋ｃｏｓｘ·ξ（ｔ）＋η（ｔ）， （１）
其中，ｘ（ｔ）和 ｈ（ｔ）是相关的高斯白噪声，它们

的统计性质满足如下条件：

〈ξ（ｔ）〉＝０，〈ξ（ｔ）ξ（ｔ′）〉＝２Ｑδ（ｔ－ｔ′）．
〈η（ｔ）〉＝０，〈η（ｔ）η（ｔ′）〉＝２Ｄδ（ｔ－ｔ′）．

〈ξ（ｔ′）η（ｔ）〉＝〈ξ（ｔ）η（ｔ′）〉＝２λ槡ＤＱδ（ｔ－ｔ′）．
（２）

其中，Ｑ和 Ｄ分别为乘性噪声强度和加性噪
声强度，λ是乘性噪声和加性噪声之间的相关系
数．

首先，对（１）式进行如下变换：

η１（ｔ）＝η（ｔ）－λ槡Ｄ／Ｑξ（ｔ）． （３）
利用（３）式将（１）式变换为
ｘ̈（ｔ）＋γｘ（ｔ）＝ｃｏｓｘ＋Ｆ０ｃｏｓω０ｔ＋（ｃｏｓｘ＋

　λ槡Ｄ／Ｑ）·ξ（ｔ）＋η１（ｔ）， （４）
其中ξ（ｔ）和η１（ｔ）是不相关的高斯白噪声：
〈η１（ｔ）η１（ｔ′）〉＝２Ｄ（１－λ

２）δ（ｔ－ｔ′）． （５）
这样，所研究的系统就转化成了不相关的白噪

声激励下的周期势系统．对（１）式的数值积分就可
以转变成对（４）式的数值积分．对（４）式进行变量
替换，即可得到如下随机微分方程组：

ｘ（ｔ）＝ｖ（ｔ），
ｖ（ｔ）＝－γｖ（ｔ）＋ｃｏｓｘ＋Ｆ０ｃｏｓω０ｔ＋

　（ｃｏｓｘ＋λ槡Ｄ／Ｑ）·ξ（ｔ）＋η１（ｔ）
{

．

（６）

下面采用Ｈｅｕｎ［２３］方法对（６）式应用 ＭＡＴＬＡＢ
编程进行数值积分，所选参数分别为ｄｔ＝０．１，Ｆ０＝
０．２，ω０＝π／４，且本文参数均为无量纲．

２　随机共振的标准

因为存在外加的周期信号，如果系统在噪声的

作用下会产生随机共振，那么系统的平均输出响应

ｘ（ｔ）应该具有和输入信号相等的频率，因此平均输
出响应ｘ（ｔ）的功率谱密度 ＰＳＤ在频率 ω＝１／Ｔ０＝
ω０／２π＝０．１２５一定有一个峰值，而且在产生随机
共振所对应的噪声强度下 ω＝０．１２５附近的 ＰＳＤ
一定也是最大的．所以可以把 ω＝ω０处的 ＰＳＤ值
作为随机共振的一个标准．

另外，按照线性响应理论，输出响应的幅值和

相位差也可以作为随机共振的判断标准．对于输出
响应的幅值，我们既可以根据图像进行拟合，又可

以根据线性响应理论来求解．根据线性响应理论，
输出响应ｘ（ｔ）的统计均值可以写为

〈ｘ（ｔ）〉＝Ａｃｏｓ（ω０ｔ＋φ）． （７）

类似的我们可以写出

Ａ１＝〈ｘ（ｔ）ｃｏｓ（ω０ｔ）〉ｔ
Ａ２＝〈ｘ（ｔ）ｓｉｎ（ω０ｔ）〉{

ｔ

（８）

则（７）式中的幅值和相位差可以表示为

Ａ＝ （Ａ２１＋Ａ
２
２槡 ），φ＝－ａｒｃｔａｎ

Ａ１
Ａ２
． （９）

根据（８）式和（９）式，我们可以利用 Ａ和 φ随
着噪声强度的变化曲线来判断随机共振的发生．

３　数值分析

首先，我们仅考虑在加性噪声强度 Ｄ＝０．００２
和关联系数λ＝０．９都固定不变的情况下，乘性噪
声强度Ｑ对系统随机共振的影响．

图１给出了乘性噪声强度 Ｑ对平均输出响应
ｘ（ｔ）的功率谱密度 ＰＳＤ的影响．由图可见，Ｑ＝０．
０３时，ＰＳＤ在ω＝０．１２５时的峰值是最高的，由此
可以初步判断在该组参数设定下，随机共振是发生

的，并且在Ｑ＝０．０３时达到最大．

图１　系统输出信号的ＰＳＤ作为频率ω的函数

随不同噪声强度变化的曲线

Ｆｉｇ．１　ＳｙｓｔｅｍｏｕｔｐｕｔｓｉｇｎａｌＰＳＤｔｏｆｒｅｑｕｅｎｃｙωｒｅｌａｔｉｏｎｓｈｉｐｓ

ｗｉｔｈｄｉｆｆｅｒｅｎｔｎｏｉｓｅｉｎｔｅｎｓｉｔｙ

为了进一步确定随机共振是否发生，我们还对

（８）式中的Ａ和φ进行了计算，并绘制了它们和 Ｑ
的关系曲线，如图２和图３所示．从图中我们可以
看出随机共振确实发生．在图２中，我们可以看到
Ｑ≤０．０３时，当增大Ｑ时，平均输出信号 ｘ（ｔ）的幅
值Ａ整体也是增大的；当 Ｑ＝０．０３时平均输出信
号ｘ（ｔ）的幅值 Ａ达到了一个最大值，此时能量从
噪声向信号转移的最多，达到了类似于传统意义上

的“共振”．随着Ｑ的继续增大，平均输出信号ｘ（ｔ）
的幅值Ａ又开始下降，这说明能量从噪声向信号的
转移开始变少．当 Ｑ继续增大（Ｑ≥０．１５）时，我们
发现平均输出信号ｘ（ｔ）的幅值 Ａ开始小于输入信
号的幅值，这说明此时的噪声不再增强系统的有序

程度，而是开始增大系统的无序程度．从图２中我

０６
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们还可以看出，只有当乘性噪声强度很小的时候，

系统才会发生随机共振．除了平均输出信号的幅值
以外，我们还研究了输出信号 ｘ（ｔ）与输入信号之
间的相位差与乘性噪声强度 Ｑ的关系．在图３中，
我们看到平均输出信号 ｘ（ｔ）与输入信号之间的相
位差随着 Ｑ的增大出现一个极大值，说明系统存
在随机共振现象．

图２　输出信号的幅值在Ｄ＝０．００２，λ＝０．９时随着乘性噪声

强度变化的曲线

Ｆｉｇ．２　Ｏｕｔｐｕｔａｍｐｌｉｔｕｄｅｔｏｍｕｌｔｉｐｌｉｃａｔｉｖｅｎｏｉｓｅｃｕｒｖｅ

ｗｈｅｎＤ＝０．００２，λ＝０．９

图３输出信号的相位差在Ｄ＝０．００２，λ＝０．９时随着

乘性噪声强度变化的曲线

Ｆｉｇ．３　Ｏｕｔｐｕｔｐｈａｓｅｄｉｆｆｅｒｅｎｃｅｔｏｍｕｌｔｉｐｌｉｃａｔｉｖｅｎｏｉｓｅｃｕｒｖｅ

ｗｈｅｎＤ＝０．００２，λ＝０．９

下面我们研究加性噪声和乘性噪声之间的关

联系数λ对系统随机共振的影响．固定乘性噪声强
度和加性噪声强度，令关联系数分别取互为相反数

的两个数，来研究互为相反数的关联系数对系统的

影响．令Ｑ＝０．１和Ｄ＝０．００２，研究了λ＝±０．８时
系统的平均输出信号的时间历程图．在图４中，我
们可以看出随着时间的增长，平均输出信号是有着

多次的反转的（即上升或是下降），而当 λ互为相
反数时，系统的平均输出信号走势基本是相反的，

但是它们每次上升或者下降的幅度基本是一致的，

而且在相同的时间段内，它们的信号幅值基本也是

一样的．图５是截取图４的一部分进行了放大，从
图中就可以比较清晰的看出来 λ并不影响输出信

号幅值的大小．

图４　λ＝±０．８时系统的平均输出信号的时间历程图

Ｆｉｇ．４　Ｔｉｍｅｈｉｓｔｏｒｙｏｆｔｈｅａｖｅｒａｇｅｏｕｔｐｕｔｓｉｇｎａｌｆｏｒｓｙｓｔｅｍｘ（ｔ）

ｗｈｅｎλ＝±０．８

图５　图４的局部放大图

Ｆｉｇ．５　ＰａｒｔｉａｌｅｎｌａｒｇｅｄｖｉｅｗｏｆＦｉｇ．４

其次，我们研究了互为相反数的关联系数对随

机共振的影响．首先我们固定Ｄ＝０．００２保持不变，
令λ分别为－０．４和０．４，画出了它们对应的平均
输出信号幅值相对于乘性噪声强度 Ｑ的曲线，如
图６．在图６中，曲线是 λ＝－０．４所对应的曲线，
而点是λ＝０．４时所对应的点，我们可以看出，大
部分的点都落在了曲线附近，而且整体的变化趋
势是一致的，由此可见只要关联系数的绝对值一

样，那么平均输出信号的幅值大小基本是不变的．

在图７中，我们绘制了λ取互为相反数的两个
数时，平均输出信号和输入信号之间的相位差以及

平均输出信号的导数（即平均输出速度）与输入信

号之间的相位差 φ随乘性噪声强度 Ｑ变化的曲
线．从图中我们可以观察到，λ＝±０．９所对应的平
均输出信号和平均输出速度的相位差曲线几乎完

全重合在了一起，峰值处所对应的 Ｑ也是相同的．
这就说明了关联系数的符号对相位差的影响是很

小的．另外，λ＝０．９所对应的平均输出信号相位差
和平均速度相位差的变化规律是一样的，只是平均

拉开了一个距离，这个距离正好等于 π／２，而这也

１６
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图６　λ＝±０．４时的平均输出信号幅值随Ｑ的变化曲线

Ｆｉｇ．６　Ａｍｐｌｉｔｕｄｅｏｆｔｈｅａｖｅｒａｇｅｏｕｔｐｕｔｓｉｇｎａｌｔｏｍｕｌｔｉｐｌｉｃａｔｉｖｅ

ｎｏｉｓｅｃｕｒｖｅｗｈｅｎλ＝±０．４

正好是符合线性响应理论的，在线性响应理论中，

平均输出信号和平均速度之间就是相差π／２．

图７　λ＝±０．９时的平均输出信号和速度的相位差随Ｑ的变化曲线

Ｆｉｇ．７　Ｐｈａｓｅｄｉｆｆｅｒｅｎｃｅｏｆａｖｅｒａｇｅｏｕｔｐｕｔｓｉｇｎａｌａｎｄｖｅｌｏｃｉｔｙｔｏ

ｍｕｌｔｉｐｌｉｃａｔｉｖｅｎｏｉｓｅｒｅｌａｔｉｏｎｓｈｉｐｓｗｈｅｎλ＝±０．９

最后，我们就研究了不同大小的关联系数对系

统随机共振的影响．从图８和图９中我们可以看出
来，虽然 λ从０逐渐增大到１，但是对平均输出信
号的幅值和相位差随乘性噪声强度的变化规律的

影响很小，尤其是平均输出信号的幅值和相位差取

得峰值时所对应的最佳噪声强度都没有发生变化，

因此我们可以说关联系数对随机共振的影响很小．

４　结论

本文主要研究了周期信号和白关联的加性和

乘性高斯白噪声激励下，周期势系统的随机共振．
利用线性响应理论，定义了系统响应的幅值和相位

差，并作为随机共振的判断标准．通过讨论乘性和
加性噪声对系统响应的功率谱密度、幅值和相位差

系统的影响，我们发现：在系统加性噪声和关联系

数不变的情况下，通过调节乘性噪声强度可以达到

随机共振．噪声之间的关联系数的大小和正负对随
机共振的影响是比较小的．

图８　系统平均输出信号幅值作为Ｑ的函数随λ变化的曲线

Ｆｉｇ．８　Ａｍｐｌｉｔｕｄｅｏｆｔｈｅａｖｅｒａｇｅｏｕｔｐｕｔｓｉｇｎａｌｔｏ

ｍｕｌｔｉｐｌｉｃａｔｉｖｅｎｏｉｓｅｃｕｒｖｅｓｆｏｒｄｉｆｆｅｒｅｎｔλ

图９　系统平均输出信号相位差作为Ｑ的函数随λ变化的曲线
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