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空间机械臂柔性连杆的弯曲形状
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摘要　研究单连杆旋转柔性空间机械臂的弯曲形状，以确定空间柔性机械臂末端的位置．在考虑连杆变形

对力矩影响和曲率表示式中不忽略形状函数一阶导数平方的情况下，利用 Ｔａｙｌｏｒ展式表示连杆的变形，导

出了连杆变形的数学模型．通过降阶方法导出形状函数一阶导数的解析式，并给出了由此解析式利用数值

积分确定形状函数的方法．给出了利用二分法确定变形后的连杆在其固连坐标系中最大横坐标的方法．针

对一组参数进行了仿真，证实了这种方法确定空间柔性机械臂末端的位置的可行性．
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引言

空间机械臂作为航天器上一种重要的工具，可

以完成释放、回收卫星以及空间站的在轨装配、维

修等各种任务，并可以作为航天员出舱工作的辅助

工具，甚至替代航天员的部分工作．为了提高操作
的机动性和灵活性，空间机械臂一般都具有轻质、

大跨度的特点，这注定空间机械臂是一种柔性机械

臂，末端位置的确定成为控制的主要难点［１－３］．柔
性机械臂是一个高度非线性、强耦合动力学系统，

建立精确的、适用柔性机械臂的数学模型相当困

难．常用的柔性机械臂连杆模型有 ＥｕｌｅｒＢｅｒｎｏｕｌｌｉ
梁和Ｔｉｍｏｓｈｅｎｋｏ梁两种，使用较多的是 ＥｕｌｅｒＢｅｒ
ｎｏｕｌｌｉ梁模型．但由于ＥｕｌｅｒＢｅｒｎｏｕｌｌｉ梁模型忽略了
剪切形变导致的力矩变化，也忽略了曲率表示式中

弯曲位移一阶导数的平方项［４］，只适用与小变形的

场合．此外，由于描述柔性机械臂动力学的数学模
型是高阶偏微分方程，一般情况下无法得到该方程

的严格解析解．因此需要将方程离散化．离散化方
法的优劣直接关系到方程的精确程度．目前常采取
的离散化方法大致主要是有限元法、有限段法、集

中质量法和假设模态法等．应用较多是有限元方法
和假设模态法．有限元方法所建立的系统动力学方
程维数十分庞大，不便于后续的控制设计［５－６］．假

设模态法的核心是将弹性变形表示为时间 ｔ和位
置ｘ的分离函数之积的无穷级数形式，即假定

ｗ（ｘ，ｔ）＝∑
!

ｉ＝１
φｉ（ｘ）ｑｉ（ｔ）

其中ｗ（ｘ，ｔ）为弹性变形φｉ（ｘ）为第 ｉ阶振型函数，

ｑｉ（ｔ）为与之对应的模态坐标
［７－８］．按照数学物理

方程中分离变量法的理论，微分方程及其边界条件

只要满足一定要求，方程的解就可以展开成Ｆｏｕｒｉｅｒ

级数［１０］，因此将变形表示成 ｗ（ｘ，ｔ）＝∑
!

ｉ＝１
φｉ（ｘ）ｑｉ

（ｔ）无可厚非，但在实际应用中无法将无穷级数用
于变形的计算，只能取级数的前几项作为变形近似

表示，级数的收敛速度越慢，解的误差越大，因此只

能用于小变形的情形［１１］．
文献［１２］对柔性机械臂的弯曲形状进行了初

步研究，得到了一组非线性、时变、强耦合的偏微分

积分方程．由于方程太复杂，要得到精确的解析解
几乎是不可能的，因此最终还是采用假设模态法和

有限元方法，将此连续系统离散化，即把具有无限

多个自由度的柔性体连续离散模型离散为只有有

限个自由度的系统，并由此求出连续系统近似解．
与其建立复杂的模型然后求近似解，倒不如建

立近似模型直接求解．本文在考虑机械臂连杆变形
和不忽略连杆曲率中变形一阶导数情况下，将连杆

的变形表示为 Ｔａｌｏｒ展式，导出连杆变形的数学模
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型，通过降阶方法导出变形一阶导数的解析表示

式，并由此解析表示式通过数值积分和仿真的形

式，给出柔性连杆的弯曲形状和末端的位置．

１　柔性连杆机械臂弯曲形状数学模型

如图１所示，ＯＸＹ表示机械臂的基座坐标系，
Ｏｘｙ表示连杆的固连坐标系．长度为 ｌ、弯曲刚度为
ＥＩ、质量为ｍ的连杆固连在电机的轮毂上，质量为
ｍｐ的载荷固连在机械臂的末端．

图１　单连杆柔性关节机械臂的力学模型

Ｆｉｇ．１　Ｍｅｃｈａｎｉｃａｌｍｏｄｅｌｏｆｆｌｅｘｉｂｌｅｊｏｉｎｔｍａｎｉｐｕｌａｔｏｒｗｉｔｈｆｌｅｘｉｂｌｅｌｉｎｋ

当连杆在基座坐标系ＯＸＹ中以角位移θ（ｔ）移
动时，在坐标系 Ｏｘｙ中连杆上两点（ｘ，ｙ（ｘ，ｔ））和
（ｒ，ｖ（ｒ，ｔ））的相对加速度可近似表示为

（ｒ－ｘ）２＋（ｙ（ｒ）－ｙ（ｘ））槡
２θ¨（ｔ）

考虑到空间的失重环境，连杆固连坐标系中连杆上

横坐标为ｒ、长度为ｄｒ的微元所受的力为
Ｆ（ｒ）＝（ｍ／ｌθ）ｄｒ（ｙ（ｒ），－ｒ）θ

¨
（ｔ）

按照ＥｕｌｅｒＢｅｒｎｏｕｌｌｉ悬臂梁理论，该点的力矩
Ｍ（ｘ）可表示为

Ｍ（ｘ）＝（ｍ／ｌθ）∫
ｌθ

ｘ

［（ｒ－ｘ）２＋（ｙ（ｒ）－

　ｙ（ｘ））２］̈θ（ｔ）ｄｒ＋ｍｐ［（
ｌ
θ－ｘ）２＋

　（ｙ（ｌθ）－ｙ（ｘ））
２］θ¨（ｔ）

其中，ｌθ是当坐标系Ｏｘｙ的旋转角加速度为θ
¨
（ｔ）时

连杆横坐标的最大值，即∫
ｌθ

０

１＋ｙ′（ｘ）槡
２ｄｘ＝ｌ．将

Ｔａｙｌｏｒ展式
ｙ（ｒ）＝ｙ（ｘ）＋ｙ′（ｘ）（ｒ－ｘ）代入上式得

Ｍ（ｘ）＝（ｍ／ｌθ）∫
ｌθ

ｘ

［（ｒ－ｘ）２＋（ｙ′（ｘ））２·

　（ｒ－ｘ）２］θ¨（ｔ）ｄｒ＋ｍｐ［（ｌθ－ｘ）
２＋

　（ｙ′（ｘ））２（ｌθ－ｘ）
２］θ¨（ｔ）＝

　［（ｍ／ｌθ）∫
ｌθ

ｘ

（ｒ－ｘ）２ｄｒ＋ｍｐ（ｌθ－ｘ）
２］·

　［１＋（ｙ′（ｘ））２］θ¨（ｔ）＝

　［
（ｍ／ｌθ）（ｌθ－ｘ）

３

３ ＋ｍｐ（ｌθ－ｘ）
２］·

　［１＋（ｙ′（ｘ））２］θ¨（ｔ）
而

Ｍ（ｘ）
ＥＩ ＝κ＝

ｄ２ｙ
ｄｘ２

［１＋（ｄｙｄｘ）
２］

３
２

其中κ为点（ｘ，ｙ（ｘ，ｔ））处的曲率，因此
ｄ２ｙ
ｄｘ２

［１＋（ｙ′（ｘ））２］
５
２
＝［
（ｍ／ｌθ）（ｌθ－ｘ）

３

３ ＋

　ｍｐ（ｌθ－ｘ）
２］
θ¨（ｔ）
ＥＩ （１）

上述方程表明，ｙ不仅是 ｘ的函数，也是 θ¨（ｔ）
的函数，但在θ¨（ｔ）一定时 ｙ仅是 ｘ的函数．为表示
方便起见，以下的求解过程中ｙ仅作为ｘ的函数．

２　数学模型的解

在方程（１）的解求出之前 ｌθ为待定参数，求解

过程中取其初值ｌθ＝ｌ．令ｕ＝ｙ′（ｘ）则方程（１）化为

ｄｕ
（１＋ｕ２）

５
２
＝θ
¨
（ｔ）
ＥＩ［
（ｍ／ｌθ）（ｌθ－ｘ）

３

３ ＋

　ｍｐ（ｌθ－ｘ）
２］ｄｘ

两边积分得

ｕ
（１＋ｕ２）

３
２
＋ ２ｕ
（１＋ｕ２）

１
２
＝

　－θ
¨
（ｔ）
ＥＩ［

（ｍ／ｌθ）（ｌθ－ｘ）
４ ＋ｍｐ］（ｌθ－ｘ）

３＋ｃ１

令ｘ＝０并利用ｕ（０）＝ｙ′（０）＝０得

ｃ１＝
θ¨（ｔ）
ＥＩｌθ

３（
ｍ
４＋ｍｐ）

因此

ｕ
（１＋ｕ２）

３
２
＋ ２ｕ
（１＋ｕ２）

１
２
＝θ
¨
（ｔ）
ＥＩ［ｌθ

３（
ｍ
４＋ｍｐ）－

　
（ｍ／ｌθ）（ｌθ－ｘ）

４

４ －ｍｐ（ｌθ－ｘ）
３］ （２）

由于

９４
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ｌθ
３（
ｍ
４＋ｍｐ）≥

（ｍ／ｌθ）（ｌθ－ｘ）
４

４ ＋ｍｐ（ｌθ－ｘ）
３

因此ｕ与θ¨（ｔ）同号．等式（２）两端平方得

４－ １
（１＋ｕ２）３

－ ３
（１＋ｕ２）２

＝

　 θ¨（ｔ）( )ＥＩ
２

［ｌθ
３（
ｍ
４＋ｍｐ）－

　
（ｍ／ｌθ）（ｌθ－ｘ）

４

４ －ｍｐ（ｌθ－ｘ）
３］２

即

１
（１＋ｕ２）３

＋ ３
（１＋ｕ２）２

＋ θ
¨
（ｔ）( )ＥＩ

２

［ｌθ
３（
ｍ
４＋ｍｐ）－

　
ρ（ｌθ－ｘ）

４

４ －ｍｐ（ｌθ－ｘ）
３］２－４＝０

令
１
１＋ｕ２

＝Ｖ－１，上式化为

Ｖ３－３Ｖ＋ｑ＝０
其中

ｑ＝ θ
¨
（ｔ）( )ＥＩ

２

［ｌθ
３（
ｍ
４＋ｍｐ）－

（ｍ／ｌθ）（ｌθ－ｘ）
４

４ －

　ｍｐ（
ｌ
θ－ｘ）３］

２－２

由于
ρ（ｌθ－ｘ）

４

４ ＋ｍｐ（ｌθ－ｘ）
３是 ｘ∈［０，ｌθ］的

减函数，因此ｑ是ｘ的增函数，而当 ｘ＝０时 ｑ＝－
２，于是ｑ≥－２，因此

Δ＝ ｑ( )２
２

－１≥０

Ｃａｒｄａｎ方程（１）有唯一实根

Ｖ＝
３

－ｑ２＋ （
ｑ
２）

２－
槡槡

１＋
３

－ｑ２－ （
ｑ
２）

２－
槡槡

１

因此

ｙ′＝ｓｉｇｎ（θ¨（ｔ））·

１
３

－ｑ２＋ （
ｑ
２）

２－
槡槡

１＋
３

－ｑ２－ （
ｑ
２）

２－
槡槡

１－１

－

槡

１

（３）
上述微分方程比较复杂，无法求出解析解，但

可以求出数值解ｙ＝ｆ（ｘ，θ¨（ｔ））．

３　待定参数ｌθ的确定

为强调导数的表示式（３）与 ｌθ的关系，不妨将

ｙ′（ｘ）表示为ｙｌθ′（ｘ）．在连杆质量和（ｔ）一定的情
况下，连杆越长，连杆同一截面上受到的弯曲力矩

越大，连杆也越弯曲，因此，ｙｌθ′（ｘ）是 ｌθ的增函数．
当ｌθ＝ｌ时，通过数值积分可以求出弯曲连杆的长

度∫
ｌ

０

１＋（ｙｌ′（ｘ））槡
２ｄｘ．令

ｌ１ ＝ｌ－（∫
ｌ

０

１＋ｙｌ′（ｘ）槡
２ｄｘ－ｌ）＝

　２ｌ－∫
ｌ

０

１＋ｙｌ′（ｘ）槡
２ｄｘ

则

∫
ｌ１

０

１＋ｙｌ１′（ｘ）槡
２ｄｘ＜ｌ＜∫

ｌ

０

１＋ｙｌ′（ｘ）槡
２ｄｘ

由∫
ｌ１

０

１＋ｙｌ１′（ｘ）槡
２ｄｘ对ｌ１的连续性，必然存在

实数ｌ ∈［ｌ１，ｌ］，使∫
ｌ

０

１＋ｙｌ′（ｘ）槡
２ｄｘ＝ｌ．因此

利用二分法或者变半径随机搜索算法［１２］进行迭代

计算，总可以找到ｌθ，使∫
ｌθ

０

１＋ｙｌθ′（ｘ）槡
２ｄｘ与ｌ的误

差达到需要的精度．

４　仿真

以ＥＩ＝３０（Ｐａ·ｍ２），ρ＝６（ｋｇ·ｍ－２），ｍｐ＝

１００（ｋｇ），ｌ＝２（ｍ）的连杆为例．为了解连杆曲线导
数的变化规律，图２给出了当 θ¨（ｔ）＝０．０２（ｒａｄ）时
连杆曲线的导函数ｙ′＝ｙ，（ｘ，θ¨（ｔ））的图形．记

ｓ＝ｓ（ｌθ）＝∫
ｌθ

０

１＋ｙｌθ′（ｘ）槡
２ｄｘ

图２　连杆曲线的导函数

Ｆｉｇ．２　Ｄｅｒｉｖａｔｉｖｅｏｆｌｉｎｋｃｕｒｖｅ

经计算得

ｓ（ｌ）＝２．２１６６

０５
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令横坐标最大值的初始值ｌθ＝２ｌ－ｓ＝１．７８３４，
利用二分法经计算 ｌθ，可以求出当 ｌθ＝１．８０６１时

ｓ（ｌθ）－２ ＜４．６×１０
－５

等式（３）两端积分得连杆弯曲形状函数 ｙ＝ｆ
（ｘ，θ¨（ｔ）），如图３所示．

图３　柔性连杆的弯曲形状

Ｆｉｇ．３　Ｂｅｎｄｉｎｇｓｈａｐｅｏｆｆｌｅｘｉｂｌｅｌｉｎｋ

由数值积分可得，连杆末端在连杆的固连坐标

系Ｏｘｙ中的坐标为（１．８０６１，０．８１９０）．
为了解连杆弯曲形状随θ¨（ｔ）的变化，图４就 θ¨

（ｔ）＝０．０１，θ¨（ｔ）＝０．０１５和 θ¨（ｔ）＝０．０２三种情形
给出了连杆弯曲形状的图形．

图４　弯曲形状随θ¨的变化

Ｆｉｇ．４　Ｖａｒｉａｔｉｏｎｏｆｂｅｎｄｉｎｇｓｈａｐｅｗｉｔｈθ¨

５　结论

连杆弯曲形状在作为连杆移动坐标系中的函

数，既与横坐标 ｘ有关，也与连杆旋转角加速度 θ¨

（ｔ）有关，而且ｘ和θ¨（ｔ）是相互独立的变量，即ｙ＝ｆ
（ｘ，θ¨（ｔ））．从等式（３）和图４都还可以看出，该函
数显然不是θ¨（ｔ）的线性函数．由等式（１）可知，不
同的θ¨（ｔ）所对应的曲线仅有原点一个交点．

当连杆长度ｌ一定时ｌθ也是θ
¨
（ｔ）的函数，它随

θ¨（ｔ）的增大而减小．
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