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受控旋转弹飞行动力学建模和稳定性分析
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摘要　选取带有控制系统的旋转弹为研究对象，考虑到控制环节不可避免的时滞及气动非线性效应，从理

论上进一步完善了旋转弹动力学模型．从模型的特征方程出发，以时滞、控制增益为分岔参数，对系统的零

平衡点稳定性进行了分析，得到平衡点失稳后发生Ｈｏｐｆ分岔的临界参数值，并在理论预测的情况下数值模

拟了攻角和侧滑角在不同情况下的失稳情况以及Ｈｏｐｆ分岔周期解振幅随分岔参数的变化情况．数值结果表

明了理论预测的正确性，时滞虽未改变旋转弹锥形运动方式，但是却大幅度的减小了稳定飞行控制增益的

取值范围，因此在旋转弹姿态稳定性系统设计过程中时滞的影响不可忽略．

关键词　旋转弹，　时滞，　控制增益，　稳定性，　Ｈｏｐｆ分岔

ＤＯＩ：　１０．６０５２／１６７２６５５３２０１５０４０

引言

旋转弹是指弹体在飞行中绕自身纵轴连续旋

转的一类飞行器，广泛用于常规兵器、制导兵器、战

术导弹等．随着常规兵器制导化及旋转制导弹药的
发展，研究带有控制系统的旋转弹运动系统稳定性

具有重要意义．但是在受控系统中，控制信号传输
或控制设备自身存在的某些缺陷使得控制系统与

执行机构之间存在时滞，于是控制系统就会成为时

滞动力系统．
无时滞时的旋转弹的稳定性分析已经有了一

定的研究结果．Ｎｉｃｏｌａｉｄｅｓ［１］在１９５３年较早的指出
旋转弹体存在圆运动的特征．Ｍｕｒｐｈｙ［２－３］针对旋转
引起的陀螺效应、马格努斯效应对于无控旋转弹的

稳定性的影响进行了研究；Ｋａｎｇ，Ｍｅｙｅｒ［４－６］等在分
析飞行器姿态稳定性的过程中考虑了有效载荷模

块导致的飞行通道耦合行为；侯鹏［７］等针对直升机

地面开车过程耦合气弹动力学行为进行了分析；

Ｚａｒｃｈａｎ，Ｇｅｏｒｇｅ，Ｇａｒｎｅｌｌ［８－１０］提出分别在非旋转导
弹俯仰通道和偏航通道设计自动驾驶仪并且成功

应用于飞行器设计中；Ｇｒｅａｇｈ［１１］则尝试将上述方
法应用于旋转导弹的设计中；李克勇［１２］等针对气

动非线性的情况，利用李雅普诺夫一阶近似方法给

出了弹道顶点锥形运动的稳定性判据；毛雪瑞［１３］

基于弹体的短周期运动建立了弹体的章动角运动

模型，并采用李雅普诺夫一级近似方法得出了弹体

章动稳定性的基本条件．
!

考虑受控环节不可避免的时滞对于旋转弹的稳

定性影响文献并不多见．Ｌａｎｇ，Ｂ．Ｏ．，Ｉｄａｎ［１４－１５］等指
出由于控制系统与执行机构之间存在时滞，俯仰通

道和偏航通道之间的耦合会在其他通道产生一个多

余的控制力矩．Ｙａｎｇ［１６－１９］对带有自动驾驶仪的旋转
导弹锥形运动的稳定性进行了研究，文中提到了时

滞，但是却未分析时滞对于其稳定性的影响．
已有研究［２０－２１］表明在一些机械设计过程中如

果不考虑时滞，就会降低控制效果，甚至会导致控制

失败．近年来随着对飞行精度要求的提高，考虑动力
系统中时滞的影响就显的很有必要．所以本文选取
带有控制系统的旋转弹为研究对象，考虑气动非线

性效应，进一步完善了旋转弹动力学模型，得出避免

旋转弹发生不收敛运动的时滞及增益量的适当范围

以及时滞、控制增益对于系统稳定性的影响，为旋转

弹的工程设计和进一步深入研究提供理论依据．

１　旋转弹飞行动力学建模

旋转弹在空间的运动一般看成可控制的变质
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量系统具有６个自由度的运动．文献［１８］采用具
有三回路自动驾驶仪的鸭式气动布局旋转弹作为

研究对象，两对鸭翼作为控制面随着弹体旋转．文
中把要研究的变质量系的旋转弹当作常质量的带

有薄翼的细长刚体处理，且认为旋转弹在小段时间

内速度ｖ及绕弹轴旋转速度γ为常值，即ｖ＝０，̈γ＝
０，得到旋转弹的动力学方程如下：

ｍｖθｃｏｓφ＝Ｆｙ２
－ｍｖφ＝Ｆｚ２
Ａ̈φ＋Ｃγｃｏｓφ－（Ｃ－Ａ）２ｓｉｎφｃｏｓφ＝Ｍｙ１
Ａ（̈ｃｏｓφ－φｓｉｎφ）－Ｃγφ＋
　（Ｃ－Ａ）φｓｉｎφ＝Ｍｚ













１

（１）

其中各字符所代表的物理含义见附录１．设航向角

φ，偏航角φ，攻角 α及侧滑角 β很小，则有 ｃｏｓφ≈
１、ｃｏｓφ≈１、ｓｉｎφ≈φ、θ＝－α、φ＝ψ－β，将旋转弹
所受力及力矩（见附录２）代入方程（１）则简化为如
下形式：

ｍｖθ＝１２ＱＳＣ′Ｌα（１＋ｋＬα
２）－

　１２ＱＳＣ″Ｆμ（γｄ／ｖ）β（１＋ｋＦμβ
２）＋

　Ｔｃｏｓβｓｉｎα－ｍｇｃｏｓθ

－ｍｖφ＝－１２ＱＳＣ′Ｌβ（１＋ｋＬβ
２）－

　１２ＱＳＣ″Ｆμ（γｄ／ｖ）α（１＋ｋＦμα
２）－

　Ｔｓｉｎβ－ｍｇｓｉｎφｓｉｎθ

Ａ̈φ＋Ｃγ－（Ｃ－Ａ）２φ＝－１２ＱＳＬｃ′ωｙ（
ψＬ
ｖ）×

　（１＋ｋＭωβ
２）＋１２ＱＳＬｃ″Ｍμ（

γｄ
ｖ）α（１＋

　ｋＭμα
２）＋１２ＱＳＬｃ′Ｍｓβ（１＋ｋＭｓβ

２）＋

　１２ＱＳＬｃ′σσ２

Ａ̈－Ｃγφ＋（Ｃ－２Ａ）φφ＝－１２ＱＳＬｃ′ωｚ（
Ｌ
ｖ）×

　（１＋ｋＭωα
２）－１２ＱＳＬｃ

″
Ｍμ（
γｄ
ｖ）β（１＋ｋＭμβ

２）＋

　１２ＱＳＬｃ′Ｍｓα（１＋ｋＭｓα
２）＋１２ＱＳＬｃ′σσ







































１

（２）

令准弹体坐标系上的输出响应σ＝
σ１
σ( )
２

，准弹体上

的输入指令σｃ＝
σ１ｃ
σ２( )
ｃ

，由文献［１８］知，

σ（ｔ）＝ｋｓｋｒＧσｃ（ｔ） （３）

其中，

Ｇ＝
ｃｏｓ（γｃ＋τγ） ｓｉｎ（γｃ＋τγ）

－ｓｉｎ（γｃ＋τγ） ｃｏｓ（γｃ＋τγ[ ]），
且

ｋｒ＝
１

（１－Ｔｓ
２γ２）２＋（２μｓＴＳγ）槡

２
，

γｃ＝ａｒｃｃｏｓ
１－Ｔｓ

２γ２

（１－Ｔｓ
２γ２）２＋（２μｓＴＳγ）槡

２
．

由于时滞 τ的存在，珝σｃ实际上是针对 ｔ－τ时刻的

误差信号做出的反应，则式（３）实际上应为

珝σ（ｔ）＝ｋｓｋｒＧ珝σｃ（ｔ－τ） （４）

文中采用文献［１９］中三回路自动驾驶仪对旋
转弹进行稳定控制．由三回路自动驾驶仪的工作原
理可知ｔ－τ时刻输入指令为

σｃ１
σｃ[ ]
２

＝

ｋｐ［ａｃｙ－ｋａ（ｓｃ＋ａｙ）］－ｋｚ
ｓ －ｋω

－
ｋｐ［ａｃｚ－ｋａ（ｓｃφ－ａｚ）］－ｋｚφ

ｓ －ｋω











φ
，

（５）

令加速度输入指令ａｃｙ＝０，ａｃｚ＝０，且旋转弹加速度

ａｙ＝ｖθ，ａｚ＝－ｖφ，整理式（５）得

　
σｃ１
σｃ[ ]
２

＝
－（ｃｋｐｋａ＋ｋω）－（ｖｋｐｋａ＋ｋｚ）＋ｖｋｐｋａα

－（ｃｋｐｋａ＋ｋω）φ－（ｖｋｐｋａ＋ｋｚ）φ＋ｖｋｐｋａ[ ]β
（６）

将式（６）代入式（４）得到

　

σ１（ｔ）＝ｋｓｋｒｃｏｓ（γｃ＋τγ）（－（ｃｋｐｋａ＋ｋω）（ｔ－

　τ）－（ｖｋｐｋａ＋ｋｚ）（ｔ－τ）＋ｖｋｐｋａα（ｔ－τ））＋

　ｋｓｋｒｓｉｎ（γｃ＋τγ）（－（ｃｋｐｋａ＋ｋω）φ（ｔ－τ）－

　（ｖｋｐｋａ＋ｋｚ）φ（ｔ－τ）＋ｖｋｐｋａβ（ｔ－τ））

σ２（ｔ）＝ｋｓｋｒｓｉｎ（γｃ＋τγ）（（ｃｋｐｋａ＋ｋω）×

　（ｔ－τ）＋（ｖｋｐｋａ＋ｋｚ）（ｔ－τ）－

　ｖｋｐｋａα（ｔ－τ））＋ｋｓｋｒｃｏｓ（γｃ＋τγ）×

　（－（ｃｋｐｋａ＋ｋω）φ（ｔ－τ）－

　（ｖｋｐｋａ＋ｋｚ）φ（ｔ－τ）＋ｖｋｐｋａβ（ｔ－τ





















））

（７）

假设在自动驾驶仪的设计过程中考虑了重力

的因素，则将式（７）代入方程（２）经简化得

２３



第１期 甄亭亭等：受控旋转弹飞行动力学建模和稳定性分析

α＝－ａ１α＋ａ２β－ａ３α
３＋ａ４β

３

β＝φ－ａ１β－ａ２α－ａ３β
３－ａ４α

３

̈＝－ｂ１＋ｂ４φ＋ｂ３α－ｂ２β＋ｂ２１φφ－

　ｂ２２α
２＋ｂ２３α

３－ｂ２４β
３＋ｃ３α（ｔ－τ）＋

　ｃ６β（ｔ－τ）－ｃ２（ｔ－τ）－ｃ５φ（ｔ－τ）－

　ｃ１（ｔ－τ）－ｃ４φ（ｔ－τ）

φ̈＝－ｂ１φ－ｂ４＋ｂ３β＋ｂ２α＋ｂ′２１
２φ＋

　ｂ２２φβ
２＋ｂ２３β

３＋ｂ２４α
３－

　ｃ６α（ｔ－τ）＋ｃ３β（ｔ－τ）＋ｃ５（ｔ－τ）－

　ｃ２φ（ｔ－τ）＋ｃ４（ｔ－τ）－ｃ１φ（ｔ－τ























）

（８）

其中各项系数的表达式见附录三．

２　旋转弹稳定性分析

下面分析方程（８）受控回路中的时滞对弹体

飞行稳定性的影响．令ｘ＝（α β  φ  φ）Ｔ，

方程（８）可以写成如下形式
ｘ（ｔ）＝Ａｘ（ｔ）＋Ｂｘ（ｔ－τ）＋Ｆ（ｘ）， （９）

其中，Ａ＝

－ａ１ ａ２ ０ ０ １ ０

－ａ２ －ａ１ ０ ０ ０ １

０ ０ ０ ０ １ ０
０ ０ ０ ０ ０ １
ｂ３ －ｂ２ ０ ０ －ｂ１ ｂ４
ｂ２ ｂ３ ０ ０ －ｂ４ －ｂ



















１

，

Ｂ＝

０ ０ ０ ０ ０ ０
０ ０ ０ ０ ０ ０
０ ０ ０ ０ ０ ０
０ ０ ０ ０ ０ ０
ｃ３ ｃ６ －ｃ２ －ｃ５ －ｃ１ －ｃ４
－ｃ６ ｃ３ ｃ５ －ｃ２ ｃ４ －ｃ



















１

Ｆ（ｘ）＝

ａ３α
３＋ａ４β

３

ａ３β
３－ａ４α

３

０
０

ｂ２１φφ＋ｂ２２α
２＋ｂ２３α

３＋ｂ２４β
３

ｂ′２１
２φ＋ｂ２２φβ

２＋ｂ２３β
３＋ｂ２４α





















３

．

令ｘ＝０，易得（０ ０ ０ ０ ０ ０）是方程（９）的平

衡点．取方程（９）的线性部分有
ｘ（ｔ）＝Ａｘ（ｔ）＋Ｂｘ（ｔ－τ）， （１０）

从而得到方程（１０）的特征方程

λＥ－Ａ＋Ｂｅ－λτ ＝０， （１１）
即

λ６＋（ｄ１１＋ｄ１２ｅ
－λτ）λ５＋（ｄ２１＋ｄ２２ｅ

－λτ＋

　ｄ２３ｅ
－２λτ）λ４＋（ｄ３１＋ｄ３２ｅ

－λτ＋ｄ３３ｅ
－２λτ）λ３＋

　（ｄ４１＋ｄ４２ｅ
－λτ＋ｄ４３ｅ

－２λτ）λ２＋（ｄ５２ｅ
－λτ＋

　ｄ５３ｅ
－２λτ）λ＋ｄ６３ｅ

－２λτ＝０ （１２）
其中，ｄ１１、ｄ１２、ｄ２１、ｄ２２、ｄ２３、ｄ３１、ｄ３２、ｄ３３、ｄ４１、ｄ４２、ｄ４３、
ｄ５２、ｄ５３、ｄ６３是关于 ａ１、ａ２、ｂ１、ｂ２、ｂ４、ｂ５、ｂ６、ｃ１、ｃ２、ｃ３、
ｃ４、ｃ５、ｃ６的表达式（见附录２），且我们要考虑的参
数只有 ｋｐ、ｋｚ、γ、τ，因此表达式中的未知参数只有
ｋｐ、ｋｚ、γ、τ．

由于 Ａ≠０，所以方程（１１）无零解．令 λ＝μ
＋ｉω，由于特征方程（１１）的复根总是以共轭复数形
式出现，不妨设 ω＞０．我们考虑 ｋｐ、ｋｚ、γ、τ满足什
么样的条件时，方程（１１）的所有实部 μ＜０．当 μ＝
０时，λ＝ｉω，代入方程（１２）并将方程（１２）的实部
和虚部分开，得到

－ω６＋ｄ１２ω
５ｓｉｎ（ωτ）＋（ｄ２１＋ｄ２２ｃｏｓ（ωτ）＋

　ｄ２３ｃｏｓ（２ωτ））ω
４－（ｄ３２ｓｉｎ（ωτ）＋

　ｄ３３ｓｉｎ（２ωτ））ω
３－（ｄ４１＋ｄ４２ｃｏｓ（ωτ）＋

　ｄ４３ｃｏｓ（２ωτ））ω
２＋（ｄ５２ｃｏｓ（ωτ）＋

　ｄ５３ｃｏｓ（２ωτ））ω＋ｄ６３ｃｏｓ（ωτ）＝０

（ｄ１１＋ｄ１２ｃｏｓ（ωτ）＋ｄ１３ｃｏｓ（２ωτ））ω
５－

　（ｄ２２ｓｉｎ（ωτ）＋ｄ２３ｓｉｎ（２ωτ））ω
４－

　（ｄ３１＋ｄ３２ｃｏｓ（ωτ）＋ｄ３３ｃｏｓ（２ωτ））ω
３－

　（ｄ４２ｓｉｎ（ωτ）＋ｄ４３ｓｉｎ（２ωτ））ω
２＋

　（ｄ５２ｃｏｓ（ωτ）＋ｄ５３ｃｏｓ（２ωτ））ω－

　ｄ６３ｓｉｎ（２ωτ）＝０

























．

（１３）
为了便于分析，不失一般性，假定加速度器位

于弹体质心位置，即ｃ＝０，此时，加速度器测量的是
弹体质心实际的加速度，于是可令加速度调节增益

ｋａ＝１．当阻尼回路增益 ｋω过小时，令时滞 τ和转
速γ为常值时，无论ｋｐ、ｋｚ如何取值，旋转弹都将失
稳．因此，根据经验我们选取了 ｋω＝０．６．通过数值
模拟即可得到满足方程（１３）的不同的函数曲线 ｆ
（ｋｐ，ｋｚ）＝０，即旋转弹保持稳定的临界曲线，如图１
（ａ）～（ｄ）所示，临界曲线下面的区域则表示使系
统保持稳定的ｋｐ、ｋｚ的范围．表１给出了某旋转弹
相关参数．

３３
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图１　临界曲线

Ｆｉｇ．１　Ｃｒｉｔｉｃａｌｃｕｒｖｅｓ

表１　旋转弹的相关参数

Ｔａｂｌｅ１　Ｐａｒａｍｅｔｅｒｓｏｆａｓｐｉｎｎｉｎｇｍｉｓｓｉｌｅ

Ｐａｒａ． Ｖａｌｕｅ Ｐａｒａ． Ｖａｌｕｅ
ｖ，ｍ／ｓ １２００ ｃ′Ｌ，ｋＬ １０．０３，８．９１
Ｃ／Ａ ３．３３×１０－３ ｃ″Ｆμ，ｋＦμ －１．１０３，１３．５
Ｔｓ，ｓ ０．０１６ ｃ′Ｍω，ｋＭω １．７７７，１．８
ｋｓ １０ ｃ″Ｍμ，ｋＭμ －５．３５７，１４．８
μｓ ０．５ ｃ′Ｍｓ，ｋＭｓ －０．６５８９，５．６６
ｃ′σ ０．０５４６

由图１（ａ）可知控制系统不存在时滞时，随着

转速的增加，使系统保持稳定的 ｋｐ、ｋｚ范围越来越
小；由图１（ｂ）可知控制系统存在时滞时，使系统保

持稳定的ｋｐ、ｋｚ范围依然随着转速的增加而减小，
且与图１（ａ）的比较可知，当系统中存在时滞τ时，

使系统保持稳定的 ｋｐ、ｋｚ的范围缩小的更为剧烈；

由图１（ｃ）和图１（ｄ）可知无论弹体是否旋转，使系
统保持稳定的ｋｐ、ｋｚ的范围均随着时滞τ的增大而
减小；由图１（ａ）及图１（ｂ）已知旋转速度的增大会
减小使系统稳定的ｋｐ、ｋｚ区域，因此当弹体旋转时，
时滞的加入使得ｋｐ、ｋｚ范围减小的更为剧烈．

由图１（ｄ）可知随着时滞的增加，使系统保持

稳定时ｋｐ、ｋｚ的范围会减小到零这种极限情况，此
时若要保持系统稳定则需要相应的调整转速 γ．则

令ｋｐ＝０、ｋｚ＝０，通过式（１３）即可得到系统稳定性

临界曲线ｆ（γ，τ）＝０，如图１（ｅ）．

图１（ｅ）表明当ｋｐ、ｋｚ均缩小为０的时候，若要

使时滞继续增加，则必须相应地减小旋转速度，而

当时滞达到一定值时，无论怎样调整控制增益 ｋｐ、

ｋｚ及转速γ系统都不能保持稳定状态．如图１（ｅ），

４３
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当时滞τ＝０．０５１，转速γ＝０，无论怎样调整控制增
益ｋｐ、ｋｚ系统都将不能保持稳定．

为验证上述所得稳定区域的正确性，选取不同稳

定区域中的点观察平衡点的稳定性，如图２（ａ）～２
（ｄ）所示．如取图１（ａ）中点Ａ（τ＝０，γ＝１０，ｋｚ＝１０，ｋｐ
＝４）；图１（ｃ）中点Ｂ（γ＝０，τ＝０．０２５，ｋｚ＝１０，ｋｐ＝３．

４）；图１（ｄ）中点Ｃ（γ＝１０，τ＝０．０３，ｋｚ＝２，ｋｐ＝０．２）；
图１（ｅ）中点Ｄ（τ＝０．０４，γ＝５．５，ｋｚ＝０，ｋｐ＝０）．

由图２（ａ）～２（ｄ）可知弹体飞行时顶部的运动
轨迹随着时间收敛到平凡解，进而验证了所得稳定

性临界曲线的正确性，同时表明时滞的加入并未改

变旋转弹的锥形运动形式．

图２　不同点处的稳定运动曲线

Ｆｉｇ．２　Ｓｔａｂｌｅｍｏｔｉｏｎｃｕｒｖｅｓａｔｄｉｆｆｅｒｅｎｔｐｏｉｎｔｓ

　　综上可知，时滞虽未改变旋转弹的锥形运动形
式，但是时滞和转速都会影响使系统保持稳定的

ｋｐ、ｋｚ的范围，且ｋｐ、ｋｚ的范围均随着时滞与转速的
增加而减小．同时值得注意的是该时滞存在上限，

当时滞超过某一值时，无论如何调整 ｋｐ、ｋｚ的值系
统都将失稳．所以在研究旋转弹的动力学系统稳定
性过程中，考虑时滞的影响就显得很有必要．

３　旋转弹失稳运动分析

上一节我们通过数值模拟已经得到了系统

（９）对应的线性系统的平衡点渐进稳定时的 ｋｐ、ｋｚ
区域范围．当ｋｐ、ｋｚ的值超过临界曲线进入不稳定
区域时，将导致系统平衡点失稳．由于在临界曲线
上存在纯虚根λ＝ｉω，系统（９）将出现分岔．由Ｈｏｐｆ
分岔的定义可知，当临界曲线上的点满足条件

ｄμ
ｄｋｐ λ＝ｉω

≠０，ｄμｄｋｚ λ＝ｉω
≠０时，系统发生 Ｈｏｐｆ分岔，

攻角和侧滑角产生周期解的运动形式．由方程
（１２）可以得到
ｄμ
ｄｋｐ λ＝ｉω０

＝Ｒｅ（ｄλｄｋｐ
）
λ＝ｉω０

＝

　Ｒｅ（－
ｅ１λ

５＋ｅ２λ
４＋ｅ３λ

３＋ｅ４λ
２＋ｅ５λ＋ｅ６

ｆ１λ
５＋ｆ２λ

４＋ｆ３λ
３＋ｆ４λ

２＋ｆ５λ＋ｆ６
）
λ＝ｉω０

ｄμ
ｄｋｚ λ＝ｉω０

＝Ｒｅ（ｄλｄｋｚ
）
λ＝ｉω０

＝

　Ｒｅ（－
ｇ１λ

５＋ｇ２λ
４＋ｇ３λ

３＋ｇ４λ
２＋ｇ５λ＋ｇ６

ｆ１λ
５＋ｆ２λ

４＋ｆ３λ
３＋ｆ４λ

２＋ｆ５λ＋ｆ６
）
λ＝ｉω

















０

（１４）

其中，ｅ１＝
ｄｄ１２
ｄｋｐ
ｅ－λτ，ｅ２＝

ｄｄ２２
ｄｋｐ
ｅ－λτ＋

ｄｄ２３
ｄｋｐ
ｅ－２λτ，

ｅ３＝
ｄｄ３２
ｄｋｐ
ｅ－λτ＋

ｄｄ３３
ｄｋｐ
ｅ－２λτ，ｅ４＝

ｄｄ４２
ｄｋｐ
ｅ－λτ＋

ｄｄ４３
ｄｋｐ
ｅ－２λτ，

ｅ５＝
ｄｄ５２
ｄｋｐ
ｅ－λτ＋

ｄｄ５３
ｄｋｐ
ｅ－２λτ，ｅ６＝

ｄｄ６３
ｄｋｐ
ｅ－２λτ，

５３
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ｇ１＝
ｄｄ１２
ｄｋｚ
ｅ－λτ，ｇ２＝

ｄｄ２２
ｄｋｚ
ｅ－λτ＋

ｄｄ２３
ｄｋｚ
ｅ－２λτ，

ｇ３＝
ｄｄ３２
ｄｋｚ
ｅ－λτ＋

ｄｄ３３
ｄｋｚ
ｅ－２λτ，ｇ４＝

ｄｄ４２
ｄｋｚ
ｅ－λτ＋

ｄｄ４３
ｄｋｚ
ｅ－２λτ，

ｇ５＝
ｄｄ５２
ｄｋｚ
ｅ－λτ＋

ｄｄ５３
ｄｋｚ
ｅ－２λτ，ｇ６＝

ｄｄ６３
ｄｋｚ
ｅ－２λτ，

ｆ１＝６－τｄ１２ｅ
－λτ，

ｆ２＝５ｄ１１＋（５ｄ１２－τｄ２２）ｅ
－λτ－２τｄ２２ｅ

－２λτ，

ｆ３＝４ｄ２１＋（４ｄ２２－τｄ３２）ｅ
－λτ＋（４ｄ２３－２τｄ２３）ｅ

－２λτ，

ｆ４＝３ｄ３１＋（３ｄ３２－τｄ４２）ｅ
－λτ＋

　（３ｄ３３－２τｄ４３）ｅ
－２λτ，

ｆ５＝２ｄ４１＋（２ｄ４２－τｄ５２）ｅ
－λτ＋

　（２ｄ４３－２τｄ５３）ｅ
－２λτ，

ｆ６＝ｄ５２ｅ
－λτ＋（ｄ５３－２τｄ６３）ｅ

－２λτ．
取图１（ｄ）上一点 Ｅ（τ＝０．０２，γ＝１０，ｋｚ＝１０，

ｋｐ＝２．０２１）为例，特征值实部存在 μ＝０的情况．将

该点带入方程（１４），得到ｄμｄｋｐ λ＝ｉω０

＞０，ｄμｄｋｚ λ＝ｉω０
＞

０，即当ｋｐ，ｋｚ穿过临界值增大时，方程（１１）的特征
值的实部μ由负变正．我们取Ｅ点附近数据观察方
程（１１）的特征值的分布情况：（１）Ｅ１：τ＝０．０２，γ＝
１０，ｋｚ＝１０，ｋｐ＝１．９；（２）Ｅ２：τ＝０．０２，γ＝１０，ｋｚ＝
１０，ｋｐ＝２．１；（３）Ｅ３：τ＝０．０２，γ＝１０，ｋｐ＝２．０２１，ｋｚ
＝９．８；（４）Ｅ４：τ＝０．０２，γ＝１０，ｋｐ＝２．０２１，ｋｚ＝１０．
２，如图３（ａ）～３（ｄ）所示．

由图３（ａ）～３（ｄ）可知 ｋｐ、ｋｚ的值穿过临界曲
线增大时，特征方程（１１）的特征值的实部由负变
正，与理论预测结果一致．由非线性时滞系统的
Ｈｏｐｆ分岔定理可知，当 ｋｐ、ｋｚ从稳定区域经过上述
稳定性临界点时，系统（９）发生了Ｈｏｐｆ分岔．

图３　不同点处的特征值分布

Ｆｉｇ．３　Ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎｏｆｅｉｇｅｎｖａｌｕｅｓａｔｄｉｆｆｅｒｅｎｔｐｏｉｎｔｓ

　　图１（ｅ）表示ｋｐ＝０、ｋｚ＝０的极限情况，此时我
们以转速γ及时滞 τ为分岔参数．由 Ｈｏｐｆ分岔的

定义可知，当临界曲线上的点满足条件
ｄμ
ｄγλ＝ｉω０

＝

Ｒｅ（ｄλｄγ
）
λ＝ｉω０
≠０，ｄμｄτλ＝ｉω０

＝Ｒｅ（ｄλｄτ
）
λ＝ｉω０
≠０时，

系统发生Ｈｏｐｆ分岔．同理我们取图１（ｅ）临界曲线
上一点Ｆ（τ＝０．０３４，γ＝１０，ｋｚ＝０，ｋｐ＝０）为例，得

到
ｄμ
ｄγλ＝ｉω０

＞０，ｄμｄτλ＝ｉω０

＞０，即当 γ，τ穿过临界值

增大时，特征方程（１１）的特征值的实部 μ由负变
正，即当γ，τ从稳定区域经过 Ｆ点时，系统（９）发
生了Ｈｏｐｆ分岔．

同理我们验证了图 １（ｃ）上临界点 Ｇ（τ＝０．
０２，γ＝０，ｋｚ＝１５，ｋｐ＝３．９６７），图１（ｄ）上临界点 Ｈ
（τ＝０．０２５，γ＝１０，ｋｚ＝６．８７９，ｋｐ＝０）满足 Ｈｏｐｆ分
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岔条件．同时我们分别在 Ｅ、Ｇ、Ｈ、Ｆ点附近失稳区
域选取一个不同点，观察旋转弹失稳之后的运动形

式：（１）Ｅｕ：τ＝０．０２，γ＝１０，ｋｚ＝１０，ｋｐ＝２．１；（２）

Ｇｕ：τ＝０．０２，γ＝０，ｋｚ＝１５，ｋｐ＝４．１；（３）Ｈｕ：τ＝０．
０２５，γ＝１０，ｋｚ＝８，ｋｐ＝０；（４）Ｆｕ：τ＝０．０５，γ＝１０，ｋｚ
＝０，ｋｐ＝０如图４（ａ）～４（ｄ）所示．

图４　不同点的失稳运动曲线

Ｆｉｇ．４　Ｕｎｓｔａｂｌｅｍｏｔｉｏｎｃｕｒｖｅｓａｔｄｉｆｆｅｒｅｎｔｐｏｉｎｔｓ

　　由图４（ａ）～４（ｄ）可知当增益ｋｐ、ｋｚ及时滞τ穿
过临界值某些点时系统平衡点失稳发生Ｈｏｐｆ分岔，
产生周期解，且在非稳定区域内选取不同的参数值

时，产生的周期解的振幅也不相同．例如，设初始扰

动为 ５° ３° ５° ３°( )０ ０，图５（ａ）中令γ＝１０、

τ＝０．０１５，图５（ｂ）中令γ＝１０，ｋｐ＝１，分别模拟了ｋｚ
取不同值平衡点失稳后攻角和侧滑角周期运动振幅

随比例调节增益ｋｐ及时滞τ的变化情况．

图５　周期解振幅随参数变化的曲线

Ｆｉｇ．５　Ａｍｐｌｉｔｕｄｅｏｆｐｅｒｉｏｄｉｃｓｏｌｕｔｉｏｎｃｈａｎｇｉｎｇｗｉｔｈｐａｒａｍｅｔｅｒｓ

　　图５（ａ）及图５（ｂ）表明，当所取参数超过临界
曲线进入非稳定区域时，旋转弹并不是立即发散，

而是在一定范围内做周期性运动，随着参数远离临

界值周期解振幅也随之变大，则旋转弹的命中率也

随之降低．

７３
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４　结论

本文选取带有控制系统的旋转弹为研究对象．
在考虑时滞及气动非线性效应下，从理论上进一步

完善了旋转弹的动力学模型．以时滞 τ、增益 ｋｐ、ｋｚ
为控制参数，数值模拟得到系统的稳定性临界曲线

及平衡点失稳后的运动形式，进而得到以下结论：

（１）虽然时滞的存在未改变旋转弹锥形运动
形式，但时滞和转速均会影响系统稳定时 ｋｐ、ｋｚ的
取值范围，并且ｋｐ、ｋｚ的取值范围均会随着时滞及
转速的增大而减小．因此当弹体旋转时，时滞的存
在就会使得ｋｐ、ｋｚ的取值范围缩小地更为剧烈．同
时系统的时滞存在上限，即超过某一值时，无论如

何调整ｋｐ、ｋｚ的值系统都将失稳．因此可以看出时
滞的存在对于系统保持稳定是非常不利的，所以随

着对飞行精度要求的提高，考虑控制系统时滞的影

响就显得更加重要．
（２）增益ｋｐ、ｋｚ及时滞 τ在穿越临界曲线上的

点时会发生Ｈｏｐｆ分岔，产生周期解，且周期解的振
幅随分岔参数远离临界值而增大，从而降低了旋转

弹的命中率．
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７　侯鹏，杨卫东，孙东红，等．直升机地面开车过程旋翼／
机体／起落架耦合气弹动力学分析．振动工程学报，
２０１３，２６（３）：３１８～３２７（ＨｏｕＰ，ＹａｎｇＷＤ，ＳｕｎＤＨ，ｅｔ
ａｌ．Ａｅｒｏｅｌａｓｔｉｃａｎａｌｙｓｉｓｏｆｒｏｔｏｒ／ｆｕｓｅｌａｇｅ／ｌａｎｄｉｎｇｇｅａｒｓ
ｃｏｕｐｌｅｄｓｙｓｔｅｍｆｏｒｈｅｌｉｃｏｐｔｅｒｄｕｒｉｎｇｒｏｔｏｒｓｔａｒｔｉｎｇｐｒｏｃｅｓｓ

ｏｎｔｈｅｇｒｏｕｎｄ．ＪｏｕｒｎａｌｏｆＶｉｂｒａｔｉｏｎＥｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇ，２０１３，２６
（３）：３１８～３２７（ｉｎＣｈｉｎｅｓｅ））

８　ＺａｒｃｈａｎＰ．Ｔａｃｔｉｃａｌａｎｄｓｔｒａｔｅｇｉｃｍｉｓｓｉｌｅｇｕｉｄａｎｃｅ，５ｔｈ
ｅｄ．，ＡＩＡＡ，Ｒｅｓｔｏｎ，ＶＡ，２００７：５１０～５２７

９　ＧｅｏｒｇｅＭＳ．Ｍｉｓｓｉｌｅｇｕｉｄａｎｃｅａｎｄｃｏｎｔｒｏｌｓｙｓｔｅｍｓ，Ｓｐｒｉｎｇ
ｅｒＶｅｒｌａｇ，ＮｅｗＹｏｒｋ，２００４：１２９～１５１

１０　ＧａｒｎｅｌｌＰ．Ｇｕｉｄｅｄｗｅａｐｏｎｃｏｎｔｒｏｌｓｙｓｔｅｍｓ，２ｎｄｅｄ．Ｎｅｗ
Ｙｏｒｋ：Ｐｅｒｇａｍｏｎ，１９８０：９２～１５１

１１　ＣｒｅａｇｈＭＡ，ＭｅｅＤＪ．Ａｔｔｉｔｕｄｅｇｕｉｄａｎｃｅｆｏｒｓｐｉｎｎｉｎｇｖｅ
ｈｉｃｌｅｓｗｉｔｈｉｎｄｅｐｅｎｄｅｎｔｐｉｔｃｈａｎｄｙａｗｃｏｎｔｒｏｌ．Ｊｏｕｒｎａｌｏｆ
ＧｕｉｄａｎｃｅＣｏｎｔｒｏｌａｎｄＤｙｎａｍｉｃｓ，２０１０，３３（３）：９１５～９２２

１２　李克勇，赵良玉，周伟．一类旋转弹在高空的锥形运动
的稳定性．动力学与控制学报，２０１２，１０（３）：２３９～２４３
（ＬｉＫＹ，ＺｈａｏＬＹ，ＺｈｏｕＷ．Ｓｔａｂｉｌｉｔｙｏｆｃｏｎｉｎｇｍｏｔｉｏｎｏｆ
ｓｐｉｎｎｉｎｇｒｏｃｋｅｔｐｒｏｊｅｃｔｉｌｅｓａｔｈｉｇｈａｌｔｉｔｕｄｅ．ＪｏｕｒｎａｌｏｆＤｙ
ｎａｍｉｃｓａｎｄＣｏｎｔｒｏｌ，２０１２，１０（３）：２３９～２４３（ｉｎＣｈｉ
ｎｅｓｅ））

１３　ＭａｏＸＲ，ＹａｎｇＳＸ，ＸｕＹ．Ｃｏｎｉｎｇｍｏｔｉｏｎｓｔａｂｉｌｉｔｙｏｆ
ｗｒａｐａｒｏｕｎｄｆｉｎｒｏｃｋｅｔｓ．ＳｃｉｅｎｃｅｉｎＣｈｉｎａＳｅｒｉｅｓＥ：Ｔｅｃｈ
ｎｏｌｏｇｉｃａｌＳｃｉｅｎｃｅｓ，２００７，５０（３）３４３～３５０

１４　ＬａｎｇｅＢＯ，ＦｌｅｍｉｎｇＡＷ，ＰａｒｋｉｎｓｏｎＢＷ．Ｃｏｎｔｒｏｌｓｙｎ
ｔｈｅｓｉｓｆｏｒｓｐｉｎｎｉｎｇａｅｒｏｓｐａｃｅｖｅｈｉｃｌｅｓ．ＪｏｕｒｎａｌｏｆＳｐａｃｅ
ｃｒａｆｔａｎｄＲｏｃｋｅｔｓ，１９６７，４（２）：１４２～１５０

１５　ＩｄａｎＭ，ＳｈｉｎｍａＴ，ＧｏｌａｎＯＭ．Ｉｎｔｅｇｒａｔｅｄｓｌｉｄｉｎｇｍｏｄｅａｕ
ｔｏｐｉｌｏｔｇｕｉｄａｎｃｅｆｏｒｄｕａｌ－ｃｏｎｔｒｏｌｍｉｓｓｉｌｅ．ＪｏｕｒｎａｌｏｆＧｕｉｄ
ａｎｃｅＣｏｎｔｒｏｌａｎｄＤｙｎａｍｉｃｓ，２００７，３０（４）：１０８１～１０８９

１６　闫晓勇，杨树兴，张成．基于章动运动理论的火箭弹锥
形运动稳定性分析．兵工学报，２００９，３０（１０）：１２９１～
１２９６（ＹａｎＸＹ，ＹａｎｇＳＸ，ＺｈａｎｇＣ．Ａｎａｌｙｓｉｓｏｆｓｔａｂｉｌｉ
ｔｙｆｏｒｃｏｎｉｎｇｍｏｔｉｏｎｏｆｒｏｃｋｅｔｓｂａｓｅｄｏｎｔｈｅｏｒｙｏｆｎｕｔａｔｉｏｎ
ｍｏｖｅｍｅｎｔ．ＡｃｔａＡｒｍａｍｅｎｔａｒｉｉ，２００９，３０（１０）：１２９１～
１２９６（ｉｎＣｈｉｎｅｓｅ））

１７　ＹａｎＸＹ，ＹａｎｇＳＸ，ＺｈａｎｇＣ．Ｃｏｎｉｎｇｍｏｔｉｏｎｏｆｓｐｉｎｎｉｎｇ
ｍｉｓｓｉｌｅｓｉｎｄｕｃｅｄｂｙｔｈｅｒａｔｅｌｏｏｐ．ＪｏｕｒｎａｌｏｆＧｕｉｄａｎｃｅ
ＣｏｎｔｒｏｌａｎｄＤｙｎａｍｉｃｓ，２０１０，３３（３）：１４９０～１４９９

１８　ＬｉＫＹ，ＹａｎｇＳＸ，ＺｈａｎｇＣ．Ｓｔａｂｉｌｉｔｙｏｆｓｐｉｎｎｉｎｇｍｉｓ
ｓｉｌｅｓｗｉｔｈａｎａｃｃｅｌｅｒａｔｉｏｎａｕｔｏｐｉｌｏｔ．ＪｏｕｒｎａｌｏｆＧｕｉｄａｎｃｅ
ＣｏｎｔｒｏｌａｎｄＤｙｎａｍｉｃｓ，２０１２，３５（３）：７７４～７８６

１９　ＬｉＫＹ，ＹａｎｇＳＸ，ＺｈａｏＬＹ．Ｔｈｒｅｅｌｏｏｐａｕｔｏｐｉｌｏｔｏｆ
ｓｐｉｎｎｉｎｇｍｉｓｓｉｌｅｓ．ＪｏｕｒｎａｌｏｆＡｅｒｏｓｐａｃｅＥｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇ，
２０１４，２２８（７）：１１９５～１２０１

２０　ＸｕＪ，ＣｈｕｎｇＫＷ，ＣｈａｎＣＬ．Ａｎｅｆｆｉｃｉｅｎｔｍｅｔｈｏｄｆｏｒ
ｓｔｕｄｙｉｎｇｗｅａｋｒｅｓｏｎａｎｔｄｏｕｂｌｅＨｏｐｆｂｉｆｕｒｃａｔｉｏｎｉｎｎｏｎｌｉｎ
ｅａｒｓｙｓｔｅｍｓｗｉｔｈｄｅｌａｙｅｄｆｅｅｄｂａｃｋｓ．ＳＩＡＭＪｏｕｒｎａｌＡｐｐｌｉｅｄ
ＤｙｎａｍｉｃａｌＳｙｓｔｅｍｓ，２００７，６（１）：２９～６０

２１　ＸｕＪ，ＣｈｕｎｇＫＷ．Ｅｆｆｅｃｔｓｏｆｔｉｍｅｄｅｌａｙｅｄｐｏｓｉｔｉｏｎｆｅｅｄ
ｂａｃｋｏｎａｖａｎｄｅｒＰｏｌＤｕｆｆｉｎｇｏｓｃｉｌｌａｔｏｒ．ＰｈｙｓｉｃａＤ，
２００３，１８０：１７～３９
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Ｒｅｃｅｉｖｅｄ２９Ｍａｒｃｈ２０１５，ｒｅｖｉｓｅｄ７Ａｐｒｉｌ２０１５．
ＴｈｅｐｒｏｊｅｃｔｓｕｐｐｏｒｔｅｄｂｙｔｈｅＫｅｙＰｒｏｇｒａｍｏｆｔｈｅＮａｔｉｏｎａｌＮａｔｕｒａｌＳｃｉｅｎｃｅＦｏｕｎｄａｔｉｏｎｏｆＣｈｉｎａ（１１０３２００９）
ＣｏｒｒｅｓｐｏｎｄｉｎｇａｕｔｈｏｒＥｍａｉｌ：ｘｕｊｉａｎ＠ｔｏｎｇｊｉ．ｅｄｕ．ｃｎ

ＭＯＤＥＬＩＮＧＡＮＤＳＴＡＢＩＬＩＴＹＡＮＡＬＹＳＩＳＯＦＳＰＩＮＮＩＮＧＭＩＳＳＩＬＥ

ＷＩＴＨＣＯＮＴＲＯＬＳＹＳＴＥＲＭ

ＺｈｅｎＴｉｎｇｔｉｎｇ　ＸｕＪｉａｎ　ＷｅｎＪｉａｎｍｉｎｇ
（ＳｃｈｏｏｌｏｆＡｅｒｏｓｐａｃｅＥｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇａｎｄＡｐｐｌｉｅｄＭｅｃｈａｎｉｃｓ，ＴｏｎｇｊｉＵｎｉｖｅｒｓｉｔｙ，Ｓｈａｎｇｈａｉ　２０００９２，Ｃｈｉｎａ）

Ａｂｓｔｒａｃｔ　Ａｓｐｉｎｎｉｎｇｍｉｓｓｉｌｅｗｉｔｈｃｏｎｔｒｏｌｓｙｓｔｅｍｗａｓｃｈｏｓｅｎａｓｔｈｅｒｅｓｅａｒｃｈｏｂｊｅｃｔｉｎｔｈｉｓｐａｐｅｒ．Ｔｈｅｄｙｎａｍｉｃ
ｍｏｄｅｌｏｆｔｈｅｓｐｉｎｎｉｎｇｍｉｓｓｉｌｅｗａｓｉｍｐｒｏｖｅｄｉｎｔｈｅｏｒｙｂｙｃｏｎｓｉｄｅｒｉｎｇｎｏｎｌｉｎｅａｒａｅｒｏｄｙｎａｍｉｃｓａｎｄｔｉｍｅｄｅｌａｙｉｎ
ｃｏｎｔｒｏｌｓｅｇｍｅｎｔ．Ｓｅｔｔｉｎｇｔｉｍｅｄｅｌａｙａｎｄｃｏｎｔｒｏｌｇａｉｎｓａｓｔｈｅｂｉｆｕｒｃａｔｉｏｎｐａｒａｍｅｔｅｒｓ，ｓｔａｂｉｌｉｔｙａｎａｌｙｓｉｓｏｆｏｎｅｅｑｕｉ
ｌｉｂｒｉｕｍｐｏｉｎｔｗａｓｍａｄｅｂａｓｅｄｏｎｔｈｅｃｈａｒａｃｔｅｒｉｓｔｉｃｅｑｕａｔｉｏｎｏｆｔｈｉｓｍｏｄｅｌ．ＣｒｉｔｉｃａｌＨｏｐｆｂｉｆｕｒｃａｔｉｏｎｖａｌｕｅｓｗｅｒｅ
ｏｂｔａｉｎｅｄｗｈｅｎｔｈｅｅｑｕｉｌｉｂｒｉｕｍｐｏｉｎｔｌｏｓｔｉｔｓｓｔａｂｉｌｉｔｙ．Ｔｈｅｎ，ｔｈｅｉｎｓｔａｂｌｅｓｔａｔｅｓｏｆｔｈｅａｔｔａｃｋａｎｇｌｅａｎｄｓｉｄｅｓｌｉｐａｎ
ｇｌｅｗｅｒｅｎｕｍｅｒｉｃａｌｌｙｓｉｍｕｌａｔｅｄｕｎｄｅｒｔｈｅｏｒｅｔｉｃａｌｐｒｅｄｉｃｔｉｏｎ．Ｍｅａｎｗｈｉｌｅ，ｔｈｅａｍｐｌｉｔｕｄｅｏｆｐｅｒｉｏｄｉｃｓｏｌｕｔｉｏｎｓｃｈａｎ
ｇｉｎｇｗｉｔｈｃｏｎｇｔｒｏｌｇａｉｎｓａｎｄｔｉｅｍｄｅｌａｙｗｅｒｅａｃｈｉｅｖｅｄ．Ｔｈｅｎｕｍｅｒｉｃａｌｒｅｓｕｌｔｓｉｎｄｉｃａｔｅｔｈａｔｔｈｅｔｈｅｏｒｅｔｉｃａｌｐｒｅｄｉｃ
ｔｉｏｎｉｓｒｅｌａｔｉｖｅｌｙｒｅａｓｏｎａｂｌｅ．Ｔｉｍｅｄｅｌａｙｍａｄｅｌｉｔｔｌｅｃｈａｎｇｅｏｎｔｈｅｃｏｎｉｎｇｍｏｔｉｏｎｏｆｔｈｅｓｐｉｎｎｉｎｇｍｉｓｓｉｌｅ，ｂｕｔｉｔ
ｄｒａｍａｔｉｃａｌｌｙｄｅｃｒｅａｓｅｓｔｈｅｓｅｌｅｃｔａｂｌｅｒａｎｇｅｓｏｆｃｏｎｔｒｏｌｇａｉｎｓｉｎｋｅｅｐｉｎｇｔｈｅｓｙｓｔｅｍｓｔａｂｌｅ．Ｉｎｃｏｎｓｅｑｕｅｎｃｅ，ｔｉｍｅ
ｄｅｌａｙｃａｎｎｏｔｂｅｉｇｎｏｒｅｄｆｏｒｄｅｓｉｇｎｉｎｇｓｔａｂｉｌｉｔｙｓｙｓｔｅｍｏｆｔｈｅｓｐｉｎｎｉｎｇｍｉｓｓｉｌｅ．

Ｋｅｙｗｏｒｄｓ　ｓｐｉｎｎｉｎｇｍｉｓｓｉｌｅ，　ｔｉｍｅｄｅｌａｙ，　ｃｏｎｔｒｏｌｇａｉｎｓ，　ｓｔａｂｉｌｉｔｙａｎａｌｙｓｉｓ，　Ｈｏｐｆｂｉｆｕｒｃａｔｉｏｎ

附录１　主要符号表
Ｃ　横向转动惯量，ｋｇ·ｍ２

Ａ　极转动惯量，ｋｇ·ｍ２

ａｃｙ，ａｃｚ　加速度指令，ｍ／ｓ
２

ａｙ，ａｚ　旋转弹加速度，ｍ／ｓ
２

ｄ　弹轴半径，ｍ
Ｌ　参考长度，ｍ
ｍ　弹体质量，ｋｇ
Ｑ　动压力，Ｎ／ｍ２

Ｓ　参考面积，ｍ２

ｃ　加速器与弹体质心之间的距离，ｍ
ｖ　弹体质心速度，ｍ／ｓ
α　攻角，ｒａｄ
β　侧滑角，ｒａｄ
，φ，γ　俯仰角，偏航角及滚转角，ｒａｄ
θ，φ　航迹角，航向角，ｒａｄ
Ｔｓ　伺服系统的时间常数，ｓ
μｓ　伺服系统的阻尼率
τ　控制系统时滞，ｓ
γｃ　伺服系统的耦合角，ｒａｄ
ｋｐ　比例调节增益

ｋａ　加速度反馈增益
ｋｚ　角位置反馈增益
ｋω　阻尼回路增益
ｋｓ　伺服系统增益
ｃ′Ｌ　升力系数的一阶偏导数
ｃ′Ｆμ，ｃ

″
Ｆμ　马格努斯力系数的一阶偏导数和二

阶偏导数

ｃ′ω　阻尼力矩系数的一阶偏导数
ｃ′Ｍｓ　静稳定力矩系数的一阶偏导数
ｃ″Ｍμ　马格努斯力矩系数的二阶偏导数
ｃ′σ　控制力矩系数

附录２　旋转弹所受力与力矩表达式
假设旋转弹气动轴对称，考虑气动非线性的力

与力矩的表达式可有文献［１２］得到：
升力ＦＬｙ及侧向力ＦＬｚ为

ＦＬｙ＝ＱＳＣ′Ｌα（１＋ｋＬα
２）、ＦＬｚ＝－ＱＳＣ′Ｌβ（１＋ｋＬβ

２）；

的马格努斯力在速度坐标系 Ｏｙｖ、Ｏｙｖ轴上的分量
Ｆμｙ、Ｆμｚ为

Ｆμｙ＝－ＱＳＣ″Ｆμ（γｄ／ｖ）β（１＋ｋＦμβ
２）、

Ｆμｚ＝－ＱＳＣ″Ｆμ（γｄ／ｖ）α（１＋ｋＦμα
２）；
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阻尼力矩在准弹体坐标系 Ｏｙｎｂ轴及 Ｏｚｎｂ轴上的分
量Ｍωｙ、Ｍωｚ为

Ｍωｙ＝－
１
２ＱＳＬｃ′ω（

φＬ
ｖ）（１＋ｋＭωβ

２）、

Ｍωｚ＝－
１
２ＱＳＬｃ′ω（

Ｌ
ｖ）（１＋ｋＭωα

２）；

马格努斯力矩在准弹体坐标系 Ｏｙｎｂ轴及 Ｏｚｎｂ轴上
的分量Ｍμｙ、Ｍμｚ为

Ｍμｙ＝
１
２ＱＳＬｃ″Ｍμ（

γｄ
ｖ）α（１＋ｋＭμα

２）、

Ｍμｚ＝－
１
２ＱＳＬｃ″Ｍμ（

γｄ
ｖ）β（１＋ｋＭμβ

２）；

静稳定力矩在准弹体坐标系 Ｏｙｎｂ轴及 Ｏｚｎｂ轴上的
分量Ｍｓｙ、Ｍｓｚ为

Ｍｓｙ＝
１
２ＱＳＬｃ′Ｍｓβ（１＋ｋＭｓβ

２）、

Ｍｓｚ＝
１
２ＱＳＬｃ′Ｍｓα（１＋ｋＭｓα

２）；

控制力矩在准弹体坐标系 Ｏｙｎｂ轴及 Ｏｚｎｂ轴上的分
量为

Ｍσｙ＝
１
２ＱＳＬｃ′σσ２、Ｍσｚ＝

１
２ＱＳＬｃ′σσ１．

推力Ｔ及重力 Ｇ在速度坐标系上的分量可参考文
献［１８］，利用速度坐标系与弹体坐标系、惯性坐标
系之间的转换关系得到：

Ｔｘ
Ｔｙ
Ｔ









ｚ

＝Ｌ－１（α）Ｌ－１（β）
Ｔ







０
０
＝
Ｔｃｏｓβｃｏｓα
Ｔｃｏｓβｓｉｎα
－Ｔｓｉｎ







β
、

Ｇｘ
Ｇｙ
Ｇ









ｚ

＝Ｌ（φ）Ｌ（θ）
０
－ｍｇ







０
＝
－ｍｇｃｏｓφｓｉｎθ
－ｍｇｃｏｓθ
－ｍｇｓｉｎφｓｉｎ







θ
，

且有

Ｆｙ２＝ＦＬｙ＋Ｆμｙ＋Ｔｙ＋Ｇｙ，Ｆｚ２＝ＦＬｚ＋Ｆμｚ＋Ｔｚ＋Ｇｚ，
Ｍｙ１＝Ｍωｙ＋Ｍμｙ＋Ｍｓｙ＋Ｍσｙ，
Ｍｚ１＝Ｍωｚ＋Ｍμｚ＋Ｍｓｚ＋Ｍσｚ．

附录３　文中相关系数的表达式

ａ１＝
ＱＳｃ′Ｌ
ｍｖ－

Ｔ
ｍｖ；ａ２＝

ＱＳｃ″Ｆμ（γｄ／ｖ）
ｍｖ ；

ａ３＝
ＱＳｃ′ＬｋＬ
ｍｖ ；ａ４＝

ＱＳｃ″ＦμｋＦμ（γｄ／ｖ）
ｍｖ ；

ｂ１＝
ＱＳＬｃ′ω（Ｌ／ｖ）

Ａ ；ｂ２＝
ＱＳＬｃ″Ｍμ（γｄ／ｖ）

Ａ ；

ｂ３＝
ＱＳＬｃ′ｍｓ
Ａ ；ｂ４＝

Ｃγ
Ａ；ｂ２１＝

２Ａ－Ｃ
Ａ ；

ｂ２２＝
ＱＳＬｃ′ωｋＭω（Ｌ／ｖ）

Ａ ；ｂ２３＝
ＱＳＬｃ′ＭｓｋＭｓ
Ａ ；

ｂ２４＝
ＱＳＬｃ″ＭμｋＭμ（γｄ／ｖ）

Ａ ；ｂ′２１＝
Ｃ－Ａ
Ａ ；

ｃ１＝
ＱＳＬｃ′σｋｓｋｒｃｏｓ（γｄ）（ｃｋｐｋａ＋ｋω）

Ａ ；

ｃ２＝
ＱＳＬｃ′σｋｓｋｒｃｏｓ（γｄ）（ｖｋｐｋａ＋ｋｚ）

Ａ ；

ｃ３＝
ＱＳＬｃ′σｋｓｋｒｃｏｓ（γｄ）ｖｋｐｋａ

Ａ ；

ｃ４＝
ＱＳＬｃ′σｋｓｋｒｓｉｎ（γｄ）（ｃｋｐｋａ＋ｋω）

Ａ ；

ｃ５＝
ＱＳＬｃ′σｋｓｋｒｓｉｎ（γｄ）（ｖｋｐｋａ＋ｋｚ）

Ａ ；

ｃ６＝
ＱＳＬｃ′σｋｓｋｒｓｉｎ（γｄ）ｖｋｐｋａ

Ａ ．

ｄ１１＝２ａ１＋２ｂ１；
ｄ２１＝ａ１

２＋ａ２
２＋ｂ１

２＋ｂ４
２＋４ａ１ｂ１－２ｂ３；

ｄ２２＝４ａ１ｃ１＋２ｂ１ｃ１－２ｂ４ｃ４＋２ｃ２－２ｃ３；
ｄ２３＝ｃ１

２＋ｃ４
２；

ｄ３１＝２ａ１ｂ１
２＋２ａ１

２ｂ１＋２ａ２
２ｂ１＋２ａ１ｂ４

２－
　２ａ１ｂ３－２ａ２ｂ２－２ｂ１ｂ３－２ｂ２ｂ４；
ｄ３２＝２ａ１ｃ１

２＋２ａ２
２ｃ１＋４ａ１ｃ２－２ａ１ｃ３＋

　２ａ２ｃ６＋２ｂ１ｃ２－２ｂ１ｃ３－２ｂ３ｃ１＋２ｂ２ｃ４－
　２ｂ４ｃ５＋２ｂ４ｃ６＋４ａ１ｂ１ｃ１－４ａ１ｂ４ｃ４；
ｄ３３＝２ｃ１ｃ２－２ｃ１ｃ３＋２ｃ４ｃ５－２ｃ４ｃ６＋
　２ａ１ｃ１

２＋２ａ１ｃ４
２；

ｄ４１＝ｂ２
２＋ｂ３

２＋ａ１
２ｂ１

２＋ａ１
２ｂ４

２＋ａ２
２ｂ１

２＋ａ２
２ｂ４

２－
　２ａ１ｂ１ｂ３－２ａ１ｂ２ｂ４－２ａ２ｂ１ｂ２＋２ａ２ｂ３ｂ４；
ｄ４２＝２ｂ２ｃ５－２ｂ２ｃ６－２ｂ３ｃ２＋２ｂ３ｃ３＋
　２ａ１

２ｃ２＋２ａ２
２ｃ２＋４ａ１ｂ１ｃ２－２ａ１ｂ１ｃ３＋

　２ａ２ｂ１ｃ６－２ａ２ｂ２ｃ１－２ａ２ｂ３ｃ４＋２ａ２ｂ４ｃ３＋
　２ａ１ｂ２ｃ４－２ａ１ｂ３ｃ１－４ａ１ｂ４ｃ５＋２ａ１ｂ４ｃ６＋
　２ａ２

２ｂ１ｃ１－２ａ２
２ｂ４ｃ４＋２ａ１

２ｂ１ｃ１－２ａ１
２ｂ４ｃ４；

ｄ４３＝ｃ２
２＋ｃ３

２＋ｃ５
２＋ｃ６

２－２ｃ２ｃ３－２ｃ５ｃ６＋
　ａ１

２ｃ４
２＋ａ２

２ｃ１
２＋ａ２

２ｃ４
２＋４ａ１ｃ１ｃ２－２ａ１ｃ１ｃ３＋

　４ａ１ｃ４ｃ５－２ａ１ｃ４ｃ６＋２ａ２ｃ１ｃ６－２ａ２ｃ３ｃ４；
ｄ５２＝－２ａ１ｂ３ｃ２－２ａ２ｂ２ｃ２＋２ａ１ｂ２ｃ５－２ａ２ｂ３ｃ５＋
　２ａ１

２ｂ１ｃ２＋２ａ２
２ｂ１ｃ２－２ａ１

２ｂ４ｃ５－２ａ２
２ｂ４ｃ５；

ｄ５３＝２ａ１ｃ２
２＋２ａ１ｃ５

２－２ａ１ｃ２ｃ３＋２ａ２ｃ２ｃ６－
　２ａ２ｃ３ｃ５－２ａ１ｃ５ｃ６＋２ａ１

２ｃ１ｃ２＋２ａ２
２ｃ１ｃ２＋

　２ａ１
２ｃ４ｃ５＋２ａ２

２ｃ４ｃ５；
ｄ６３＝ａ１

２ｃ２
２＋ａ１

２ｃ５
２＋ａ２

２ｃ２
２＋ａ２

２ｃ５
２．

０４


