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关于 Ｍｅｉ对称性与 Ｎｏｅｔｈｅｒ对称性的关系
—以 Ｂｉｒｋｈｏｆｆ系统为例

张毅

（苏州科技学院土木工程学院，苏州　２１５０１１）

摘要　文章以Ｂｉｒｋｈｏｆｆ系统为例研究Ｍｅｉ对称性与Ｎｏｅｔｈｅｒ对称性之间的关系．研究了基于无限小生成元向量

作用下Ｂｉｒｋｈｏｆｆ函数和Ｂｉｒｋｈｏｆｆ函数组的变分问题，建立了该变分问题的Ｂｉｒｋｈｏｆｆ方程与Ｎｏｅｔｈｅｒ对称性及其守

恒量．研究表明：该变分问题得到的Ｂｉｒｋｈｏｆｆ方程、Ｎｏｅｔｈｅｒ等式和Ｎｏｅｔｈｅｒ守恒量分别与经典Ｂｉｒｋｈｏｆｆ系统Ｍｅｉ

对称性的判据方程、结构方程和Ｍｅｉ守恒量完全一致．文末以著名的Ｅｍｄｅｎ方程等为例来说明结果的应用．

关键词　Ｂｉｒｋｈｏｆｆ系统，　Ｍｅｉ对称性，　Ｎｏｅｔｈｅｒ对称性，　守恒量，　关系

ＤＯＩ：　１０．６０５２／１６７２６５５３２０１５０１６

引言

动力学系统的对称性与守恒量的研究是分析

力学发展的一个重要方面．对称性方法是研究动力
学系统守恒量的一个近代方法，主要有三种概念不

同的方法：一是基于Ｈａｍｉｌｔｏｎ作用量在无限小变换
下的不变性的 Ｎｏｅｔｈｅｒ对称性［１－９］；二是基于微分

方程在无限小变换下的不变性的 Ｌｉｅ对称
性［１０－１８］；三是基于动力学方程中出现的动力学函

数（如Ｌａｇｒａｎｇｅ函数，动能，势能，广义力，广义约
束力等）在经历群的无限小变换后仍然满足原方程

的一种不变性的 Ｍｅｉ对称性［１９－２５］．梅凤翔教授在
其著作［２５］中系统地研究了约束力学系统的上述三

种对称性与三种守恒量（Ｎｏｅｔｈｅｒ守恒量，Ｈｏｊｍａｎ
守恒量以及 Ｍｅｉ守恒量），及其相互之间的关系．
与以往的研究不同，本文从变分问题及其不变性

角度，以 Ｂｉｒｋｈｏｆｆ系统为例研究 Ｍｅｉ对称性与
Ｎｏｅｔｈｅｒ对称性及其守恒量之间的关系，主要结果
为文中给出的４个定理．

１　基于无限小生成元向量作用的 Ｂｉｒｋｈｏｆｆ
函数的变分问题

　　Ｂｉｒｋｈｏｆｆ系统的运动微分方程为

Ωμυａ
υ－Ｂ
ａμ
－
Ｒμ
ｔ
＝０μ，υ＝１，２，…，２( )ｎ

（１）
其中Ｒμ＝Ｒμ ｔ，( )ａ为Ｂｉｒｋｈｏｆｆ函数组，Ｂ＝Ｂｔ，( )ａ
为Ｂｉｒｋｈｏｆｆ函数，而

Ωμυ ＝
Ｒυ
ａμ
－
Ｒμ
ａυ

（２）

称为Ｂｉｒｋｈｏｆｆ张量．当 ｄｅｔΩ( )
μυ ≠ ０时，系统非奇

异，可解得

ａμ ＝Ωμυ Ｂ
ａυ
＋
Ｒυ
( )ｔ （３）

其中ΩμυΩυσ ＝δμσ，这里Ω
μυ称为Ｂｉｒｋｈｏｆｆ逆变张

量．
引进时间ｔ和变量ａμ的无限小变换
ｔ－ ＝ｔ＋Δｔ，ａ－μ ｔ( )－ ＝ａμ( )ｔ＋Δａμ，

μ＝１，２，…，２( )ｎ （４）

或其展开式

ｔ－ ＝ｔ＋ετｔ，( )ａ，ａ
－μ ｔ( )－ ＝ａμ( )ｔ＋εξμ ｔ，( )ａ，

　 μ＝１，２，…，２( )ｎ （５）

其中ε为无限小参数，τ，ξμ为无限小变换的生成
函数或生成元．取无限小生成元向量为

Χ( )０ ＝τｔ
＋ξμ


ａμ

（６）



第１期 张毅：关于Ｍｅｉ对称性与Ｎｏｅｔｈｅｒ对称性的关系以Ｂｉｒｋｈｏｆｆ系统为例

对于Ｂｉｒｋｈｏｆｆ系统（１），构建基于无限小生成
元向量作用下的Ｂｉｒｋｈｏｆｆ函数和 Ｂｉｒｋｈｏｆｆ函数组的
变分问题：

求积分泛函

Ａ( )γ ＝∫
ｔ２

ｔ１
Χ( )０ Ｒμ ｔ，ａυ( )( )[ ]ｔ ａμ( ){ ｔ－

　Χ( )０ Ｂｔ，ａυ（ｔ( )[ ] }） ｄｔ （７）

在给定边界条件

ａμ( )ｔ ｔ＝ｔ１
＝ａμ１，ａμ( )ｔ ｔ＝ｔ２

＝ａμ２，

　 μ＝１，２，…，２( )ｎ （８）

下的极值问题．
积分泛函（７）也可称为作用量积分或作用量．

泛函（７）在ａμ ＝ａμ（ｔ）上取得极值的必要条件是
其变分为零，即δＡ＝０，因此有

δＡ＝∫
ｔ２

ｔ１

Χ( )０ Ｒ( )
μ

ａυ
ａμδａυ＋Χ( )０ Ｒ( )

μ δａ[ μ－

　Χ
( )０ ( )Ｂ
ａυ

δａ]υ ｄｔ＝０ （９）

利用边界条件（８）以及交换关系
ｄδａμ ＝δｄａμ μ＝１，２，…，２( )ｎ （１０）

方程（９）可表为

δＡ＝∫
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∫
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ｔ１
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 }ｔ
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（１１）
由积分区间的任意性和 δａμ（μ＝１，２，…，２ｎ）的相
互独立性，得

Χ( )０ Ｒ( )
υ

ａμ
－
Χ( )０ Ｒ( )

μ

ａ
[ ]υ

ａυ－Χ
( )０ ( )Ｂ
ａμ

－

　
Χ( )０ Ｒ( )

μ

ｔ
＝０μ＝１，２，…，２( )ｎ （１２）

方程（１２）是变分问题（７）（８）的 Ｂｉｒｋｈｏｆｆ方
程．

２　Ｎｏｅｔｈｅｒ对称性

在无限小变换（４）作用下，泛函（７）变为

Ａγ( )－ ＝∫
ｔ－２

ｔ－１
Χ( )０ Ｒμ ｔ

－
，ａ－υ ｔ( )( )[ ]－ ａ－

·

μ ｔ( ){ － －

　Χ( )０ Ｂ ｔ－，ａ－υ ｔ( )( )[ ] }－ ｄｔ－ （１３）

其中 γ－ 为邻近曲线，则变换前后的差 Ａγ( )－ －

Ａ( )γ 相对ε的主线性部分为

ΔＡ＝∫
ｔ２

ｔ１
Χ( )０ Ｒ( )

μ
ａμ－Χ( )０ ( )[ ]Ｂ

ｄ
ｄｔΔ{ ｔ＋

　 Χ( )０ Ｒ( )
μ

ｔ
ａμ－Χ

( )０ ( )Ｂ
[ ]ｔ

Δｔ＋

　 Χ( )０ Ｒ( )
μ

ａυ
ａμ－Χ

( )０ ( )Ｂ
ａ

[ ]υ
Δａυ＋

　Χ( )０ Ｒ( )
μ Δａ}μ ｄｔ （１４）

注意到关系

δａμ ＝Δａμ－ａμΔｔ，Δａμ ＝ｄｄｔΔａ
μ－ａμ ｄｄｔΔｔ

（１５）
式（１４）可表为

　ΔＡ＝∫
ｔ２

ｔ１
εΧ( )０ Χ( )０ Ｒ( )[ ]

μ
ａμ－Χ( )０ Χ( )０ ( )[ ]{ Ｂ －

　Χ( )０ ( )Ｂτ
· ＋Χ( )０ Ｒ( )

μ ξ
·

}μ ｄｔ （１６）

Ｎｏｅｔｈｅｒ对称性是作用量积分在无限小变换下
的一种不变性．如果对于每一个无限小变换（４），
始终成立

ΔＡ＝－∫
ｔ２

ｔ１

ｄ
ｄｔΔ

( )Ｇｄｔ （１７）

其中ΔＧ＝εＧ，Ｇ＝Ｇｔ，( )ａ为规范函数，则这种不

变性称为变分问题（７）（８）的 Ｎｏｅｔｈｅｒ准对称性．如
Ｇ＝０，则为Ｎｏｅｔｈｅｒ对称性．

由式（１６）和（１７），容易得到：
如果存在规范函数Ｇ＝Ｇｔ，( )ａ使得无限小生

成元τ，ξμ满足

Χ( )０ Χ( )０ Ｒ( )[ ]
μ
ａμ－Χ( )０ Χ( )０ ( )[ ]Ｂ －

　Χ( )０ ( )Ｂτ
·

＋Χ( )０ Ｒ( )
μ ξ
·

μ＋Ｇ
·

＝０ （１８）

则相应不变性为变分问题（７）（８）的 Ｎｏｅｔｈｅｒ
准对称性．

方程（１８）可称为变分问题（７）（８）的 Ｎｏｅｔｈｅｒ
等式．

由Ｎｏｅｔｈｅｒ准对称性可直接导出一类守恒量，
有如下结果：

定理１　对于变分问题（７）（８），如果存在规范函数
Ｇ＝Ｇｔ，( )ａ使得无限小变换的生成元 τ，ξμ满足

Ｎｏｅｔｈｅｒ等式（１８），则其Ｎｏｅｔｈｅｒ准对称性直接导致
守恒量，形如

７２
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Ｉ＝Χ( )０ Ｒ( )
μ ξμ－Χ

( )０ ( )Ｂτ＋Ｇ＝ｃｏｎｓｔ．（１９）

守恒量（１９）可称为变分问题（７）（８）的
Ｎｏｅｔｈｅｒ守恒量．

３　Ｎｏｅｔｈｅｒ对称性与Ｍｅｉ对称性的关系

Ｂｉｒｋｈｏｆｆ系统的 Ｍｅｉ对称性是指 Ｂｉｒｋｈｏｆｆ方程
（１）中的Ｂｉｒｋｈｏｆｆ函数Ｂ和Ｂｉｒｋｈｏｆｆ函数组Ｒμ在经
历无限小变换后仍然满足原方程的一种不变

性［２５］．
关于变分问题（７）（８）的 Ｎｏｅｔｈｅｒ对称性与

Ｂｉｒｋｈｏｆｆ系统（１）的Ｍｅｉ对称性之间的关系，有如下
结果：

定理 ２　变分问题（７）（８）的 Ｂｉｒｋｈｏｆｆ方程即为
Ｂｉｒｋｈｏｆｆ系统（１）的Ｍｅｉ对称性的判据方程．
定理３　变分问题（７）（８）的 Ｎｏｅｔｈｅｒ等式（１８）即
为Ｂｉｒｋｈｏｆｆ系统（１）的Ｍｅｉ对称性的结构方程．
定理４　变分问题（７）（８）的 Ｎｏｅｔｈｅｒ守恒量（１９）
即为Ｂｉｒｋｈｏｆｆ系统（１）的 Ｍｅｉ对称性直接导致的
Ｍｅｉ守恒量．

４　算例

例１．考虑天体物理学著名的 Ｅｍｄｅｎ方程［２６］，

它可化为Ｂｉｒｋｈｏｆｆ系统，其 Ｂｉｒｋｈｏｆｆ函数和 Ｂｉｒｋｈｏｆｆ
函数组为［２７］

Ｂ＝ １
２ｔ２ ａ

( )２ ２＋１６ｔ
２ ａ( )１ ６，

Ｒ１ ＝－
１
２ａ

２，Ｒ２ ＝－
３
２ａ

１ （２０）

其中ｔ≠０．Ｂｉｒｋｈｏｆｆ方程（１）给出

－ａ２－ｔ２ ａ( )１ ５ ＝０，ａ１－１
ｔ２
ａ２ ＝０ （２１）

泛函（７）给出

Ａ＝∫
ｔ２

ｔ１
Χ( )０ －１２ａ( )２ ａ１＋Χ( )０ －３２ａ( )１ ａ{ ２－

　Χ( )０ １
２ｔ２ ａ

( )２ ２＋１６ｔ
２ ａ( )[ ] }１ ６ ｄｔ （２２）

如取无限小变换的生成元向量为

Χ( )０ ＝ｔ
ｔ
－１２ａ

１ 
ａ１
＋１２ａ

２ 
ａ２

（２３）

则有

Ａ＝∫
ｔ２

ｔ１
－１４ａ

２ａ１＋３４ａ
１ａ{ ２＋

　 １
２ｔ２ ａ

( )２ ２＋１６ｔ
２ ａ( ) }１ ６ ｄｔ （２４）

于是有

δＡ＝∫
ｔ２

ｔ１
－１４ａ

１δａ２－１４ａ
２δａ１＋３４ａ

２δａ{ １＋

　 ３
４ａ

１δａ２＋１
ｔ２
ａ２δａ２＋ｔ２ ａ( )１ ５δａ}１ ｄｔ

（２５）

对式（２５）等号右边第二项和第四项进行分部
积分，并考虑到边界条件

δａ１ ｔ１
＝δａ１ ｔ２

＝δａ２ ｔ１
＝δａ２ ｔ２

＝０ （２６）

以及Ｂｉｒｋｈｏｆｆ方程（２１），有

δＡ＝∫
ｔ２

ｔ１
ａ２＋ｔ２ ａ( )[ ]１ ５ δａ{ １＋

　 －ａ１＋１
ｔ２
ａ( )２ δａ}２ ｄｔ＝０ （２７）

计算泛函（２４）的变分ΔＡ，有

ΔＡ＝∫
ｔ２

ｔ１
ε ｄｄｔ

１
２ｔ ａ

( )２ ２＋１２ａ
１ａ２＋１６ｔ

３ ａ( )[ ]{ １ ６ ＋

　 ａ２＋ｔ２ ａ( )[ ]１ ５ －１２ａ
１－ａ１( )ｔ＋

　 －ａ１＋１
ｔ２
ａ( )２ １

２ａ
２－ａ２( ) }ｔ ｄｔ＝０

（２８）

因此，生成元向量（２３）是与泛函（２４）相应的
变分问题的 Ｎｏｅｔｈｅｒ对称性．利用方程（２１），由式
（２８）可得

Ｉ＝１２ｔａ
( )２ ２＋１２ａ

１ａ２＋１６ｔ
３ ａ( )１ ６ ＝ｃｏｎｓｔ．

（２９）

式（２９）是泛函（２４）相应的变分问题的 Ｎｏｅｔｈｅｒ守
恒量．同时，由文献［２７］，生成元向量（２３）也是
Ｂｉｒｋｈｏｆｆ系统（２０）的 Ｍｅｉ对称性，而式（２９）是相应
的Ｍｅｉ守恒量．

例２．已知四阶Ｂｉｒｋｈｏｆｆ系统为

Ｂ＝１２ ａ( )３ ２＋ ａ( )[ ]４ ２ ＋ａ２，

Ｒ１ ＝ａ
３，Ｒ２ ＝ａ

４，Ｒ３ ＝０，Ｒ４ ＝０ （３０）
Ｂｉｒｋｈｏｆｆ方程（１）给出
－ａ３＝０，－ａ４－１＝０，ａ１－ａ３＝０，ａ２－ａ４＝０

（３１）

泛函（７）给出

Ａ＝∫
ｔ２

ｔ１
Χ( )０ ａ( )３ ａ１＋Χ( )０ ａ( )４ ａ{ ２－

　Χ( )０ １
２ ａ( )３ ２＋１２ ａ( )４ ２＋ａ[ ] }２ ｄｔ（３２）

８２
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取无限小变换的生成元向量

Χ( )０ ＝ 
ａ１
＋ ａ( )３ ２ 

ａ２
－２ａ３ 

ａ３
（３３）

则有

Ａ＝∫
ｔ２

ｔ１
－２ａ３ａ１＋ ａ( )[ ]３ ２ ｄｔ （３４）

于是有

δＡ＝∫
ｔ２

ｔ１
２ａ３δａ１＋２－ａ１＋ａ( )３ δａ[ ]３ ｄｔ＝０

（３５）
以及

ΔＡ＝∫
ｔ２

ｔ１
ε ｄ
ｄｔ－２ａ

( )３ ＋ －２ａ１＋２ａ( )３ －２ａ( ){ }３ ｄｔ＝０

（３６）
因此，生成元向量（３３）是与泛函（３４）相应的

变分问题的 Ｎｏｅｔｈｅｒ对称性．利用方程（３１），由式
（３６）得到

Ｉ＝－２ａ３ ＝ｃｏｎｓｔ． （３７）
式（３７）是泛函（３４）相应的变分问题的 Ｎｏｅｔｈｅｒ守
恒量．同时，生成元向量（３３）也是 Ｂｉｒｋｈｏｆｆ系统
（３０）相应的 Ｍｅｉ对称性，而式（３７）是其 Ｍｅｉ守恒
量．

５　结论

研究对称性与守恒量及其相互之间的关系对

于深入理解力学系统的动力学行为及其内在的物

理本质具有重要意义．本文以Ｂｉｒｋｈｏｆｆ系统为例从
变分不变性角度研究Ｍｅｉ对称性与Ｎｏｅｔｈｅｒ对称性
及其守恒量之间的关系，结果表明：变分问题（７）
（８）导致的动力学方程，Ｎｏｅｔｈｅｒ等式以及 Ｎｏｅｔｈｅｒ
守恒量就是Ｂｉｒｋｈｏｆｆ系统（１）的 Ｍｅｉ对称性的判据
方程，结构方程和Ｍｅｉ守恒量．
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