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旋转圆环平面外振动的行波法研究
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摘要　以高速球轴承保持架为应用对象，针对旋转薄壁圆环的平面外振动问题，开展弹性波传播的基本特

性研究，分析平面外波动的色散方程、波数、截止频率、相速度以及位移耦合系数．基于行波动力学方法，根

据波动正向传递的判据，将正负行波的波数进行分离．结合相位封闭原理和波传递矩阵，建立旋转圆环的频

率特征方程．文中算例给出了旋转薄壁圆环平面外振动的固有频率，对其计算结果与文献结果作了比较，验

证了计算方法的准确性．
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引言

行波法是将弹性结构的振动描述成波导中波

的传播和衰减．近几年，研究行波法对平面内静止
结构的工作已取得一定进展．ＭｅａｄＤＪ［１］提出相位
封闭原理（ｔｈｅｐｈａｓｅｃｌｏｓｅｄｐｒｉｎｃｉｐｌｅ），奠定了弹性
结构行波动力学分析的基础，使行波法成为一种有

效的结构计算方法，该方法逐渐应用于梁、转子等

结构的振动分析之中．
最近，ＭｅｉＣ推导了Ｔｉｍｏｓｈｅｎｋｏ梁中波的传递

关系，给出了波在不连续节点处的散射特性，并且

根据结构振动的广义位移连续性条件和广义力平

衡条件，推导出了 Ｌ型［２］、Ｈ型［３］、多层型等其它

平面框架结构节点处的反射和透射矩阵，成功地计

算平面框架结构的振动特性［４］．ＣｈｏｕｖｉｏｎＢ［５］使用
行波法计算环 －梁结构的微机电系统传感器的动
力学参数，并且利用这些参数对传感器进行优化设

计．ＫａｎｇＢ［６］研究了平面内静止弯曲梁的行波动力
学建模方法，在忽略转动惯量和剪力对梁微元体的

影响情况下，求得了在扩张和非扩张情况下的弯曲

Ｅｕｌｅｒ－Ｂｅｒｎｏｕｌｌｉ梁模型的行波解．然而，行波法应
用于旋转圆环的研究仅刚刚起步．文献［７］根据
Ｅｕｌｅｒ－Ｂｅｒｎｏｕｌｌｉ梁理论，用行波法给出了平面内
旋转不等截面圆环波谱特性以及固有频率．

另外，研究弯曲梁平面外振动问题基本上集中

于静止状态．ＬｅｅＳＹ［８］在忽略转动惯量和剪力的
情况下，研究了静止非匀质弯曲梁平面外振动特

性．ＣｈｏｕｖｉｏｎＢ［９］使用行波法研究了平面外静止环
－梁结构的自由和受迫振动问题．对于旋转类物体
研究，有关振动问题的涉及较少．ＥｌｅｙＲ［１０］考虑了
Ｃｏｒｉｏｌｉｓ耦合作用的影响，用模态法分析了基于旋
转圆环的多轴速度传感器结构，得到平面外振动特

性．蒋宝坤等人［１１］运用多尺度法研究了平面内旋

转粘弹性夹层梁的非线性自由振动特性．周延泽等
人［１２］使用模态分析法给出了考虑转速影响的轴承

保持架在平面内振动和平面外弯曲扭转耦合振动

的固有频率表达式．
本文将以高速球轴承保持架为应用对象，基于

Ｅｕｌｅｒ－Ｂｅｒｎｏｕｌｌｉ旋转弯曲梁模型，用波动法研究平
面外轴向和弯曲耦合振动，分析振动波在旋转弯曲

梁中传播的基本特性．根据振动波正反向传递相位
封闭的原理，获得旋转圆环平面外振动的频率特征

方程以及固有频率．最后，将行波计算结果与文献
［１３］结果进行比较，分析其一致性．

１　运动方程

图１所示的是一个以转速 Ω绕着 Ｚ轴旋转的
薄壁圆环．沿圆周中性线的坐标由 ｙ表示，与中性
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线垂直的径向坐标和轴向坐标分别由 ｘ和 ｚ表示．
横截面的宽和高分别由ｂ和ｈ表示．圆环横截面中
性线在轴向的位移为ｗ，绕ｙ轴的扭转角位移为．

根据文献［１３］得到薄壁圆环平面外的振动方程：
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（１ｂ）
由方程（１ａ）和（１ｂ）可知，轴向位移 ｗ和扭转

角位移是互为耦合的．其中，Ｅ为弹性模量，Ｇ为
剪切模量，Ｉ０为 ｘ轴的惯性矩，Ｉｐ为 ｙ轴的极惯性
矩，Ｒ为曲率半径，Ω为转速，Ａ为横截面积，ｔ为时
间，θ为角度坐标．ｕｅ为常数，表示为 ｕｅ＝Ｒ

（１＋２ρＲ２Ω２槡 ／Ｅ－１）．如果将 Ω＝０代入到方程
（１）中，则简化后的振动方程与文献［９］所述的振
动方程一致．

基于Ｅｕｌｅｒ－Ｂｅｒｎｏｕｌｌｉ梁理论的弯曲梁，振动
弹性波动是多色波，存在色散现象．在研究旋转圆
环波动的传递特性时，设振动方程（１）的通解为

ｗ（θ，ｔ）＝^ｗｅｉ（ｎθ－ωｔ），（θ，ｔ）＝＾ｅｉ（ｎθ－ωｔ） （２）
其中，ｎ为平面外波数，ω为圆频率，ｉ为复数单位；
ｗ^和＾分别为轴向波动和扭转波动的波幅系数．

将通解（２）代入到方程（１）中，并写成如下矩
阵的形式：

　
２ρＡＲ４（－ω２＋２Ωｎω）＋２ＥＩｏｎ

４＋２ＧＩｐｎ
２ ２Ｒｎ２（ＥＩｏ＋ＧＩｐ）

ｎ２（ＥＩｏ＋ＧＩｐ） ρＩｐＲ
３（－ω２＋２Ωｎω－Ω２ｎ２）－ρΩ２Ｒ３Ｉｏ＋ＥＩｏＲ＋ＧＩｐＲｎ[ ]２ ｗ^

{ }^＝Ｂ ｗ^{ }^＝０
（３）

图１　自由旋转薄壁圆环模型

Ｆｉｇ．１　Ｍｏｄｅｌｏｆｆｒｅｅｒｏｔａｔｉｎｇｔｈｉｎｒｉｎｇ

令ｄｅｔ（Ｂ）＝０，得到旋转圆环平面外波动的色散方
程
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从公式（３）可得扭转角位移 和轴向位移 ｗ

的耦合系数β，其表达式如下：

βｉ＝
＾ｉ
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＝
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（５）

因此，轴向位移 ｗ和扭转角位移 的波动表
达为
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ｉｎ２θ＋^ｗ＋３ｅ
ｉｎ３θ＋

　ｗ^－４ｅ
ｉｎ４θ＋^ｗ－５ｅ

ｉｎ５θ＋^ｗ－６ｅ
ｉｎ６θ）ｅ－ｉωｔ （６ａ）

（θ，ｔ）＝（β１^ｗ
＋
１ｅ
ｉｎ１θ＋β２^ｗ

＋
２ｅ
ｉｎ２θ＋β３^ｗ

＋
３ｅ
ｉｎ３θ＋

　β４^ｗ
－
４ｅ
ｉｎ４θ＋β５^ｗ

－
５ｅ
ｉｎ５θ＋β６^ｗ

－
６ｅ
ｉｎ６θ）ｅ－ｉωｔ （６ｂ）

其中，上标“＋”和“－”分别表示正传波和负传波
的波幅系数；下标“１～３”和“４～６”分别表示正方

向和负方向传播的波数．

２　波模式

根据旋转圆环平面外波动的色散方程（４），在

给定频率下，应用高次代数方程数值解方法，能方

便地得到某频率下对应的６个波数，不同频率对应

着不同波数，从而构成波谱图．根据波谱图形特性，
将波谱分为四种波模式加以讨论．

对于波模式，学者Ｌｅｅ［１４］对于正向传递的波给

出了如下定义：

Ｉｍ｛ｎ｝≤或当Ｉｍ｛ｎ｝＝０时，Ｒｅｎ{ }ω ＞０（７）
?如果波数是复数，那么正传波波数的虚部为负数

或零，并且波在正向衰减传递；?如果波数是实数，

２３４
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那么正传波波数对应的导数为正．

图２　Ω＝０时波谱图

Ｆｉｇ．２　ＷａｖｅｎｕｍｂｅｒｓｐｅｃｔｒｕｍｗｈｅｎΩ＝０

图３　Ω＝１００ｒａｄ／ｓ波谱图

Ｆｉｇ．３　ＷａｖｅｎｕｍｂｅｒｓｐｅｃｔｒｕｍｗｈｅｎΩ＝１００ｒａｄ／ｓ

图２对应于静止圆环的四种波模式，而图３对
应于旋转圆环的四种波模式．图２和图３是圆环在
（１０１，１０５）频率范围内的谱曲线（几何尺寸和物理

参数参见６．３算例）．图中分叉点 ω１、ω２、ω３，表明
了静止和旋转圆环波数的四种模式．
２．１　静止圆环的四种波模式

（ａ）模式一：６个实波数，且 ｎ４＝－ｎ１，ｎ５＝－

ｎ２，ｎ６＝－ｎ３．

（ｂ）模式二：２个实波数和４个复波数，且 ｎ４
＝－ｎ１，ｎ５＝ｎ２，ｎ６＝ｎ３．（表示共轭）

（ｃ）模式三：２个实波数和４个虚波数，且 ｎ４
＝－ｎ１，ｎ５＝ｎ２，ｎ６＝ｎ３．

（ｄ）模式四：４个实波数和２个虚波数，且 ｎ４
＝－ｎ１，ｎ５＝ｎ２，ｎ６＝－ｎ３．

２．２　旋转圆环的四种波模式
（ａ）模式一：２个实波数和４个复波数，且｜ｎ１｜

＜｜ｎ４｜，｜ｎ２｜＜｜ｎ５｜，｜ｎ３｜＜｜ｎ６｜．

（ｂ）模式二：２个实波数和４个复波数，且｜ｎ１｜

＜｜ｎ４｜，｜ｎ２｜＜｜ｎ５｜，｜ｎ３｜＜｜ｎ６｜．

（ｃ）模式三：２个实波数和４个复波数，且｜ｎ１｜

＜｜ｎ４｜，｜ｎ２｜＜｜ｎ５｜，｜ｎ３｜＞｜ｎ６｜．

（ｄ）模式四：４个实波数和２个复波数，且｜ｎ１｜

＜｜ｎ４｜，｜ｎ２｜＝｜ｎ５｜，｜ｎ３｜＝｜ｎ６｜．
薄壁圆环静止时，正行波的波数与负行波的波

数相等，波谱图对称；而在圆环运动时，由于色散方

程（４）中加入了转速项，波数随转速而改变，波谱

实部不再保持对称．

３　相速度

波的相速度或相位速度是指波的相位在空间

中传递的速度．相速度 ｃ与圆频率 ω、波数 ｎ的关

系如下：

ｃ＝ωｎ （８）

图４　相速度图

Ｆｉｇ．４　Ｐｈａｓｅｖｅｌｏｃｉｔｙ

图４（ａ）是 Ω＝１００ｒａｄ／ｓ时，振动波在圆环平

面外传播的相速度图．图４（ｂ）是波在圆环平面外

静止和转动时的相速度局部放大图；从图中可以看

出，波在静止圆环的相速度是关于０线对称的；转

速Ω改变了波相速度的对称性；波在旋转圆环上

的相速度大于波在静止圆环上的相速度．

４　波在旋转圆环中的截止频率

考虑旋转圆环中的长波情况，即 ｎ→０，对色散

方程（４）求极限可得到旋转圆环的截止频率，如下

所示：

ｌｉｍ
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［ｎ６＋２ρＲ

２Ωω
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２Ω２）
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ρＡＲ４ω２（ＩｐρＲ

２ω２＋ＩｏρＲ
２Ω２－ＥＩｏ）
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极限（９）有两个根，分别为 ωｎｃ＝０和 ωｎｃ＝

３３４
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Ｉｏ
Ｉｐ
Ω２－Ｅ

ρＲ槡 ２．

当ωｎｃ＝０时，公式（５）取极限，得到ｌｉｍｎ→０｜β｜＝

ｌｉｍ
ｎ→０

＾

ｗ^ ＝
ＧＩｐ

－Ｒ（ＥＩｏ＋ＧＩｐ）
．说明旋转圆环轴向位移

和扭转角位移成一定比例，形成平面外振动．

当ωｎｃ＝
Ｉｏ
Ｉｐ
Ω２－Ｅ

ρＲ槡 ２时，ｌｉｍｎ→０｜β｜＝ｌｉｍｎ→０
＾

ｗ^ ＝∞．

说明旋转圆环的轴向位移为零但扭转角位移很大．

当且仅当 Ω≥
ＥＩｐ
ＩｏρＲ槡 ２时，此非零截止频率才存在，

并且它随着转速Ω的增加而升高．

５　位移耦合系数

为了分析波幅耦合作用的影响，图５给出了位
移耦合系数β随频率变化的曲线．图５（ａ）和图５
（ｂ）分别为圆环在平面外静止和转动时的耦合系
数β１～β６曲线．β１～β６分别对应波数 ｎ１～ｎ６．图５
中曲线的分叉点将曲线分为四个区间，这四个区间

与四个波模式相对应．
图５（ａ）是圆环在平面外静止时 β的耦合曲

线．从耦合系数 β的表达式可知，位移耦合系数 β
的量级为１０４，在模式二和模式三之间达到最大值，
说明ｎ１～ｎ６始终对应以扭转运动为主导的波动．
图５（ｂ）是Ω＝１００ｒａｄ／ｓ时，圆环在平面外运动时β
的耦合曲线．由于转速的影响，耦合系数发生很大
的变化，原本绝对值或模相等的正负波数对不再对

称，但扭转波动仍占主导地位．

图５　位移耦合系数

Ｆｉｇ．５　Ｔｈｅｒａｔｉｏｏｆａｘｉａｌｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔｔｏｔｏｒｓｉｏｎａｌｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔ

６　旋转薄壁圆环的自由振动

６．１　波的传递矩阵
波动从弯曲梁起始端向末尾端传播时，相位将

改变、幅值将衰减．相位和幅值的改变与弯曲梁波
导的波数和长度有关．波数和长度对波动的影响可

以由传递矩阵来表示．从波模式可知，波数有正负
之分．因此，正行波沿坐标系正方向传播 θ角和负
行波沿坐标系负方向传播 θ角可以表示为如下形
式：

ｃ＋２ ＝Ｔ
＋（θ）ｃ＋１，θ＞０ （１０ａ）

ｃ－１ ＝Ｔ
－（－θ）ｃ－２，θ＞０ （１０ｂ）

波的传递矩阵表示为：

Ｔ＋（θ）＝

ｅｉｎ１θ ０ ０

０ ｅｉｎ２θ ０

０ ０ ｅｉｎ３









θ
，

Ｔ－（－θ）＝

ｅｉｎ４（－θ） ０ ０

０ ｅｉｎ５（－θ） ０

０ ０ ｅｉｎ６（－θ









）
（１１）

６．２　正负行波的频率特征方程

由行波的相位封闭原理［３］可知，当入射波沿圆

环传播经历一个波动循环，入射波之间的相位相差

２π的整数倍时产生驻波，圆环系统发生共振．结构
振动的模态（驻波）是由波幅相等且传播方向相反

的波的叠加振型．结构发生共振时，正行波的波幅
系数和负行波的波幅系数有如下关系：

（Ｔ＋（２π）－Ｔ＋（０））［^ｗ＋１　ｗ^
＋
２　ｗ^

＋
３］

Ｔ＝０

（１２ａ）
（Ｔ－（２π）－Ｔ－（０））［^ｗ－４　ｗ^

－
５　ｗ^

－
６］

Ｔ＝０

（１２ｂ）
设ｃ＋ ＝［^ｗ＋１　ｗ^

＋
２　ｗ^

＋
３］

Ｔ，Ｈ＋ ＝Ｔ＋（２π）－

Ｔ＋（０）＝Ｔ＋（２π）－Ｉ（Ｉ为单位矩阵），则（１２ａ）可
写为Ｈ＋ｃ＋＝０．

又设ｃ－＝［^ｗ－４　ｗ^
－
５　ｗ^

－
６］

Ｔ，Ｈ－＝Ｔ－（２π）－

Ｔ－（０）＝Ｔ－（２π）－Ｉ，则（１２ｂ）可写为Ｈ－ｃ－＝０．
令｜Ｈ±｜＝０，即圆环振动的特征方程．方程｜

Ｈ＋｜＝０解得的固有频率对应的模态就是正行波
在圆环传播形成的驻波，而方程｜Ｈ－｜＝０解得的
固有频率对应的模态是负行波在圆环传播形成的

驻波．
６．３　具体算例

为了验证行波相位封闭原理求特征值的方法

的有效性，以图１所示的等截面旋转薄壁圆环为例
计算其固有频率．在算例中给定了圆环的几何尺寸
和物理参数．弹性模量 Ｅ＝２０７ＧＰａ，剪切模量 Ｇ＝
８０ＧＰａ，泊松比ｖ＝０．３，半径 Ｒ＝０．１ｍ，截面宽度 ｂ
＝０．００２ｍ，截面高度 ｈ＝０．００２ｍ，密度 ρ＝７８５０ｋｇ／

４３４
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ｍ３，转速Ω＝５００ｒａｄ／ｓ．
设特征函数ｆ＋ ＝｜Ｈ＋｜和 ｆ－ ＝｜Ｈ－｜，波数代

入矩阵Ｈ＋和Ｈ－．用数值方法计算特征函数数值，
得到特征函数曲线，然后搜索ｆ＋＝０和ｆ－＝０对应
的频率点，得到频率方程的解即振动固有频率．从
ｆ＋＝０得到正行波的固有频率，从 ｆ－＝０得到负行
波的固有频率．

图６是转速 Ω＝５００ｒａｄ／ｓ时的行波特征函数
曲线．其中，实线为幅值的模，虚线为实部，点划线
为虚部．根据频率搜索的原理，上述实线为零时的
频率值为频率方程的解，也就是旋转圆环的固有频

率．表１所示的是旋转圆环前四阶固有频率．
表１　旋转圆环前四阶固有频率（ｒａｄ／ｓ）

Ｔａｂｌｅ１　Ｆｏｕｒｎａｔｕｒａｌｆｒｅｑｕｅｎｃｙｏｆｒｏｔａｔｉｎｇｒｉｎｇ（ｒａｄ／ｓ）

Ｆｉｒｓｔ Ｓｅｃｏｎｄ Ｔｈｉｒｄ Ｆｏｕｒｔｈ
Ｐｏｓｉｔｉｖｅｇｏｉｎｇ ２２６４ ４１７７ ６７２１ ９８７４
Ｎｅｇａｔｉｖｅｇｏｉｎｇ ２６４ １１７７ ２７２１ ４８７４

图６　平面外行波特征函数曲线

Ｆｉｇ．６　Ｃｈａｒａｃｔｅｒｉｓｔｉｃｃｕｒｖｅｓｏｆｏｕｔ－ｏｆ－ｐｌａｎｅｗａｖｅ

转速对圆环前四阶固有频率的影响如图７所

示．从图７中可以看出：１）各阶固有频率在转速的
影响下都出现了两个相异的频率值，即频率分支现

象；２）正行波的固有频率随转速的增大而增大，而
负行波的固有频率随转速的增大而减小；３）文中
所得到的固有频率与文献［１３］的结果一致．

图７　平面外振动的固有频率

Ｆｉｇ．７　Ｎａｔｕｒａｌｆｒｅｑｕｅｎｃｙｏｆｏｕｔ－ｏｆ－ｐｌａｎｅｖｉｂｒａｔｉｏｎ

７　结论

行波法可以有效地解决旋转圆环平面外的振

动问题，分析高速保持架自由振动以及行波特性，

获得一些旋转圆环平面外行波振动特性：（１）静止
圆环的正行波波数与负行波波数是相等的，构成对

称波谱图，而旋转圆环的四种波模式与静止圆环的

四种波模式是不相同，旋转圆环的波谱图也不对

称；（２）在旋转圆环上，振动波的相速度不对称；
（３）旋转圆环的截止频率会随着转速的增加而增
加．行波法可以求得旋转圆环平面外振动的固有频
率，以及固有频率随速度变化的规律．算例中，行波
法求得的固有频率与其他文献的结果是一致的，验

证行波法分析等截面圆环的自由特性是准确和有

效的．
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