
书书书

第１３卷第６期２０１５年１２月
１６７２６５５３／２０１５／１３⑹／４２４７

动 力 学 与 控 制 学 报
ＪＯＵＲＮＡＬＯＦＤＹＮＡＭＩＣＳＡＮＤＣＯＮＴＲＯＬ

Ｖｏｌ．１３Ｎｏ．６
Ｄｅｃ．２０１５

２０１４０７１０收到第１稿，２０１４０９１５收到修改稿．
国家自然科学基金资助项目（１１２３２００９，１１３７２１７１，１１４２２２１４）
通讯作者 Ｅｍａｉｌ：ｄｉｎｇｈｕ３＠ｓｈｕ．ｅｄｕ．ｃｎ

轮带驱动系统稳态周期响应谐波平衡分析

李大鹏１　储德林２　丁虎１

（１．上海大学上海市应用数学和力学研究所，上海　２０００７２）（２．陆军军官学院应用物理研究所，合肥　２３００３１）

摘要　研究含有单向离合器、两滑轮及附件的轮带驱动系统稳定稳态周期响应．通过单向离合器连接从动

轮与附属系统，并计入传送带的横向振动的影响，导出了由偏微分积分方程与分段常微分方程组成的连续

离散型非线性耦合方程组．利用Ｇａｌｅｒｋｉｎ方法将连续非线性方程组截断为一组非线性常微分方程组，再运用

谐波平衡法得到轮带驱动系统耦合非线性振动的稳态响应．通过比较有无单向离合器装置的系统稳定稳态

幅频响应曲线，研究了单向离合器对驱动系统以及轮带系统非线性动态特性的影响．并首次研究了高频激

励下轮带系统的稳态响应．最后，运用ＲｕｎｇｅＫｕｔｔａ方法对比验证了基于谐波平衡法得到的稳态响应．
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引言

单向离合器已经广泛应用于众多的动力系统，

其主要功能是将因轮带系统振动而引起的在非驱
动方向上动力的传递解耦．轮带传动系统在许多
机械系统中起着非常重要的作用．因而这样的系统
一直广受研究者关注［１－３］．为了确保含单向离合器
的皮带传动系统能够稳定工作，研究系统的振动特

性是很有必要的．
Ｚｈｕ和Ｐａｒｋｅｒ［４－５］建立双自由度模型研究了带

有单向离合器的两轮皮带系统的非线性动力学模

型．单向离合器简化为一个不连续刚度的非线性弹
簧模型，且离合器扭矩仅在驱动轮与附件轴正向相

对运动时传递．他们发现单向离合器的非线性弹簧
类似减震器可以减轻振动．Ｍｏｃｋｎｓｔｕｒｍ和 Ｂａｌａｊｉ［６］

研究了咬合状态时一个自由度、分离状态时两个自

由度的含单向离合器动力系统．Ｃｈｅｏｎ［７］使用了离
散系统研究分析了带有一单向离合器齿轮副的非

线性行为．上官文斌等［８］建立了含有单向离合器装

置的三轮多楔带系统非线性振动模型，并进行了
参数优化设计，使系统中张紧臂角度、单向离合器

扭矩等波动的幅值得到了降低．
以上的这些研究工作都忽略了驱动带的横向

振动，将带模型化为无质量的弹簧．Ｄｉｎｇ和Ｚｕ［９－１０］

建立了一个描述驱动轮、从动轮和附件轴旋转的模

型，同时考虑了传送带的横向振动，通过 Ｇａｌｅｒｋｉｎ
截断［１１－１２］结合ＲｕｎｇｅＫｕｔｔａ方法，研究了低频激励
下，单向离合器对系统耦合振动的影响．

本文采用基于傅里叶变换的谐波平衡法［１３］求

解轮带驱动系统耦合非线性振动的稳态响应．通
过比较系统有无单向离合器装置的稳态幅频响应

曲线，研究了单向离合器对动力系统的影响．并考
察高频激励下轮带驱动系统的稳态幅频响应．最
后，运用 ＲｕｎｇｅＫｕｔｔａ算法对比验证基于谐波平衡
法得到的稳态响应结果．

１　振动控制方程

本文采用两个滑轮和一个单向离合器的皮带

驱动系统模型［１４］，如图１所示．从动滑轮和附件轴
由刚度为Ｋａ的环绕弹簧连接．当从动滑轮与附件
轴分离时，弹簧被断开，与轴刚性的连接在一起的

附属部分起负载作用．假设传送带属性（带密度 ρ，
带模量 ＥＡ，其中 Ｅ是杨氏模量；Ａ是横截面的面
积）是均匀的．皮带的轴向平移速度 ｃ也被假设是
恒定和均匀的．θｉ（ｔ）、Ｊｉ、ｒｉ以及Ｍｉ分别是角位移、
转动惯量、半径以及从动滑轮和驱动滑轮的预力
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矩．Ｊａ和 θａ（ｔ）分别是附属部分转动惯量和角位
移．当从动滑轮的角位移小于附属的角位移时，单
向离合器分离．ｌｉ（ｉ＝１，２）为带段ｉ的长度．中性轴
的坐标ｘ和时间ｔ，ｗｉ（ｘ，ｔ）和ｕｉ（ｉ＝１，２）分别为带
跨度ｉ的横向位移和纵向位移．假设驱动滑轮与从
动滑轮具有相同大小，即 ｌ１＝ｌ２＝ｌ，Ｊ１＝Ｊ２＝Ｊ，ｒ１
＝ｒ２＝ｒ′．此外，在传动系统的建模中作如下假设：
（Ⅰ）皮带的弯曲刚度很小可以忽略不计，因此皮
带可以简化为一个弹簧模型；（Ⅱ）忽略滑轮上的
皮带打滑情况．

图１　含两滑轮和单向离合器的带传动系统

Ｆｉｇ．１　Ｂｅｌｔｄｒｉｖｅｓｙｓｔｅｍｗｉｔｈｔｗｏｐｕｌｌｅｙｓａｎｄａｏｎｅｗａｙｃｌｕｔｃｈ

传送带的运动方程为

ρＡ（ｗｉ，ｔｔ＋２ｃｗｉ，ｘｉｔ＋ｃ
２ｗｉ，ｘｉｘｉ）－Ｐ０ｗｉ，ｘｉｘｉ＋ｃｓＡｗｉ，ｔ＝

　 ＥＡ
２ｌｉ∫

ｌｉ

０
ｗｉ，

２
ｘｉｄｘ＋

ＥＡ
ｌｉ
ｕｉ（ｌｉ，ｔ）－ｕｉ（０，ｔ[ ]{ }） ·

　ｗｉ，ｘｉｘｉ，　（ｉ＝１，２） （１）
其中下标ｘ和ｔ是分别指对 ｘ和 ｔ的偏微分，Ｐ０为
传送带的轴向初始静态张力．传送带的边界条件为

ｗｉ（０，ｔ）＝０，ｗｉ（ｌｉ，ｔ）＝０，　（ｉ＝１，２） （２）
主动带轮的运动方程为

Ｊ２̈θ２＋ｃｂθ２＝ｒ′
ＥＡ
２ｌ２∫

ｌ２

０
ｗ２，

２
ｘ２ｄｘ＋

ＥＡｒ′
ｌ２
（θ１－θ２[ ]）－

　ｒ′ＥＡ
２ｌ１∫

ｌ１

０
ｗ１，

２
ｘ１ｄｘ＋

ＥＡｒ′
ｌ１
（θ２－θ１[ ]）＋Ｍ２ （３）

从动滑轮和附件轴的运动方程为

Ｊ１̈θｐ＋ｃｂθｐ ＝ｒ′
ＥＡ
２ｌ１∫

ｌ１

０
ｗ１，

２
ｘ１ｄｘ＋

ＥＡｒ′
ｌ１
（θ２－θｐ[ ]）－

　ｒ′ＥＡ
２ｌ２∫

ｌ２

０
ｗ２，

２
ｘ２ｄｘ＋

ＥＡｒ′
ｌ２
（θｐ－θ２[ ]）＋

　Ｍ１－Ｔｔ（δθ） （４）
Ｊａ̈θａ＋ｃａθａ ＝Ｍ１＋Ｔｔ（δθ）

其中ｃａ为离合器阻尼系数，δθ＝θｐ－θａ，Ｔｔ（δθ）为离合
器扭矩．单向离合器的咬合与分离基于从动滑轮与附
件轴间的相对角位移．当从动滑轮的旋转角位移θｐ大
于附件轴的旋转角位移θａ时，离合器咬合．相应的，当
从动滑轮旋转的角位移小于附件轴旋转的角位移时

附件轴的运动从动滑轮中解耦出来，此时，从动滑轮

与附件轴之间的没有了机械连接，即仅当从动滑轮与

附件轴咬合时，从动滑轮才向附件轴传递力矩．通过
离合器传递的扭矩可用分段函数表示

Ｔｔ（δθ）＝ｆ（δθ）Ｋａ（δθ）；ｆ（δθ）＝
１ δθ＞０
０ δθ≤{ ０

（５）

在本文中，通过下列无量纲变量和参数将方程

（１）、（３）、（４）表示为无量纲化形式

ｗｉ
ｗｉ
ｌ，ｔｔ

Ｐ０
ρＡｌ槡 ２，ｃｃ

ρＡ
Ｐ槡０
，

ｃａ
ｃａ
ｌｒａ

１
ρＡＰ槡 ０

，ｘｉ
ｘｉ
ｌ，ｃｓｃｓ

Ａｌ２

ρＰ槡 ０
，

Ｍｉ
Ｍｉ
Ｐ０ｒ′
，ｋ１＝

ＥＡ
Ｐ０
，Ｋａ

Ｋａ
Ｐ０ｒａ
，Ｊ Ｊ

ρＡｒ′ｌ２
，

Ｊａ
Ｊａ
ρＡｒａｌ

２，ｃｂ
ｃｂ
ｌｒ′

１
ρＡＰ槡 ０

，

（６）

其中无量纲参数 ｃ为轴向速度．无量纲参数 ｃｓ、ｃｂ
和ｃａ分别为皮带横向运动的阻尼系数、皮带与滑
轮间的摩擦阻尼系数和附件的阻尼系数．无量纲参
数ｋ１被称为非线性系数，表征传动带的非线性影
响．轴向传动带的横向运动和驱动皮带滑轮、从动
滑轮与附件轴的无量纲方程可由方程（６）定义的
新参数表示．带的无量纲边界条件与有量纲条件相
同，由方程（２）描述．驱动滑轮是基于引擎特性设
定的，驱动滑轮以θ２＝Ａｍｃｏｓωｔ的角速度运动．无量
纲参数Ａｍ（本文取 Ａｍ＝０．０１）表示驱动轮带运动
的振幅．保留方程（７）和（８）中所有包含 θ２的项作
为激励项．激励频率 ω为驱动滑轮转动速度的 ｓ
倍，其中ｓ表示２ｓ汽缸发动机（本文采用ｓ＝３）．带
的转动与引擎速度关系式为 ｃ＝ｒ１ω／ｓｌ．引用无量

纲参数ω ρＡｌ２／Ｐ槡 ０代替激励频率ω．

ｗ１，ｔｔ＋２ｃｗ１，ｘ１ｔ＋（ｃ
２－１）ｗ１，ｘ１ｘ１＋ｃｓｗ１，ｔ＝

[　 ｒ′
ｌｋ１（θ２－θ１）＋

ｋ１
２∫

１

０
ｗ１，

２
ｘ１ｄｘ ]１ ｗ１，ｘ１ｘ１，

　ｗ２，ｔｔ＋２ｃｗ２，ｘ２ｔ＋（ｃ
２－１）ｗ２，ｘ２ｘ２＋ｃｓｗ２，ｔ＝

　 ｒ′
ｌｋ１（θ１－θ２）＋

ｋ１
２∫

１

０
ｗ２，

２
ｘ２ｄｘ[ ]２ ｗ２，ｘ２ｘ２ （７）

Ｊ̈θｐ ＝－ｃｂθｐ＋ｋ [１ １
２∫

１

０
ｗ１，

２
ｘ１ｄｘ１－

　 １２∫
１

０
ｗ２，

２
ｘ２ｄｘ２＋２

ｒ′
ｌ（θ２－θｐ ]） ＋Ｍ１－

　ｆ（δθ）
ｒａ
ｒ′Ｋａ（θｐ－θａ）， （８）

Ｊａ̈θａ ＝－ｃａθａ－Ｍ１＋ｆ（δθ）Ｋａ（θｐ－θａ）

５２４
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２　Ｇａｌｅｒｋｉｎ截断

在本研究中，为了减少谐波平衡法中因为傅里

叶变换与逆变换次数的增加带来的误差的影响，在

不影响结果准确性的前提下减小方程运算复杂程

度，故只需采用２阶Ｇａｌｅｒｋｉｎ截断．此外，选用边界
条件下静态张力弹性弹簧的本征函数为试函数，假

设方程（７）的解采用如下形式
ｗ１（ｘ１，ｔ）＝ｓｉｎ（πｘ１）ｑ１（ｔ）＋ｓｉｎ（２πｘ１）ｑ２（ｔ），
ｗ２（ｘ２，ｔ）＝ｓｉｎ（πｘ２）ｑ３（ｔ）＋ｓｉｎ（２πｘ２）ｑ４（ｔ）

（９）
其中ｑｉ（ｔ）（ｉ＝１，２）和 ｑｉ（ｔ）（ｉ＝３，４）分别为带１
和带２一系列广义位移．将方程（９）代入方程（７）
得到下列一系列二阶常微分方程

　∑
２

ｉ＝１
ｓｉｎ（ｉπｘ１）̈ｑｉ＋２ｃ∑

２

ｉ＝１
［ｉπｃｏｓ（ｉπｘ１）］ｑｉ＋

ｃｓ∑
２

ｉ＝１
ｓｉｎ（ｉπｘ１）ｑｉ＝－［ｃ

２－１－Ｉ１－
ｋ１ｒ′
ｌ（θ２－θｐ）］·

∑
２

ｉ＝１
［－ｉ２π２ｓｉｎ（ｉπｘ１）］ｑｉ，

　∑
４

ｉ＝３
ｓｉｎ［（ｉ－２）πｘ２］̈ｑｉ＋２ｃ∑

４

ｉ＝
[

３
（ｉ－２）πｃｏｓ［（ｉ－

２）πｘ２ ]］ ｑｉ＋ｃｓ∑
４

ｉ＝３
ｓｉｎ［（ｉ－２）πｘ２］ｑｉ＝

－［ｃ２－１－Ｉ２－
ｋ１ｒ′
ｌ（θ２－θｐ）］·

∑
４

ｉ＝
[
３
－（ｉ－２）２π２ｓｉｎ［（ｉ－２）πｘ２ ]］ ｑｉ （１０）

　Ｉ１ ＝
ｋ１
２∫

１

０
［ｗ１（ｘ１，ｔ），ｘ１］

２ｄｘ１＝
π２ｋ１
４（ｑ

２
１＋４ｑ

２
２），

　Ｉ２ ＝
ｋ１
２∫

１

０
［ｗ２（ｘ２，ｔ），ｘ２］

２ｄｘ２ ＝
π２ｋ１
４（ｑ

２
３＋４ｑ

２
４）

（１１）
将方程（１０）的第一个等式乘以 ｓｉｎ（ｋπｘ１）（ｋ

＝１，２），第二个等式乘以ｓｉｎ（ｋπｘ２）（ｋ＝１，２）并在
区间［０，１］积分，得

　ｑ̈１＝－ｃｓｑ１＋
１６
３ｃｑ２＋π

２ ｃ２－１－Ｉ１－
ｋ１ｒ′
ｌ（θ２－θｐ[ ]）ｑ１，

ｑ̈２＝－ｃｓｑ２－
１６
３ｃｑ１＋４π

２ ｃ２－１－Ｉ１－
ｋ１ｒ′
ｌ（θ２－θｐ[ ]）ｑ２，

ｑ̈３＝－ｃｓｑ３＋
１６
３ｃｑ４＋π

２ ｃ２－１－Ｉ２－
ｋ１ｒ′
ｌ（θｐ１－θ２[ ]）ｑ３，

ｑ̈４＝－ｃｓｑ４－
１６
３ｃｑ３＋４π

２ ｃ２－１－Ｉ２－
ｋ１ｒ′
ｌ（θｐ－θ２[ ]）ｑ４，

（１２）

Ｊ̈θｐ＋ｃｂθｐ＝Ｍ１＋Ｉ１－Ｉ２＋
２ｋ１ｒ′
ｌ（θ２－θｐ）＋

　ｆ（δθ）
ｒａＫａ
ｒ′（θｐ－θａ）Ｊａ̈θａ＋ｃａ

θａ＝

　ｆ（δθ）Ｋａ（θｐ－θａ）－
ｒ′Ｍ１
ｒａ

（１３）

３　谐波平衡法

考虑到该系统响应具有周期性，故可以将所有

解展开为Ｒ次谐波傅里叶级数［１１］：

ｑｘ（ｔ）＝ｕｘ，１＋∑
Ｒ

ｒ＝１
（ｕｘ，２ｒｃｏｓｒΩｔ＋ｕｘ，２ｒ＋１ｓｉｎｒΩｔ），

　ｘ＝１，２，３，４

θｐ（ｔ）＝ｕｐ，１＋∑
Ｒ

ｒ＝１
（ｕｐ，２ｒｃｏｓｒΩｔ＋ｕｐ，２ｒ＋１ｓｉｎｒΩｔ）

θａ（ｔ）＝ｕａ，１＋∑
Ｒ

ｒ＝１
（ｕａ，２ｒｃｏｓｒΩｔ＋ｕａ，２ｒ＋１ｓｉｎｒΩｔ）（１４）

由于方程的相似性可将式（１２）分解后统一写为：
ｑ̈ｍ＋ｃｓｑｍ＋Ｃｎｑｎ＋ａｑｍ＋ＡｑｍｃｏｓΩｔ＋
　ｆ（ｑｍ，ｑｎ，θｐ）ｑｍ＝０ （１５）
由周期性可知ｑｘ（θ）＝ｑｘ（θ＋Ｔ），θｐ＝θｐ（θ＋

Ｔ），故ｆ（ｑｘ，θｐ）＝ｆ（θ＋Ｔ），周期函数ｆ（ｑｘ，θｐ）进行
Ｆｏｕｒｉｅｒ级数展开

ｆ（ｑｍ，ｑｎ，θ１）＝

　ｆ１＋∑
Ｒ

ｒ＝１
［ｆ２ｒｃｏｓ（ｒΩｔ）＋ｆ２ｒ＋１ｓｉｎ（ｒΩｔ）］ （１６）

将展开为Ｆｏｕｒｉｅｒ级数的各项（１４）、（１６）代入（１５）
中，令方程两边的常数项、各次正弦谐波、余弦谐波

的系数相等，得到由（２Ｒ＋１）Ｎ个方程构成的代数
方程组ｓｉ＝０．

ｓ１＝ａｕｍ，１＋ｆ１ｕ１＋
１
２Ａｕｍ，２＋

　１２∑
Ｒ

ｉ＝１
（ｕｍ，２ｉｆ２ｉ＋ｕｍ，２ｉ＋１ｆ２ｉ＋１），

ｓ２ｒ＝－（ｒΩ）
２ｕｍ，２ｒ＋ｒΩ（ｃｓｕｍ，２ｒ＋１＋Ｃｎｕｎ，２ｒ＋１）＋

　ａｕｍ，２ｒ＋Ａｕｍ，１＋
１
２∑
Ｒ

ｉ＝２
Ａ［ｕｍ，２（ｉ＋１）＋ｕｍ，２（ｉ－１）］＋

　ｆ１ｕｍ，２ｒ＋ｆ２ｒｕｍ，１＋
１
２∑

Ｒ

ｉ＝１
ｕｍ，２ｉ［ｆ２（ｉ－ｒ）＋

　ｆ２（ｉ＋ｒ）－ｆ２（ｒ－ｉ）］＋
１
２∑

Ｒ

ｉ＝１
ｕｍ，２ｉ＋１［ｆ２（ｉ－ｒ）＋１＋

　ｆ２（ｉ＋ｒ）＋１－ｆ２（ｒ－ｉ）＋１］，　ｒ＝１，２，３，…，Ｒ

ｓ２ｒ＋１＝－（ｒΩ）
２ｕｍ，２ｒ＋１－ｒΩ（ｃｓｕｍ，２ｒ＋Ｃｎｕｎ，２ｒ）＋

　ａｕｍ，２ｒ＋１＋
１
２∑

Ｒ

ｉ＝１
Ａ［ｕｍ，２（ｉ＋１）＋１＋ｕｍ，２（ｉ－１）＋１］＋

　ｆ１ｕｍ，２ｒ＋１＋ｆ２ｒ＋１ｕｍ，１＋
１
２∑

Ｒ

ｉ＝１
ｕｍ，２ｉ［－ｆ２（ｉ－ｒ）＋１＋

　ｆ２（ｉ＋ｒ）＋１＋ｆ２（ｒ－ｉ）＋１］＋
１
２∑

Ｒ

ｉ＝１
ｕｍ，２ｉ＋１［ｆ２（ｉ－ｒ）－

６２４
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　ｆ２（ｉ＋ｒ）＋ｆ２（ｒ－ｉ）］，　ｒ＝１，２，３，…，Ｒ （１７）
对于方程（１３），为了方便对系统动态响应进

行迭代求解，将单向离合器弹簧扭矩中分段函数部

分用双曲正切函数表达成连续函数形式

ｇ（δθ）＝
ｆ（δθ）（θｐ－θａ）δ θ＞０

０ δθ≤{ ０
（１８）

Ｇ（δθ）＝０．５［１＋ｔａｎｈ（εδθ）］δθ，δθ＝θｐ－θａ
（１９）

其中ε取１００００［４］．由于响应的周期性，方程（１３）
同样可以通过傅里叶变换谐波平衡方法得出相对

应的平衡方程，此时ｑｘ用傅里叶展开形式代入，分
别令这两个方程两边的常数项、各次正弦谐波、余

弦谐波的系数相等得到如下方程组：

ｓｐ，１＝
２ｋ１ｒ′
ｌｕｐ，１－

ｒａＫａ
ｒＦ１－Ｍ１－

　
π２ｋ２１
４（ｕ

２
１，１＋４ｕ

２
２，１－ｕ

２
３，１－４ｕ

２
４，１）－

　１２
ｋ１π

２

４ ∑
Ｒ

ｉ＝１
∑
４

ｍ＝１
ｈ（ｍ）（ｕ２ｍ，２ｉ＋ｕ

２
ｍ，２ｉ＋１），

ｓｐ，２ｒ＝－Ｊ（ｒΩ）
２ｕｐ，２ｒ＋ｒΩｃｂｕｐ，２ｒ＋１－

２ｋ１ｒ′
ｌＡ＋

　
２ｋ１ｒ′
ｌｕｐ，２ｒ－

１
２ｈ（ｍ）

ｋ１π
２

４ ∑
Ｒ

ｉ＝１
ｕｍ，２ｉ［ｕｍ，２（ｉ－ｒ）＋

　ｕｍ，２（ｉ＋ｒ）＋ｕｍ，２（ｒ－ｉ）］－
１
２ｈ（ｍ）

ｋ１π
２

４·

　∑
Ｒ

ｉ＝１
ｕｍ，２ｉ＋１［ｕｍ，２（ｉ－ｒ）＋１＋ｕｍ，２（ｉ＋ｒ）＋１－ｕｍ，２（ｒ－ｉ）＋１］－

　
ｒａＫａ
ｒＦ２ｒ－２∑

４

ｍ＝１
ｈ（ｍ）ｕｍ，１ｕｍ，２ｒ，ｒ＝１，２，３，…，Ｒ

ｓｐ，２ｒ＋１＝－Ｊ（ｒΩ）
２ｕｐ，２ｒ＋１－ｒΩｃｂｕｍ，２ｒ＋

２ｋ１ｒ′
ｌｕｐ，２ｒ＋１－

　１２ｈ（ｍ）
ｋ１π

２

４∑
Ｒ

ｉ＝１
ｕｍ，２ｉ［－ｕｍ，２（ｉ－ｒ）＋１＋ｕｍ，２（ｉ＋ｒ）＋１＋

　ｕｍ，２（ｒ－ｉ）＋１］－
１
２ｈ（ｍ）

ｋ１π
２

４∑
Ｒ

ｉ＝１
ｕｍ，２ｉ＋１［ｕｍ，２（ｉ－ｒ）－

　ｕｍ，２（ｉ＋ｒ）＋ｕｍ，２（ｒ－ｉ）］－
ｒａＫａ
ｒＦ２ｒ＋１－

　２∑
４

ｍ＝１
ｈ（ｍ）ｕｍ，１ｕｍ，２ｒ＋１，　ｒ＝１，２，３，…，Ｒ

（２０）

ｓａ，１＝
２ｋ１ｒ′
ｌｕａ，１－

ｒ′
ｒａ
Ｍ１－ＫａＦ１，

ｓａ，２ｒ＝－（ｒΩ）
２Ｊａｕａ，２ｒ＋ｒΩｃａｕａ，２ｒ＋１－ＫａＦ２ｒ，

　ｒ＝１，２，３，…，Ｒ
ｓａ，２ｒ＋１＝－（ｒΩ）

２Ｊａｕａ，２ｒ＋１－ｒΩｃａｕａ，２ｒ－ＫａＦ２ｒ＋１，

　ｒ＝１，２，３，…，Ｒ （２１）
其中当 ｒ不等于 １时，－２ｋ１ｒ′Ａ／ｌ项为 ０，系数 ｈ
（ｍ）在ｍ＝１，２，３，４时分别等于１，４，－１，－４．在
非线性代数方程组（１７）、（２０）和（２１）中，稳态响应
ｑｘ、θｐ、θａ的Ｆｏｕｒｉｅｒ级数各项系数ｕｒ是待求的未知
量，由于ｆ（ｑｘ，θｐ）、Ｇ（δθ）是关于 ｑｘ、θｐ、θａ的函数，
函数ｆ（ｑｘ，θｐ）、Ｇ（δθ）对应的的Ｆｏｕｒｉｅｒ级数各次谐
波系数ｆｒ、Ｆｒ也是未知量 ｕｒ的函数，因此，求解之
前必须把 ｆｒ、Ｆｒ表示成 ｕｒ的表达式．由于 ｆｒ、Ｆｒ和
ｕｒ是各自函数的 Ｆｏｕｒｉｅｒ级数系数，采用 Ｆｏｕｒｉｅｒ变
换和逆变换实现两者之间的联系，步骤如下：

（１）离散傅里叶逆变换（ＩＤＦＴ）：给定变量 ｑｘ、
θｐ、θａ的Ｆｏｕｒｉｅｒ系数ｕｒ，通过离散傅里叶变换的逆
变换得到ｑｘ、θｐ、θａ在一个时域周期之内的离散时
间序列ｑｎ、θｐｎ、θａｎ

ｑｘ，ｎ＝ｕｘ，１＋∑
Ｒ

ｒ＝１
［ｕｘ，２ｒｃｏｓ（

２πｒｎ
Ｎ ）＋

　ｕｘ，２ｒ＋１ｓｉｎ（
２πｒｎ
Ｎ ）］，　ｎ∈［０，Ｎ－１］

θｐ，ｎ＝ｕｐ，１＋∑
Ｒ

ｒ＝１
［ｕｐ，２ｒｃｏｓ（

２πｒｎ
Ｎ ）＋

　ｕｐ，２ｒ＋１ｓｉｎ（
２πｒｎ
Ｎ ）］，　ｎ∈［０，Ｎ－１］

θａ，ｎ＝ｕａ，１＋∑
Ｒ

ｒ＝１
［ｕａ，２ｒｃｏｓ（

２πｒｎ
Ｎ ）＋

　ｕａ，２ｒ＋１ｓｉｎ（
２πｒｎ
Ｎ ）］，　ｎ∈［０，Ｎ－１］ （２２）

由ｑｘ、θｐ、θａ的时间序列ｑｎ、θｐｎ、θａｎ确定ｆｎ（ｑｘ，θｐ）的
时间序列ｇｎ

ｇｎ＝ｆｎ（ｑｍ，ｑｎ，θｐ）　ｎ∈［０，Ｎ－１］
Ｇｎ＝Ｆｎ（θｐ，θａ）　ｎ∈［０，Ｎ－１］ （２３）
（２）离散傅里叶变换（ＤＦＴ）：对 ｇｎ、Ｇｎ进行傅

里叶变换可得到频域内ｆ、Ｆ的傅里叶系数ｆｒ、Ｆｒ

ｆ１＝
１
Ｎ∑
Ｎ－１

ｎ＝０
ｇｎ，Ｆ１＝

１
Ｎ∑
Ｎ－１

ｎ＝０
Ｇｎ，

ｆ２ｒ＝
２
Ｎ∑
Ｎ－１

ｎ＝０
ｇｎｃｏｓ（

２πｒｎ
Ｎ ），

Ｆ２ｒ＝
２
Ｎ∑
Ｎ－１

ｎ＝０
Ｇｎｃｏｓ（

２πｒｎ
Ｎ ），

ｆ２ｒ＋１＝
２
Ｎ∑
Ｎ－１

ｎ＝０
ｇｎｓｉｎ（

２πｒｎ
Ｎ ），

Ｆ２ｒ＋１＝
２
Ｎ∑
Ｎ－１

ｎ＝０
Ｇｎｓｉｎ（

２πｒｎ
Ｎ ），　ｒ∈［１，Ｒ］ （２４）

最终代入式（１７）、（２０）和（２１）中，得到只关于
未知变量ｕ的非线性代数方程组．本文采用基于拟
牛顿法的Ｂｒｏｙｄｅｎ方法求解非线性代数方程组．给

７２４
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出ｕ的一组初值，用迭代方法求解即可得到系统的
稳态响应．

４　稳态响应

表１列出了皮带传动系统的物理和几何特
性［５－６］和方程（１１）中的无量纲参数计算值．

表１　含单向离合器的传送带属性

Ｔａｂｌｅ１　Ｐｒｏｐｅｒｔｉｅｓｏｆｔｈｅｂｅｌｔ－ｄｒｉｖｅｗｉｔｈｏｎｅｗａｙｃｌｕｔｃｈ

Ｉｔｅｍ Ｖａｌｕｅ
Ｄｉｍｅｎｓｉｏｎｌｅｓｓ
Ｖａｌｕｅ

Ｒａｄｉｕｓｏｆｐｕｌｌｅｙｓｒ１，ｒ２ ０．０４２ｍ －
ｒａｄｉｕｓｏｆａｃｃｅｓｓｏｒｙｒａ ０．０８３９ｍ －
ｒｏｔａｔｉｏｎｉｎｅｒｔｉａＪ１ ０．００１６０７ｋｇ／ｍ２／ｒａｄ ０．８７３７６１

ＲｏｔａｔｉｏｎｉｎｅｒｔｉａｏｆａｃｃｅｓｓｏｒｙＪａ １．６２Ｊ１ ０．７０８５９
ＰｒｅｌｏａｄｏｎＤｒｉｖｅｎｐｕｌｌｅｙＭ０ ３Ｎｍ ０．２３０４１５
Ｆｒｉｃｔｉｏｎｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔｃｂ ０．０３５Ｎｍｓ／ｒａｄ ０．２３７８２３

Ｌｅｎｇｔｈｏｆｓｐａｎｉｌｉ（ｉ＝１，２） ｍ １
Ｙｏｕｎｇ′ｓｍｏｄｕｌｕｓＥ ２×１０９Ｎ／ｍ２ －

ｌｉｎｅａｒｖｉｓｃｏｕｓｄａｍｐｉｎｇｃｓ ２００００Ｎｓ／ｍ ０．１８４８３
Ｂｅｌｔｃｒｏｓｓ－ｓｅｃｔｉｏｎＡ １０－４ｍ２ －
Ｂｅｌｔｄｅｎｓｉｔｙρ １１５０ｋｇ／ｍ３ －
ｓｔａｔｉｃｔｅｎｓｉｏｎＰ０ ３１０Ｎ －

Ｍｏｍｅｎｔｏｆｉｎｅｒｔｉａｏｆｔｈｅｂｅｌｔ
ｃｒｏｓｓｓｅｃｔｉｏｎＩ ２．０８×１０－１０ｍ４ －

Ｎｏｎｌｉｎｅａｒｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔｋ１ － ６４５．１６１
ＴｏｒｓｉｏｎａｌＳｔｉｆｆｎｅｓｓＫａ １２００Ｎｍ／ｒａｄ ４６．１３７６７
Ｆｒｉｃｔｉｏｎｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔｃａ ０．０５Ｎｍｓ／ｒａｄ ０．１２６６１８

４．１　谐波平衡法
图２（ａ）和２（ｂ）分别表示从动滑轮和附件轴

有无离合器时的稳态响应．从图中可以看到跳跃现
象及典型的非线性现象；从动滑轮与附件轴的共振

区域宽于带段；单向离合器减小了从动滑轮和附件

轴的共振．同时带的非线性张力运动作用使从动滑
轮和附件轴在不含离合器时均产生了跳跃现象．而
在含单向离合器时，在从动滑轮和附件轴图形中均

可看到振峰的软化．由此可知，软化非线性是单向
离合器作用产生的结果．也就是说，单向离合器使
稳态幅频响应曲线向左侧弯曲．由图２（ｃ）和２（ｄ）
可知，平移带共振区域的减少是由于皮带传动系统

含有离合器的作用．此外，不含离合器的带段的稳
态响应表明共振高峰的软化和硬化非线性均在同

一时间．而含有单向离合器时，平移带的共振高峰
的软化非线性消失．

图３给出了系统在频率范围为［１０００，２０００］的
共振稳态幅频特性曲线，其中 Ａｍ ＝０．０１４，Ｋａ＝
１３００．从图中仍可以看到跳跃现象及典型的非线性
现象；从动滑轮的共振区域宽于带段．图 ３（ａ）表

明，单向离合装置能够有效的降低共振时的响应振

幅．但是，图３（ｂ）显示，虽然单向离合装置减小了
带的共振响应振幅，却使得带的共振区域增大了．
同时联系图３（ａ）与图３（ｂ）发现，轮带系统绞合时
带段１在频率［１１００，１２００］区间没有共振而含单向
离合器时却发生了振幅较小的共振，这是由于单向

离合器对轮带系统作用时导致系统固有频率发生
改变而引起的．

图２　比较有无单向离合器的系统稳态响应曲线

Ｆｉｇ．２　Ｔｈｅｃｏｍｐａｒｉｓｏｎｓｏｆｔｈｅｓｔｅａｄｙｓｔａｔｅｒｅｓｐｏｎｓｅｗｉｔｈ

ａｎｄｗｉｔｈｏｕｔｃｌｕｔｃｈ

８２４
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图３　比较有无单向离合器的系统稳态响应曲线

Ｆｉｇ．３　Ｔｈｅｃｏｍｐａｒｉｓｏｎｓｏｆｔｈｅｓｔｅａｄｙｓｔａｔｅｒｅｓｐｏｎｓｅｗｉｔｈ

ａｎｄｗｉｔｈｏｕｔｏｎｅｗａｙｃｌｕｔｃｈ

４．２　数值验证

当该轮带动力系统中所有参数均与文献［１０］相

同时，通过对比谐波平衡法与４阶 ＲｕｎｇｅＫｕｔｔａ方
法在系统有无离合器作用下所得到的稳态响应曲

线如图４所示，从图中对比附件轴和带段１在有无
单向离合器作用下的图形，可知谐波平衡法与

ＲｕｎｇｅＫｕｔｔａ方法所得到的结果是非常的接近的．

图４　谐波平衡法与ＲｕｎｇｅＫｕｔｔａ方法的比较

Ｆｉｇ．４　Ｔｈｅｃｏｍｐａｒｉｓｏｎｓｏｆｔｈｅｈａｒｍｏｎｉｃｂａｌａｎｃｅｍｅｔｈｏｄ

ａｎｄｔｈｅＲｕｎｇｅＫｕｔｔａａｌｇｏｒｉｔｈｍ

５　结论

研究了一个非线性离散连续耦合轮带驱动
系统，该系统中驱动轮、从动轮和附件轴的旋转运

动与传动带的横向振动相耦合．利用 Ｇａｌｅｒｋｉｎ截断
法将非线性连续方程组离散化为一组二阶非线性

常微分方程，并运用谐波平衡法进行求解系统的稳

定稳态响应．通过与４阶ＲｕｎｇｅＫｕｔｔａ方法对比，验
证了本文的谐波平衡法具有精度．研究发现，对于
低频共振，单向离合器不仅降低了从动滑轮和附件

轴旋转振动共振的振幅，而且还减小了带横向振动

的共振区域．同时观察到带的非线性张力运动作用
使从动滑轮和附件轴在不含离合器时也会产生软

特性的跳跃现象．另外，高频激励的共振响应分析
表明，单向离合装置在减小了带的共振响应振幅的

同时，增大了带的共振区域．

参　考　文　献

１　陈立群．平带驱动系统的振动分析研究进展．力学与实

践，２００１，２３（４）：８～１２（ＣｈｅｎＬＱ．Ａｄｖａｎｃｅｉｎａｎａｌｙｓｉｓ

ｏｆｖｉｂｒａｔｉｏｎｏｆｓｅｒｐｅｎｔｉｎｅｂｅｌｔｄｒｉｖｅｓｙｓｔｅｍｓ．Ｍｅｃｈａｎｉｃｓｉｎ

Ｅｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇ，２００１，２３（４）：８～１２（ｉｎＣｈｉｎｅｓｅ））

２　ＣａｓｓｉｄｙＲＬ，ＦａｎＳＫ，ＭａｃｄｏｎａｌｄＲＳ，ｅｔａｌ．Ｓｅｒｐｅｎｔｉｎｅ

ｅｘｔｅｎｄｅｄｌｉｆｅａｃｃｅｓｓｏｒｙｄｒｉｖｅ．ＳＡＥＩｎｔｅｒｎａｔｉｏｎａｌ，１９７９：

７９０６９９

３　ＡｂｒａｔｅＳ．Ｖｉｂｒａｔｉｏｎｓｏｆｂｅｌｔｓａｎｄｂｅｌｔｄｒｉｖｅｓ．Ｍｅｃｈａｎｉｓｍ

ａｎｄＭａｃｈｉｎｅＴｈｅｏｒｙ，１９９２，２７（３）：６４５～６５９

４　ＺｈｕＦ，ＰａｒｋｅｒＲＧ．Ｎｏｎｌｉｎｅａｒｄｙｎａｍｉｃｓｏｆａｏｎｅｗａｙ

ｃｌｕｔｃｈｉｎｂｅｌｔｐｕｌｌｅｙｓｙｓｔｅｍｓ．ＪｏｕｒｎａｌｏｆＳｏｕｎｄａｎｄＶｉｂｒａ

ｔｉｏｎ，２００５，２７９（１－２）：２８５～３０８

５　ＺｈｕＦ，ＰａｒｋｅｒＲＧ．Ｐｅｒｔｕｒｂａｔｉｏｎａｎａｌｙｓｉｓｏｆａｃｌｅａｒａｎｃｅ

ｔｙｐｅｎｏｎｌｉｎｅａｒｓｙｓｔｅｍ．ＪｏｕｒｎａｌｏｆＳｏｕｎｄａｎｄＶｉｂｒａｔｉｏｎ，

２００６，２９２（３－５）：９６９～９７９

６　ＭｏｃｋｅｎｓｔｕｒｍＥＭ，ＢａｌａｊｉＲ．Ｐｉｅｃｅｗｉｓｅｌｉｎｅａｒｄｙｎａｍｉｃ

ｓｙｓｔｅｍｓｗｉｔｈｏｎｅｗａｙｃｌｕｔｃｈｅｓ．ＡＳＭＥＪｏｕｒｎａｌｏｆＶｉｂｒａｔｉｏｎ

ａｎｄＡｃｏｕｓｔｉｃｓ，２００５，１２７（５）：４７５～４８２

７　ＣｈｅｏｎＧＪ．Ｎｏｎｌｉｎｅａｒｂｅｈａｖｉｏｒａｎａｌｙｓｉｓｏｆｓｐｕｒｇｅａｒｐａｉｒｓ

ｗｉｔｈａｏｎｅｗａｙｃｌｕｔｃｈ．ＪｏｕｒｎａｌｏｆＳｏｕｎｄａｎｄＶｉｂｒａｔｉｏｎ，

２００７，３０４（３－５）：１８～３０

８　张少飞，上官文斌．具有单向离合器的多楔带附件驱动

系统旋转振动建模及参数优化设计．振动与冲击，２０１２，

３１（１３）：１６３～１６８（ＺｈａｎｇＳＦ，ＳｈａｎｇＧｕａｎＷ Ｂ．Ｒｏｔａ

ｔｉｏｎａｌｖｉｂｒａｔｉｏｎｍｏｄｅｌｉｎｇａｎｄｏｐｔｉｍｉｚａｔｉｏｎｄｅｓｉｇｎｏｆｓｅｒｐｅｎ

９２４



动　力　学　与　控　制　学　报 ２０１５年第１３卷

ｔｉｎｅｂｅｌｔａｃｃｅｓｓｏｒｙｄｒｉｖｅｓｙｓｔｅｍｗｉｔｈｏｎｅｗａｙｃｌｕｔｃｈ．Ｊｏｕｒ

ｎａｌｏｆＶｉｂｒａｔｉｏｎａｎｄＳｈｏｃｋ，２００２，３１（１３）：５８～６１（ｉｎＣｈｉ

ｎｅｓｅ））

９　ＤｉｎｇＨ，ＺｕＪＷ．Ｐｅｒｉｏｄｉｃａｎｄｃｈａｏｔｉｃｒｅｓｐｏｎｓｅｓｏｆａｎａｘｉ

ａｌｌｙａｃｃｅｌｅｒａｔｉｎｇｖｉｓｃｏｌａｓｔｉｃｂｅａｍｕｎｄｅｒｔｗｏｆｒｅｑｕｅｎｃｙｅｘｃｉ

ｔａｔｉｏｎｓ．ＩｎｔｅｒｎａｔｉｏｎａｌＪｏｕｒｎａｌｏｆＡｐｐｌｉｅｄＭｅｃｈａｎｉｃｓ，２０１３，５

（２）：１３５００１９

１０　ＤｉｎｇＨ，ＺｕＪＷ．Ｅｆｆｅｃｔｏｆｏｎｅｗａｙｃｌｕｔｃｈｏｎｔｈｅｎｏｎｌｉｎ

ｅａｒｖｉｂｒａｔｉｏｎｏｆｂｅｌｔｄｒｉｖｅｓｙｓｔｅｍｓｗｉｔｈａｃｏｎｔｉｎｕｏｕｓｂｅｌｔ

ｍｏｄｅｌ．ＪｏｕｒｎａｌｏｆＳｏｕｎｄａｎｄＶｉｂｒａｔｉｏｎ，２０１３，３３２（２４）：

６４７２～６４８７

１１　赵跃宇，李永鼎，王连华，康厚军．悬索的超谐波共振

与１∶３内共振分析．动力学与控制学报，２００７，５（２）：

１１２～１１７（ＺｈａｏＹＹ，ＬｉＹＤ，ＷａｎｇＬＨ，ＫａｎｇＨＪ．

Ｏｎｔｈｅｏｎｅｔｏｔｈｒｅｅｉｎｔｅｒｎａｌｒｅｓｏｎａｎｃｅｓａｎｄｓｕｐｅｒｈａｒｍｏｎｉｃ

ｒｅｓｏｎａｎｃｅｓｏｆｓｕｓｐｅｎｄｅｄｃａｂｌｅｓ．ＪｏｕｒｎａｌｏｆＤｙｎａｍｉｃｓａｎｄ

Ｃｏｎｔｒｏｌ，２００７，５（２）：１１２～１１７（ｉｎＣｈｉｎｅｓｅ））

１２　宋敉淘，曹登庆．应用非线性Ｇａｌｅｒｋｉｎ方法求解微梁的

动态响应．动力学与控制学报．２００９，７（３）：２０５～２１１

（ＳｏｎｇＭ Ｔ，ＣａｏＤ Ｑ．Ｄｙｎａｍｉｃａｌｒｅｓｐｏｎｓｅｓｏｆｍｉ

ｃｒｏｂｅａｍｓｕｓｉｎｇｎｏｎｌｉｎｅａｒＧａｌｅｒｋｉｎｍｅｔｈｏｄ．ＪｏｕｒｎａｌｏｆＤｙ

ｎａｍｉｃｓａｎｄＣｏｎｔｒｏｌ，２００９，７（３）：２０５～２１１（ｉｎＣｈｉ

ｎｅｓｅ））

１３　孙涛，胡海岩．基于傅里叶变换与谐波平衡法的行星齿

轮系统非线性动力学分析．机械工程学，２００２，３８（１１）：

５８～６１（ＳｕｎＴ，ＨｕＨＹ．Ｎｏｎｌｉｎｅａｒｄｙｎａｍｉｃｓｏｆｐｌａｎｅｔａ

ｒｙｇｅａｒｔｒａｎｓｍｉｓｓｉｏｎｂｙｈａｒｍｏｎｉｃｂａｌａｎｃｅｍｅｔｈｏｄｂａｓｅｄｏｎ

ＤＦＴ．ＪｏｕｒｎａｌｏｆＭｅｃｈａｎｉｃａｌＥｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇ，２００２，３８（１１）：

５８～６１（ｉｎＣｈｉｎｅｓｅ））

１４　丁虎，陈立群，张国策．轴向运动梁横向非线性振动模

型研究进展．动力学与控制学报，２０１３，１１（１）：２０－

３０（Ａｄｖａｎｃｅｄｉｎｎｏｎｌｉｎｅａｒｍｏｄｅｌｓｆｏｒｔｒａｎｓｖｅｒｓｅｖｉｂｒａｔｉｏｎ

ｏｆａｘｉａｌｌｙｍｏｖｉｎｇｂｅａｍｓ．ＪｏｕｒｎａｌｏｆＤｙｎａｍｉｃｓａｎｄＣｏｎ

ｔｒｏｌ，２０１３，１１（１）：２０～３０（ｉｎＣｈｉｎｅｓｅ））

Ｒｅｃｅｉｖｅｄ１０Ｊｕｌｙ２０１４，ｒｅｖｉｓｅｄ１５Ｓｅｐｔｅｍｂｅｒ２０１４．
ＴｈｅｐｒｏｊｅｃｔｓｕｐｐｏｒｔｅｄｂｙｔｈｅＳｔａｔｅＫｅｙＰｒｏｇｒａｍｏｆＮａｔｉｏｎａｌＮａｔｕｒａｌＳｃｉｅｎｃｅＦｏｕｎｄａｔｉｏｎｏｆＣｈｉｎａ（１１２３２００９），ａｎｄｔｈｅＮａｔｉｏｎａｌＮａｔｕｒａｌＳｃｉｅｎｃｅ
ＦｏｕｎｄａｔｉｏｎｏｆＣｈｉｎａ（１１３７２１７１，１１４２２２１４）
ＣｏｒｒｅｓｐｏｎｄｉｎｇａｕｔｈｏｒＥｍａｉｌ：ｄｉｎｇｈｕ３＠ｓｈｕ．ｅｄｕ．ｃｎ

ＴＨＥＦＲＥＱＵＥＮＣＹＲＥＳＰＯＮＳＥＣＵＲＶＥＯＦＡＢＥＬＴＤＲＩＶＥＳＹＳＴＥＭ

ＢＹＵＳＩＮＧＴＨＥＨＡＲＭＯＮＩＣＢＡＬＡＮＣＥＭＥＴＨＯＤ

ＬｉＤａｐｅｎｇ１　ＣｈｕＤｅｌｉｎ２　ＤｉｎｇＨｕ１

（１．ＳｈａｎｇｈａｉＩｎｓｔｉｔｕｔｅｏｆＡｐｐｌｉｅｄＭａｔｈｅｍａｔｉｃｓａｎｄＭｅｃｈａｎｉｃｓ，Ｓｈａｎｇｈａｉ　２０００７２，Ｃｈｉｎａ）

（２．ＩｎｓｔｉｔｕｔｅｏｆＡｐｐｌｉｅｄＰｈｙｓｉｃｓ，ＡｒｍｙｏｆｆｉｃｅｒＡｃａｄｅｍｙ，Ｈｅｆｅｉ　２３００３１，Ｃｈｉｎａ）

Ａｂｓｔｒａｃｔ　Ｔｈｉｓｐａｐｅｒｓｔｕｄｉｅｄａｂｅｌｔｄｒｉｖｅｓｙｓｔｅｍｃｏｎｔａｉｎｉｎｇａｔｒａｎｓｌａｔｉｎｇｂｅｌｔ，ｔｗｏｐｕｌｌｅｙｓ，ａｃｃｅｓｓｏｒｙｓｙｓｔｅｍｓ，
ａｎｄａｏｎｅｗａｙｃｌｕｔｃｈ．Ｔｈｅｄｒｉｖｅｎｐｕｌｌｅｙａｎｄｔｈｅａｃｃｅｓｓｏｒｙｓｙｓｔｅｍ ｗｅｒｅｃｏｕｐｌｅｄｂｙｔｈｅｏｎｅｗａｙｃｌｕｔｃｈ．
Ｍｏｒｅｏｖｅｒ，ｔｈｅｔｒａｎｓｖｅｒｓｅｖｉｂｒａｔｉｏｎｏｆｔｈｅｔｒａｎｓｌａｔｉｎｇｂｅｌｔｗａｓｔａｋｅｎｉｎｔｏａｃｃｏｕｎｔ．Ｔｈｅｒｅｆｏｒｅ，ｔｈｅｄｅｒｉｖｅｄｃｏｕｐｌｅｄ
ｄｉｓｃｒｅｔｅｃｏｎｔｉｎｕｏｕｓｎｏｎｌｉｎｅａｒｅｑｕａｔｉｏｎｓｃｏｎｓｉｓｔｏｆｉｎｔｅｇｒｏｐａｒｔｉａｌｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｌｅｑｕａｔｉｏｎｓａｎｄｐｉｅｃｅｗｉｓｅｏｒｄｉｎａｒｙ
ｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｌｅｑｕａｔｉｏｎｓ．Ｔｈｅｃｏｎｔｉｎｕｏｕｓｎｏｎｌｉｎｅａｒｅｑｕａｔｉｏｎｓｗｅｒｅｔｒｕｎｃａｔｅｄｔｏａｓｅｔｏｆｎｏｎｌｉｎｅａｒｏｒｄｉｎａｒｙｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｌ
ｅｑｕａｔｉｏｎｓｂｙｕｓｉｎｇｔｈｅＧａｌｅｒｋｉｎｍｅｔｈｏｄ．Ｔｈｅｓｔｅａｄｙｓｔａｔｅｒｅｓｐｏｎｓｅｓｏｆｔｈｅｃｏｕｐｌｅｄｖｉｂｒａｔｉｏｎｏｆｔｈｅｂｅｌｔｄｒｉｖｅ
ｓｙｓｔｅｍｗｅｒｅｉｎｖｅｓｔｉｇａｔｅｄｂｙｔｈｅｎｕｍｅｒｉｃａｌｈａｒｍｏｎｉｃｂａｌａｎｃｅｍｅｔｈｏｄ．Ｍｏｒｅｏｖｅｒ，ｔｈｅｅｆｆｅｃｔｓｏｆｔｈｅｏｎｅｗａｙｃｌｕｔｃｈ
ｏｎｔｈｅｐｏｗｅｒｓｙｓｔｅｍｗｅｒｅｓｔｕｄｉｅｄｂｙｃｏｍｐａｒｉｎｇｔｈｅｆｒｅｑｕｅｎｃｙｒｅｓｐｏｎｓｅｃｕｒｖｅｏｆｔｈｅｔｒａｎｓｌａｔｉｎｇｂｅｌｔｗｉｔｈａｎｄ
ｗｉｔｈｏｕｔｏｎｅｗａｙｃｌｕｔｃｈｄｅｖｉｃｅ．Ｔｈｅｎｏｎｌｉｎｅａｒｄｙｎａｍｉｃｃｈａｒａｃｔｅｒｉｓｔｉｃｓｏｆｔｈｅｂｅｌｔｄｒｉｖｅｓｙｓｔｅｍｗｅｒｅｓｔｕｄｉｅｄ．
Ｆｕｒｔｈｅｒｍｏｒｅ，ｔｈｅｓｔｅａｄｙｓｔａｔｅｒｅｓｐｏｎｓｅｓｏｆｔｈｅｂｅｌｔｄｒｉｖｅｓｙｓｔｅｍ ｗｅｒｅｉｎｖｅｓｔｉｇａｔｅｄａｔｔｈｅｈｉｇｈｅｒｅｘｃｉｔａｔｉｏｎ
ｆｒｅｑｕｅｎｃｙｆｏｒｔｈｅｆｉｒｓｔｔｉｍｅ．Ｉｎａｄｄｉｔｉｏｎ，ｔｈｅｓｔｅａｄｙｓｔａｔｅｒｅｓｐｏｎｓｅｓｂａｓｅｄｏｎｔｈｅｈａｒｍｏｎｉｃｂａｌａｎｃｅｍｅｔｈｏｄｗｅｒｅ
ｃｏｎｆｉｒｍｅｄｂｙｔｈｅＲｕｎｇｅＫｕｔｔａａｌｇｏｒｉｔｈｍ．

Ｋｅｙｗｏｒｄｓ　ｎｏｎｌｉｎｅａｒｉｔｙ，　ｏｎｅｗａｙｃｌｕｔｃｈ，　ｂｅｌｔｄｒｉｖｅｓｙｓｔｅｍ，　ｈａｒｍｏｎｉｃｂａｌａｎｃｅｍｅｔｈｏｄ，　ｓｔｅａｄｙｓｔａｔｅｒｅ
ｓｐｏｎｓｅ

０３４


