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摘要　移动荷载通过简支梁时，粗糙的梁表面会使移动荷载转变为随机激励．本文考虑梁的几何非线性因

素，基于随机Ｍｅｌｎｉｋｏｖ理论确定了系统在均方意义下发生异宿分岔以及混沌的边界条件．利用数值随机

ＲｕｎｇｅＫｕｔｔａ方法对随机激励和周期激励共同作用下的系统响应进行了仿真计算，最大 Ｌｙａｐｕｎｏｖ指数等数

值结果描述了动力学行为变化过程．结果表明当荷载的速度一定时，梁跨中的非线性动力学行为受到质量

和随机激励的共同影响，表面平整度较差的梁会增加混沌产生的可能性．

关键词　表面平整度，　移动荷载，　随机Ｍｅｌｎｉｋｏｖ过程，　混沌

ＤＯＩ：　１０．６０５２／１６７２６５５３２０１５０１０

引言

移动荷载是车辆荷载和重物荷载的简化模型，

可以广泛应用到“车桥”系统和“龙门吊”起重机等系
统的研究当中．近年来在移动荷载领域的研究已经取
得了长足的发展，Ｆｒｙｂａ［１］专著中描述了许多简单移
动荷载模型，如移动常量力，移动质量以及移动弹簧

质量模型．Ｓｔａｎｃｉｏｉｕ［２］等综合有限单元法和振型叠加
法研究了若干个移动荷载通过梁桥时的跳跃现象．

移动荷载问题的解决通常基于线性振动理论，

而对于结构的非线性动力学行为的研究尚不多见．
随着桥梁的大跨化发展，大变形效应等因素导致结

构的非线性问题越来越突出［３］．Ｙａｎｍｅｉ［４］将移动荷
载作用下的 Ｅｕｌｅｒｂｅｒｎｏｕｌｉ梁描述成一个类 Ｄｕｆｆｉｎｇ
系统，通过多尺度法分析了参激共振．肖勇刚［５］考

虑梁的几何非线性因素，建立移动荷载模型的振动

方程，探讨了荷载质量、速度、桥梁阻尼和跨径等参

数对车桥耦合系统响应的影响．郭树起［６］采用改进

的ＷＫＢ方法求得了移动荷载作用下的梁桥跨中响
应，结果表明该方法提高了传统方法精度．Ｔｉａｎ［７］

等将移动荷载模型简化为一类几何非线性弹簧振

子，研究了系统长时间的混沌动力学行为．Ｙａｎｇ［８］

等建立了考虑轴向受力的移动荷载模型，利用最简

规范形讨论了系统的余维２分岔．

随机 Ｍｅｌｎｉｋｏｖ理论是将 Ｍｅｌｎｉｋｏｖ过程和均方
准则相结合的方法分析随机动力系统的混沌运

动［９１２］．Ｌｉｎ和Ｙｉｍ［９］利用随机 Ｍｅｌｎｉｋｏｖ方法研究
了谐和激励和白噪声作用下的 Ｄｕｆｆｉｎｇ系统，发现
噪声可以扩大混沌域．刘雯彦等［１０１２］利用随机

Ｍｅｌｎｉｋｏｖ方法分别研究了有界噪声和谐和激励共
同作用下Ｄｕｆｆｉｎｇ系统、Ｄｕｆｆｉｎｇｒａｙｌｅｉｇｈ系统混沌运
动，通过最大 Ｌｙａｐｕｎｏｖ指数，安全盆等指标说明
混沌运动临界值随噪声强度的增大而增大．Ｙａｎｇ
等将随机Ｍｅｌｎｉｋｏｖ方法应用到车辆、船舶等工程领
域的随机混沌分析中［１３１４］．

目前移动荷载的相关研究一般较少考虑弹性梁

表面随机因素影响．为了能够定性分析移动荷载通过
弹性梁时，粗糙表面对梁跨中响应的影响．考虑了弹
性梁的非线性因素以及不同等级表面平整度引起的

随机冲击力，建立简支梁在随机激励和连续移动荷载

作用下的非线性动力学方程．其次根据随机Ｍｅｌｎｉｋｏｖ
方法得到混沌发生的阈值．最后应用随机ＲｕｎｇｅＫｕｔ
ｔａ法对动力学方程求解，通过最大Ｌｙａｐｕｎｏｖ指数和
Ｐｏｉｎｃａｒé截面和说明了荷载质量和不同等级表面平整
度对系统的影响，得到与理论分析一致的结果．

１　模型建立

如图１：质量为Ｍ移动荷载匀速从表面不平整
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的简支弹性梁上通过，梁的长为Ｌ，荷载的速度为
ｖ，梁的动力学控制方程为［１５］：

ＥＩ
４ｕ
ｘ４
＋ρＡ

２ｕ
ｔ２
－３２ＥＩ

２

ｘ２
（２

２ｕ
ｘ２
）＋（ｃ１＋

　ｃ２ｕ
２）
ｕ
ｔ
＝（Ｍｇ＋Ｍ

２ｕ
ｔ２
＋ξ（ｔ））δ（ｘ－ｖｔ）

（１）
其中ＥＩ，ｕ（ｘ，ｔ）分别是梁的抗弯刚度和位移函数，

γ为桥梁的体密度，Ａ为横截面积，ｃ１，ｃ２分别为线
性、非线性阻尼系数，δ为单位脉冲函数，ξ（ｔ）为
梁表面不平整度对荷载的随机位移扰动．

图１　移动荷载系统模型

Ｆｉｇ．１　Ｓｃｈｅｍａｔｉｃｏｆｍｏｖｉｎｇｌｏａｄｓｙｓｔｅｍ

一般而言，简支梁的低阶模态对响应的贡献

较大．因此为了方便研究移动荷载模型，可将振型
假设成一阶模态为：

ｕ＝ｐ（ｔ）ｓｉｎπｘＬ （２）

其中 ｐ（ｔ）为模态的幅值．根据 Ｇａｌｅｒｋｉｎ法，

将式（２）代入到（１）中，等式两边乘以 ｓｉｎπｘＬ，并

且在［０，Ｌ］积分得：

ｐ̈＋ＥＩ
ρＡ
（）４ｐ－３π

６ＥＩ
８ρＡＬ６

ｐ３＋（
ｃ１
ρＡ
＋
ｃ２
ρＡ
ｐ２）ｐ

·

＝

　 ２
ρＡＬ
（Ｍｇ＋Ｍｐ

·

ｓｉｎπｖｔＬ ＋ξ（τ））ｓｉｎ
πｖｔ
Ｌ，

　　（０≤ｔ≤ Ｌ
ｖ）． （３）

　　引入无量纲参数

ω２１ ＝
ＥＩπ４

Ｌ４ρＡ
，γ１ ＝

ｃ１
ρＡω１

，γ２ ＝
ｃ２
ρＡω１

，

β＝ ３ＥＩπ
６

８ρＡＬ６ω２１
，τ→ ｔ

ω１
，ω＝πｖＬω１

，μ＝２ＭＬρＡ
，

ｆ＝ ２Ｍｇ
ＬρＡω２１

，σ＝ ２
ＬρＡω２１

．

（３）式可以写成：
ｐ″＋ｐ－βｐ３＋（γ１＋γ２ｐ

２）ｐ′＝
　（ｆ＋σξ（τ））ｓｉｎωτ＋ｐ̈μｓｉｎ２ωτ （４）
当多个荷载连续通过梁时，可以用 ｕ＝

ｓｉｎπｖｔＬ
表示系统所受到的连续性激励［７－８］，从

而有：

ｐ″＋ｐ－βｐ３＋（γ１＋γ２ｐ
２）ｐ′＝

　（ｆ＋σξ（τ））ｓｉｎωτ＋ｐ″μｓｉｎ２ωτ （５）

方程（５）写成状态方程：
ｐ′＝ｑ

ｑ′＝－ｐ＋βｐ３－（γ１＋γ２ｐ
２）ｑ＋

　（ｆ＋σξ（τ））ｓｉｎωτ＋μｐ″ｓｉｎ２
{

ωτ

（６）

２　随机Ｍｅｌｎｉｋｏｖ过程

引进尺度变换γ１→εγ１，γ２→εγ２，μ→εμ，σ

→εσ，ｆ→εｆ，（６）式可写成具有扰动项的Ｈａｍｉｌｔｏｎ
系统：

ｐ′＝Ｈ
ｑ
，

ｑ′＝－Ｈ
ｐ
＋εｇ１

{ ．
（７）

其中Ｈ（ｐ，ｑ）＝１２（ｐ
２＋ｑ２）－βｐ

４

４，ｇ１ ＝－γ１ｑ－

γ２ｐ
２ｑ＋（ｆ＋σξ（τ））ｓｉｎωτ＋μｐ″ｓｉｎ２ωτ．

如图２所示，系统（７）的未受扰动Ｈａｍｉｌｔｏｎ系

统存在三个平衡点，其中两个鞍点 （± １
槡β

，０）和

一个中心（０，０）．
通过积分可以求得连接鞍点的异宿轨道：

ｐ±（τ）＝±
１
槡β

ｔａｎｈ（槡２２τ），

ｑ±（τ）＝±
１
２槡β
ｓｅｃｈ２（槡２２τ）









 ．
（８）

图２　ｂ＝１时的势能函数以及异宿轨道．

Ｆｉｇ．２　Ｐｏｔｅｎｔｉａｌｅｎｅｒｇｙｆｕｎｃｔｉｏｎａｎｄｈｅｔｅｒｏｃｌｉｎｉｃｏｒｂｉｔｆｏｒｂ＝１．

判断系统出现混沌的 Ｍｅｌｎｉｋｏｖ函数可以表示
成：

８１４
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Ｍ（τ０）＝∫
!

－
!

ｆ（ｐ±（τ））Λｇ（ｐ±（τ），τ＋τ０）ｄｔ

（９）
其中：

ｆ（ｐ±（τ））＝
ｑ
－ｐ＋βｐ( )３ ，ｇ（ｐ±（τ），τ＋τ０）＝

　

０
－γ１ｑ－γ２ｐ

２ｑ＋（ｆ＋

σξ（ｔ））ｓｉｎω（τ＋τ０）＋μｐ″ｓｉｎ
２









ωτ

．

由式（７），（８）和（９），得到：
Ｍ（τ０）＝Ｉ１＋ｆＩ２＋Ｉ３ （１０）

其中：

Ｉ１ ＝∫
!

－
!

（－γ１ｑ±（τ）－γ２ｐ±（τ）
２ｑ±（τ）＋

　μｑ
·

±（τ）ｓｉｎ
２ω（τ＋τ０））ｑ±（τ）ｄτ＝

　－ 槡２２
３βγ１

－ 槡２２γ２
１５β２

－

　
２πμω２（１＋２ω２）ｃｓｃｈ（槡２πω）ｓｉｎ（２ωτ０）

３β

Ｉ２ ＝∫
!

－
!

ｑ±（τ）ｓｉｎω（τ＋τ０）ｄτ

Ｉ３ ＝∫
!

－
!

ｑ±（τ）σξ（τ）ｓｉｎω（τ＋τ０）ｄτ

对（１０）式中的｜ｓｉｎω（τ＋τ０）｜傅里叶展开，
则有

Ｉ２＝∫
!

－
!

ｑ±（τ）（
２
π
－
４ｃｏｓ（２ω（τ＋τ０））

３π
）ｄτ＝

４
３π

１
槡β

（３－ 槡２２πωｃｓｃｈ（槡２πω）ｃｏｓ（２ωτ０））．

（１１）
由于Ｉ３是均值为０的随机函数，因此均值意

义的随机 Ｍｅｌｎｉｋｏｖ过程等价于系统只受到确定性
激励的情形．为了研究随机激励对系统的影响，需
要将随机 Ｍｅｌｎｉｋｏｖ过程和均方准则相结合［９－１１］．
Ｉ３的均方形式可以写成：

＜Ｉ３ ＞＝Ｅ［（∫
!

－
!

ｑ±（τ）σξ（τ） ｓｉｎω（τ＋τ０）ｄτ）２］＝

　∫
!

－
!

∫
!

－
!

ｑ±（τ）σξ（τ）ｓｉｎω（τ＋τ０）×

　ｑ±（ｓ）σξ（ｓ）ｓｉｎω（ｓ＋τ０）ｄτｄｓ＝

　∫
!

－
!

σ２ｑ±（ｓ）
２ ｓｉｎω（ｓ＋τ０）

２Φ０ｄｓ＝

　σ２ 槡
２＋２π（１＋ω２）ｃｓｃｈ（槡２ωπ）ｃｏｓ（２ωτ０( )）

３β Φ０

（１２）

其中Φ０为不平整桥面的功率谱密度，可以看出要
使Ｍｅｌｎｉｋｏｖ函数在均方意义下存在简单零点即
〈Ｍ（τ０）〉＝０成立，当且仅当

〈Ｉ１〉＝ｆ
２〈Ｉ２〉＋〈Ｉ３〉 （１３）

等式（１３）成立是发生随机混沌的必要条件，
但并不是发生随机混沌的充分条件．下面将给出
最大 Ｌｙａｐｕｎｏｖ指数和 Ｐｏｉｎｃａｒé截面来判断系统是
否出现混沌运动．

３　数值模拟

梁表面的不平整性引起的随机激励是一个近

似各态历经的平稳随机过程，时域模型可以写

成［１６］

ξ′（τ）＋αｖξ（τ）＝η（τ） （１４）
式中ξ（τ）为表面不平整输出，ｖ为荷载的速度，

η（τ）为 Ｇａｕｓｓ白噪声，其协方差满足 Ｅ（η（τ＋

τ０）η（τ））＝２λ
２αｖδ（τ０）．α和λ为和表面平整度

等级有关的常数（具体见表２），τ０为时移，Ω为行
程圆频率．

图３　混沌阈值曲线

Ｆｉｇ．３　Ｃｈａｏｓｃｒｉｔｅｒｉａ

图４　不同表面平整度情形下关于荷载

质量的最大Ｌｙａｐｕｎｏｖ指数图

Ｆｉｇ．４　ＡｒｇｅｓｔＬｙａｐｕｎｏｖｅｘｐｏｎｅｎｔｖｅｒｓｕｓｌｏａｄｍａｓｓ

９１４
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图３为公式 （１３）取表１、表２中的基本参数得

到关于 ｗ，ｆ的 Ｍｅｌｎｉｋｏｖ混沌阈值曲线．当系统

（６）的相关参数满足等式（１３）时，随机 Ｍｅｌｎｉｋｏｖ

函数就有可能存在均方情形下的简单零点 τ０，即

可能产生Ｓｍａｌｅ马蹄映射意义下混沌．可以看出随

着弹性梁表面平整度等级的降低，关于激励幅值 ｆ

产生混沌的临界值减小了．因此，在弹性梁表面平

整等级较差的情形下，需要相应控制荷载的质量、

速度才能有效抑制系统的混沌响应．

最大Ｌｙａｐｕｎｏｖ指数以及 Ｐｏｉｎｃａｒé截面是判断

非线性动力学行为的可靠定量方法，反应了相空

间的运动轨迹由于初值敏感性呈现指数收敛或发

散．系统的 Ｌｙａｐｕｎｏｖ指数为正，说明系统存在混

沌运动，这个结论对于确定性动力系统和随机动

力系统都适用．通过方程（１４），以及表１、表２中

的参数得到了随机激励时域形式．固定其它参数，

只改变参数Ｍ，利用四阶定步长ＲｕｎｇｅＫｕｔｔａ法可

以得到随Ｍ变化的Ｌｙａｐｕｎｏｖ指数谱．当最大 Ｌｙａ

ｐｕｎｏｖ指数由负为正的时候，对应的 Ｍ值即是发

生混沌运动的门槛值．图４所示为不同平整度条

件下，关于Ｍ的最大 Ｌｙａｐｕｎｏｖ指数图．可以看出

随着表面平整度级别降低，随机运动最终导致混

沌发生的门槛值提前，混沌发生的参数区域增大．
表１　系统（３）原参数

Ｔａｂｌｅ１　Ｏｒｉｇｉｎａｌｐａｒａｍｅｔｅｒｏｆｓｙｓｔｅｍ（３）

Ｏｒｉｇｉｎａｌｐａｒａｍｅｔｅｒ Ｖａｌｕｅ Ｏｒｉｇｉｎａｌｐａｒａｍｅｔｅｒ Ｖａｌｕｅ

Ｅ（Ｐａ） ４×１０１０ Ａ（ｍ２） ０．５
Ｉ（ｍ４） ８．２０３×１０－８ Ｃ１（Ｎ．ｓ／ｍ） ８９７．５３６
Ｌ（ｍ） １．９２３８ Ｃ２（Ｎ．ｓ／ｍ） ５３．８９
ｒ（ｋｇ／ｍ３） ５．５×１０３ ｖ（ｍ／ｓ） ０．２２

表２　梁表面平整度等级与功率谱参数α，λ值［１６］

Ｔａｂｌｅ２　Ｒｏａｄｒｏｕｇｈｎｅｓｓａｎｄｖａｌｕｅｓｏｆｐｏｗｅｒ

ｓｐｅｃｔｒａｌｄｅｎｓｉｔｙｐａｒａｍｅｔｅｒα，λ［１６］

Ｒｏａｄｒｏｕｇｈｎｅｓｓ（Ω＝０．１） α（ｍ－１） λ（ｍｍ）

Ａ ０．１１１ ３７．７

Ｂ ０．１１１ ７５．４

Ｃ ０．１１１ １５０．８

Ｄ ０．１１１ ３０１．６

图５　Ｍ＝７４ｋｇ时不同等级表面平整度的相图和庞加莱截面图． Ａ级表面； Ｂ级表面； Ｃ级表面； Ｄ级表面．

Ｆｉｇ．５　ＰｈａｓｅｄｉａｇｒａｍｓａｎｄＰｏｉｎｃａｒéｓｅｃｔｉｏｎｓｕｎｄｅｒｄｉｆｆｅｒｅｎｔｒｏｕｇｈｎｅｓｓｆｏｒＭ＝７４ｋｇ．Ａｒｏｕｇｈｎｅｓｓ；Ｂｒｏｕｇｈｎｅｓｓ；Ｃｒｏｕｇｈｎｅｓｓ；Ｄｒｏｕｇｈｎｅｓｓ．

图６　Ｍ＝７７．５ｋｇ时不同等级表面平整度的相图和庞加莱截面图． Ａ级表面； Ｂ级表面； Ｃ级表面； Ｄ级表面．

Ｆｉｇ．６　ＰｈａｓｅｄｉａｇｒａｍｓａｎｄＰｏｉｎｃａｒéｓｅｃｔｉｏｎｓｕｎｄｅｒｄｉｆｆｅｒｅｎｔｒｏｕｇｈｎｅｓｓｆｏｒＭ＝７７．５ｋｇ．Ａｒｏｕｇｈｎｅｓｓ；Ｂｒｏｕｇｈｎｅｓｓ；Ｃｒｏｕｇｈｎｅｓｓ；Ｄｒｏｕｇｈｎｅｓｓ．

图７　Ｍ＝７８．３ｋｇ时不同等级表面平整度的相图和庞加莱截面图． Ａ级表面； Ｂ级表面； Ｃ级表面； Ｄ级表面．

Ｆｉｇ．７　ＰｈａｓｅｄｉａｇｒａｍｓａｎｄＰｏｉｎｃａｒéｓｅｃｔｉｏｎｓｕｎｄｅｒｄｉｆｆｅｒｅｎｔｒｏｕｇｈｎｅｓｓｆｏｒＭ＝７８．３ｋｇ．Ａｒｏｕｇｈｎｅｓｓ；Ｂｒｏｕｇｈｎｅｓｓ；Ｃｒｏｕｇｈｎｅｓｓ；Ｄｒｏｕｇｈｎｅｓｓ．

０２４



第６期 李海涛等：随机及移动荷载激励下弹性梁分岔与混沌

　　为了进一步验证上述结论的正确性，图５－图
７给出了Ｍ＝７４ｋｇ、Ｍ＝７７．５ｋｇ、Ｍ＝７８．３ｋｇ时系
统关于不同等级表面的相平面图和 Ｐｏｉｎｃａｒé截面
图．在图５（ａ）－图５（ｄ）中可以看出Ｐｏｉｎｃａｒé截面
为随机的一团点，此时可以判定系统在不同等级

表面的激励下保持随机周期－１运动状态．
从图６（ａ）－图６（ｂ）看出 Ｐｏｉｎｃａｒé截面为随

机的两团点，此时系统运动可以判定为随机周期

－２运动，而图６（ｃ）－图６（ｄ）中的周期运动呈现
出模糊的发散状态，表明表面平整度等级的降低

增加了外在随机激励强度，非线性系统的内在的随

机响应被激发出来．
在图７中，由于荷载质量 Ｍ已经达到发生混

沌运动的临界值，Ｐｏｉｎｃａｒé截面充满相空间的某一
部分，并且呈现出自相似结构，可以判定此时系统

发生混沌运动．

４　结论

分析了随机激励下移动荷载模型，通过随机

Ｍｅｌｎｉｋｏｖ理论得到了随机混沌产生的参数范围，基
于不同表面平整度得到了不同等级的随机激励并

且数值计算简支梁跨中非线性随机响应。得到以

下结论：

（１）随机Ｍｅｌｎｉｋｏｖ方法得到的关系式表明，随
着表面平整度等级的降低，产生混沌的临界激励

幅值减小，导致混沌域的参数空间增大．
（２）数值模拟发现系统发生混沌运动的门槛

值随着表面平整度的降低而减小，表明表面不平

整的弹性梁增加了混沌运动的可能性．这与（１）所
得到的理论解释相一致．

（３）在给定的参数下，系统存在混沌发生的可
能性．在相同平整度等级的条件下，荷载的质量小
于临界值时系统呈现随机运动，当质量超过临界

值时出现混沌运动．
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