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分数阶 Ｂｉｒｋｈｏｆｆ系统基于 Ｃａｐｕｔｏ导数的
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摘要　在Ｃａｐｕｔｏ分数阶导数下研究分数阶Ｂｉｒｋｈｏｆｆ系统的Ｎｏｅｔｈｅｒ对称性与守恒量．首先，定义Ｃａｐｕｔｏ分数

阶导数下的分数阶Ｐｆａｆｆ作用量，建立分数阶Ｂｉｒｋｈｏｆｆ方程及其相应的横截性条件；其次，基于Ｐｆａｆｆ作用量在

无限小变换下的不变性，分别在时间不变和时间变化的无限小变换下，给出了不变性条件．基于Ｆｒｅｄｅｒｉｃｏ和

Ｔｏｒｒｅｓ的分数阶守恒量概念，建立了分数阶Ｂｉｒｋｈｏｆｆ系统的Ｎｏｅｔｈｅｒ定理，揭示了分数阶 Ｎｏｅｔｈｅｒ对称性与分

数阶守恒量之间的内在联系．

关键词　分数阶Ｂｉｒｋｈｏｆｆ系统，　分数阶Ｎｏｅｔｈｅｒ对称性，　分数阶守恒量，　分数阶 Ｐｆａｆｆ作用量，　Ｃａｐｕｔｏ

分数阶导数

ＤＯＩ：　１０．６０５２／１６７２６５５３２０１５０１７

引言

动力学系统对称性的研究一直是分析力学的

一个重要发展方向．１９１８年Ｎｏｅｔｈｅｒ［１］研究了Ｈａｍ
ｉｌｔｏｎ作用量在无限小变换下的不变性质，揭示了力
学系统的守恒量与其内在的动力学对称性之间的

关系．Ｄｊｕｋｉｃ′和Ｖｕｊａｎｏｖｉｃ′［２］将Ｎｏｅｔｈｅｒ定理推广到
完整非保守系统，李子平［３］，Ｂａｈａｒ［４］，刘端［５］进一

步将Ｎｏｅｔｈｅｒ定理推广到非完整非保守系统．梅凤
翔［６］通过引进ｒ参数变换群的无限小群变换的广
义准对称性概念，建立了 Ｂｉｒｋｈｏｆｆ系统的 Ｎｏｅｔｈｅｒ
理论．近年来，对Ｎｏｅｔｈｅｒ对称性的研究已经取得了
一系列重要成果［７１０］．

分数阶微积分的概念最早出现在 Ｌ’Ｈｏｓｐｉｔａｌ
于１６９５年写给 Ｌｅｉｂｎｉｚ的信中，但是直到１９７４年
第一本关于分数阶微积分理论的著作才问世［１１］．
近２０年来，随着分数阶微积分应用领域的不断拓
展，分数阶微积分及其应用研究有了很大的发展．
１９９６年，Ｒｉｅｗｅ［１２１３］首次将分数阶微积分应用于非
保守系统动力学建模，提出并初步研究了分数阶变

分问题．之后，Ａｇｒａｗａｌ［１４１５］，Ｂａｌｅａｎｕ［１６１７］，Ａｔａｎ

ａｃｋｏｖｉｃ′［１８１９］，ＥｌＮａｂｕｌｓｉ［２０２２］等对分数阶变分问题
进行了深入研究．Ｆｒｅｄｅｒｉｃｏ和Ｔｏｒｒｅｓ最早开展了分
数阶Ｎｏｅｔｈｅｒ对称性与守恒量的研究［２３２５］，基于Ｒｉ
ｅｍａｎｎＬｉｏｕｖｉｌｌｅ分数阶导数定义［２３］，Ｃａｐｕｔｏ分数阶
导数定义［２４］，ＲｉｅｓｚＣａｐｕｔｏ分数阶导数定义［２５］，分

别考虑时间不变和时间变化的无限小变换作用，得

到了分数阶Ｎｏｅｔｈｅｒ定理．在此基础上，Ｆｒｅｄｅｒｉｃｏ和
Ｔｏｒｒｅｓ进一步给出了 Ｈａｍｉｌｔｏｎ系统的分数阶
Ｎｏｅｔｈｅｒ定理［２６］．此外，Ｆｒｅｄｅｒｉｃｏ和 Ｔｏｒｒｅｓ基于 Ｅｌ
Ｎａｂｕｌｓｉ动力学模型研究了类分数阶作用变分的不
变性问题［２７２８］．近年来，约束力学系统基于分数阶
模型的Ｎｏｅｔｈｅｒ对称性与守恒量的研究已经取得了
一些重要成果［２９３４］．但是，研究主要限于分数阶
Ｌａｇｒａｎｇｅ系统和分数阶Ｈａｍｉｌｔｏｎ系统．

本文基于 Ｃａｐｕｔｏ分数阶导数的定义，研究分
数阶 Ｂｉｒｋｈｏｆｆ系统的分数阶 Ｎｏｅｔｈｅｒ对称性．从
Ｐｆａｆｆ作用量在无限小变换下的不变性出发，分别在
时间不变和时间变化的无限小变换下，研究了分数

阶Ｐｆａｆｆ作用量的不变性，建立了分数阶Ｂｉｒｋｈｏｆｆ系
统的Ｎｏｅｔｈｅｒ定理．
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１　分数阶导数

本节列出研究所涉及的 ＲｉｅｍａｎｎＬｉｏｕｖｉｌｌｅ分
数阶导数和 Ｃａｐｕｔｏ分数阶导数的定义及相关性
质，详细的证明和讨论可参见［３５３６］．

ＲｉｅｍａｎｎＬｉｏｕｖｉｌｌｅ分数阶左导数定义为

ｔ１Ｄ
α
ｔｆ（ｔ）＝

１
Γ（ｍ－α）

（
ｄ
ｄｔ）

ｍ

∫
ｔ

ｔ１

ｆ（τ）
（ｔ－τ）α－ｍ＋１

ｄτ

（１）
ＲｉｅｍａｎｎＬｉｏｕｖｉｌｌｅ分数阶右导数为

ｔＤαｔ２ｆ（ｔ）＝
１

Γ（ｍ－α）
（－ｄｄｔ）

ｍ

∫
ｔ２

ｔ

ｆ（τ）
（τ－ｔ）α－ｍ＋１

ｄτ

（２）
Ｃａｐｕｔｏ分数阶左导数定义为

Ｃ
ｔ１Ｄ

α
ｔｆ（ｔ）＝

１
Γ（ｍ－α）∫

ｔ

ｔ１

ｆ（ｍ）（τ）
（ｔ－τ）α－ｍ＋１

ｄτ （３）

Ｃａｐｕｔｏ分数阶右导数定义为

Ｃ
ｔＤαｔ２ｆ（ｔ）＝

（－１）ｍ

Γ（ｍ－α）∫
ｔ２

ｔ

ｆ（ｍ）（τ）
（τ－ｔ）α－ｍ＋１

ｄτ （４）

其中Γ（）是 ＥｕｌｅｒＧａｍｍａ函数，α是导数的阶，
且ｍ－１≤α＜ｍ，ｍ为正整数．如果α是整数，上
述分数阶导数成为整数阶导数，有

ｔ１Ｄ
α
ｔｆ（ｔ）＝

Ｃ
ｔ１Ｄ

α
ｔｆ（ｔ）＝（

ｄ
ｄｔ）

α

ｆ（ｔ），

ｔＤαｔ２ｆ（ｔ）＝
Ｃ
ｔＤαｔ２ｆ（ｔ）＝（－

ｄ
ｄｔ）

α

ｆ（ｔ）． （５）

设ｆ和ｇ是区间 ｔ１，ｔ[ ]
２ 上的光滑函数，则 Ｃａ

ｐｕｔｏ导数下的分数阶分部积分公式为

∫
ｔ２

ｔ１
ｇ（ｔ）Ｃｔ１Ｄ

α
ｔｆ（ｔ）ｄｔ＝

　∫
ｔ２

ｔ１
ｆ（ｔ）ｔＤαｔ２ｇ（ｔ）ｄｔ＋

　∑
ｍ－１

ｋ＝０ｔ
Ｄα＋ｋ－ｍｔ２ ｇ（ｔ）ｄ

ｍ－１－ｋｆ（ｔ）
ｄｔｍ－１－ｋ

ｔ２

ｔ１

（６）

和

∫
ｔ２

ｔ１
ｇ（ｔ）ＣｔＤαｔ２ｆ（ｔ）ｄｔ＝

　∫
ｔ２

ｔ１
ｆ（ｔ）ｔ１Ｄ

α
ｔｇ（ｔ）ｄｔ＋

　∑
ｍ－１

ｋ＝０
（－１）ｍ＋ｋｔ１ Ｄ

α＋ｋ－ｍ
ｔ ｇ（ｔ）ｄ

ｍ－１－ｋｆ（ｔ）
ｄｔｍ－１－ｋ

ｔ２

ｔ１

（７）

在Ｃａｐｕｔｏ导数下，定义算子 ＣＤγｔ（ｆ，ｇ）为
ＣＤγｔ（ｆ，ｇ）＝－ｇｔＤγｔ２ｆ＋ｆ

Ｃ
ｔ１Ｄ

γ
ｔｇ， （８）

或

ＣＤγｔ（ｆ，ｇ）＝－ｇ
Ｃ
ｔＤγｔ２ｆ＋ｆｔ１Ｄ

γ
ｔｇ． （９）

当γ＝１时，公式（８）和（９）成为
ＣＤ１ｔ（ｆ，ｇ）＝－ｇｔＤ

１
ｔ２ｆ＋ｆ

Ｃ
ｔ１Ｄ

１
ｔｇ＝

　ｆ
·

ｇ＋ｆｇ＝ｄｄｔ（ｆｇ）， （１０）

ＣＤ１ｔ（ｆ，ｇ）＝－ｇ
Ｃ
ｔＤ

１
ｔ２ｆ＋ｆｔ１Ｄ

１
ｔｇ＝

　ｆ
·

ｇ＋ｆｇ＝ｄｄｔ（ｆｇ） （１１）

此时 ＣＤ１ｔ（ｆ，ｇ）＝
ＣＤ１ｔ（ｇ，ｆ），但是一般情况下

ＣＤ１ｔ（ｆ，ｇ）≠
ＣＤ１ｔ（ｇ，ｆ）．

２　分数阶Ｂｉｒｋｈｏｆｆｆ方程

考虑由２ｎ个Ｂｉｒｋｈｏｆｆ变量ａμ（μ＝１，２，…，２ｎ）来
描述的Ｂｉｒｋｈｏｆｆ系统．假设系统的Ｂｉｒｋｈｏｆｆ函数Ｂ＝
Ｂ（ｔ，ａν），Ｂｉｒｋｈｏｆｆ函数组为Ｒμ＝Ｒμ（ｔ，ａ

ν），分数阶导

数的阶为α，且０＜α＜１．积分泛函
Ｓ（ａμ（·））＝

　∫
ｔ２

ｔ１
｛∑
２ｎ

ν＝１
Ｒαν（ｔ，ａ

μ）Ｃｔ１Ｄ
α
ｔａν＋

　∑
２ｎ

ν＝１
Ｒβν（ｔ，ａ

μ）ＣｔＤβｔ２ａ
ν－Ｂ（ｔ，ａμ）｝ｄｔ （１２）

称为基于 Ｃａｐｕｔｏ导数的分数阶 Ｐｆａｆｆ作用量．
等时变分原理

δＳ＝０ （１３）
带有交换关系

Ｃ
ｔ１Ｄ

α
ｔδａν＝δ

Ｃ
ｔ１Ｄ

α
ｔａν，

Ｃ
ｔＤβｔ２δａ

ν＝δＣｔＤβｔ２ａ
ν，

　 （ν＝１，２，…，２ｎ） （１４）
以及端点条件

δａν ｔ＝ｔ１
＝δａν ｔ＝ｔ２

＝０，

　（ν＝１，２，…，２ｎ） （１５）
称为基于Ｃａｐｕｔｏ导数的分数阶Ｐｆａｆｆ－Ｂｉｒｋｈｏｆｆ

原理．
由分数阶 Ｐｆａｆｆ－Ｂｉｒｋｈｏｆｆ原理（１３）－（１５）容

易导出如下方程［３７］

∑
２ｎ

ν＝１
（
Ｒαν
ａμ

Ｃ
ｔ１Ｄ

α
ｔａν＋

Ｒβν
ａμ

Ｃ
ｔＤβｔ２ａ

ν）－

　 Ｂ
ａμ
＋ｔＤαｔ２Ｒ

α
μ＋ｔ１Ｄ

β
ｔＲβμ ＝０，

　　（μ＝１，２，…，２ｎ） （１６）
以及相应的横截性条件

∑
２ｎ

ν＝１
（ｔ１Ｄ

α－１
ｔ Ｒαν）δａ[ ]ν

ｔ２

ｔ１
－

１１４
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　∑
２ｎ

ν＝１
（ｔＤβ

－１
ｔ２ Ｒ

β
ν）δａ[ ]ν

ｔ２

ｔ１
＝０ （１７）

由端点条件（１５）可得横截性条件（１７）恒成
立．方程（１６）称为基于 Ｃａｐｕｔｏ分数阶导数的分数
阶Ｂｉｒｋｈｏｆｆ方程．

由分数阶 Ｂｉｒｋｈｏｆｆ方程（１６）可以得到经典
Ｂｉｒｋｈｏｆｆ方程．实际上，令分数阶 Ｐｆａｆｆ作用量（１２）
中不含Ｃａｐｕｔｏ右导数，即

Ｓ（ａμ（·））＝∫
ｔ２

ｔ１
｛∑
２ｎ

ν＝１
Ｒαν（ｔ，ａ

μ）Ｃｔ１Ｄ
α
ｔａν－

　Ｂ（ｔ，ａμ）｝ｄｔ （１８）
则分数阶Ｂｉｒｋｈｏｆｆ方程（１６）成为

∑
２ｎ

ν＝１

Ｒαν
ａμ

Ｃ
ｔ１Ｄ

α
ｔａν－

Ｂ
ａμ
＋ｔＤαｔ２Ｒ

α
μ ＝０，

（μ＝１，２，…，２ｎ） （１９）
当α→１时，方程（１９）为

∑
２ｎ

ν＝１
（
Ｒν
ａμ
－
Ｒμ
ａν
）ａ·ν－（Ｂ

ａμ
＋
Ｒμ
ｔ
）＝０，

（μ＝１，２，…，２ｎ） （２０）
方程（２０）为经典的 Ｂｉｒｋｈｏｆｆ方程．因此，经典

的整数阶Ｂｉｒｋｈｏｆｆ方程是分数阶Ｂｉｒｋｈｏｆｆ方程（１６）
的特例．

３　分数阶Ｂｉｒｋｈｏｆｆ系统的Ｎｏｅｔｈｅｒ定理

首先，引入Ｆｒｅｄｅｒｉｃｏ和Ｔｏｒｒｅｓ提出的分数阶守

恒量概念［２３］．

定义１　Ｉ（ｔ，ａν，Ｃｔ１Ｄ
α
ｔａν，

Ｃ
ｔＤβ

ｔ２ａ
ν）是分数阶守恒量

当且仅当沿着分数阶Ｂｉｒｋｈｏｆｆ方程（１６）的解曲线，
有

Ｉ（ｔ，ａν，Ｃｔ１Ｄ
α
ｔａν，

Ｃ
ｔＤβｔ２ａ

ν）＝

　∑
ｍ

ｉ＝１
Ｉ１ｉ（ｔ，ａν，

Ｃ
ｔ１Ｄ

α
ｔａν，

Ｃ
ｔＤβｔ２ａ

ν）×

　Ｉ２ｉ（ｔ，ａν，
Ｃ
ｔ１Ｄ

α
ｔａν，

Ｃ
ｔＤβｔ２ａ

ν） （２１）

其中ｍ是任意整数，对于每一组函数Ｉ１ｉ和Ｉ
２
ｉ（ｉ＝１，

２，…，ｍ），满足
ＣＤγｉｔ（Ｉ

ｊ１ｉ
ｉ（ｔ，ａν，

Ｃ
ｔ１Ｄ

α
ｔａν，

Ｃ
ｔＤβｔ２ａ

ν），

Ｉｊ２ｉｉ（ｔ，ａν，
Ｃ
ｔ１Ｄ

α
ｔａν，

Ｃ
ｔＤβｔ２ａ

ν））＝０ （２２）

其中γｉ∈ α，{ }β，ｊ１ｉ ＝１和ｊ
２
ｉ ＝２（或者ｊ

１
ｉ ＝２和ｊ

２
ｉ

＝１）．
其次，引进时间不变的单参数无限小变换群

珔ａμ（ｔ）＝ａμ（ｔ）＋εξμ（ｔ，ａ
ν）＋ｏ（ε），

　（μ＝１，２，…，２ｎ） （２３）

我们来定义分数阶 Ｂｉｒｋｈｏｆｆ系统在无限小变
换（２３）下的Ｎｏｅｔｈｅｒ对称性，并给出相应的分数阶
守恒量．
定义２　如果分数阶 Ｐｆａｆｆ作用量（１２）在无限小变
换（２３）作用下，对于任意的子区间 Ｔ１，Ｔ[ ]

２  （ｔ１，

ｔ２），成立

∫
Ｔ２

Ｔ１
｛∑
２ｎ

μ＝１
Ｒαμ（ｔ，ａ

ν）Ｃｔ１Ｄ
α
ｔａμ＋

　∑
２ｎ

μ＝１
Ｒβμ（ｔ，ａ

ν）ＣｔＤβｔ２ａ
μ－Ｂ（ｔ，ａν）｝ｄｔ＝

　∫
Ｔ２

Ｔ１
｛∑
２ｎ

μ＝１
Ｒαμ（ｔ，ａ

－ν）Ｃｔ１Ｄ
α
ｔａ
－μ＋

　∑
２ｎ

μ＝１
Ｒβμ（ｔ，ａ

－ν）ＣｔＤβｔ２ａ
－μ－Ｂ（ｔ，ａ－ν）｝ｄｔ （２４）

则称这种不变性为分数阶 Ｂｉｒｋｈｏｆｆ系统在时间不
变的无限小变换下的Ｎｏｅｔｈｅｒ对称性．
定理１　如果分数阶Ｐｆａｆｆ作用量（１２）在变换（２３）
作用下保持不变，那么

∑
２ｎ

μ＝１
（∑
２ｎ

ν＝１

Ｒαμ（ｔ，ａ
ν）

ａν
ξν（ｔ，ａ

μ））Ｃｔ１Ｄ
α
ｔａμ＋

　∑
２ｎ

μ＝１
（∑
２ｎ

ν＝１

Ｒβμ（ｔ，ａ
ν）

ａν
ξν（ｔ，ａ

μ））ＣｔＤβｔ２ａ
μ＋

　∑
２ｎ

μ＝１
Ｒαμ（ｔ，ａ

ν）Ｃｔ１Ｄ
α
ｔξμ（ｔ，ａ

ν）＋

　∑
２ｎ

μ＝１
Ｒβμ（ｔ，ａ

ν）ＣｔＤβｔ２ξμ（ｔ，ａ
ν）－

　∑
２ｎ

ν＝１

Ｂ（ｔ，ａν）
ａν

ξν（ｔ，ａ
μ）＝０ （２５）

成立．
证明　由积分区间 Ｔ１，Ｔ[ ]

２ 的任意性，由（２４）式

可得

∑
２ｎ

μ＝１
Ｒαμ（ｔ，ａ

ν）Ｃｔ１Ｄ
α
ｔａμ＋

　∑
２ｎ

μ＝１
Ｒβμ（ｔ，ａ

ν）ＣｔＤβｔ２ａ
μ－Ｂ（ｔ，ａν）＝

　∑
２ｎ

μ＝１
Ｒαμ（ｔ，ａ

－ν）Ｃｔ１Ｄ
α
ｔａ
－μ＋

　∑
２ｎ

μ＝１
Ｒβμ（ｔ，ａ

－ν）ＣｔＤβｔ２ａ
－μ－Ｂ（ｔ，ａ－ν） （２６）

式（２６）两边对ε求导，然后令ε＝０，有

０＝∑
２ｎ

μ＝１
（∑
２ｎ

ν＝１

Ｒαμ（ｔ，ａ
ν）

ａν
ξν（ｔ，ａ

μ））Ｃｔ１Ｄ
α
ｔａμ＋

　∑
２ｎ

μ＝１
（∑
２ｎ

ν＝１

Ｒβμ（ｔ，ａ
ν）

ａν
ξν（ｔ，ａ

μ））ＣｔＤβｔ２ａ
μ＋

２１４
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　∑
２ｎ

μ＝１
Ｒαμ（ｔ，ａ

ν）
ｄ
ｄε
［

１
Γ（ｍ－α）

×

　∫
ｔ

ｔ１
（ｔ－τ）ｍ－α－１ｄ

ｍ（ａμ（τ））
ｄτｍ

ｄτ＋

　 ε
Γ（ｍ－α）∫

ｔ

ｔ１
（ｔ－τ）ｍ－α－１×

　ｄ
ｍξ（τ，ａμ）
ｄτｍ

ｄτ］ε＝０＋∑
２ｎ

μ＝１
Ｒβμ（ｔ，ａ

ν）×

　 ｄ
ｄ [ε （－１）ｍ

Γ（ｍ－β）∫
ｔ２

ｔ
（τ－ｔ）ｍ－β－１ｄ

ｍａμ（τ）
ｄτｍ

ｄτ＋

　 （－１）ｍε
Γ（ｍ－β）∫

ｔ２

ｔ
（τ－ｔ）ｍ－β－１ｄ

ｍξ（τ，ａμ）
ｄτｍ

ｄ ]τ
ε＝０
－

　∑
２ｎ

ν＝１

Ｂ（ｔ，ａμ）
ａν

ξν（ｔ，ａ
μ）＝

　∑
２ｎ

μ＝１
（∑
２ｎ

ν＝１

Ｒαμ（ｔ，ａ
ν）

ａν
ξν（ｔ，ａ

μ））Ｃｔ１Ｄ
α
ｔａμ＋

　∑
２ｎ

μ＝１
（∑
２ｎ

ν＝１

Ｒβμ（ｔ，ａ
ν）

ａν
ξν（ｔ，ａ

μ））ＣｔＤβｔ２ａ
μ＋

　∑
２ｎ

μ＝１
Ｒαμ（ｔ，ａ

ν）
１

Γ（ｍ－α）
×

　∫
ｔ

ｔ１
（ｔ－τ）ｍ－α－１ｄ

ｍξ（τ，ａμ）
ｄτｍ

ｄτ＋

　∑
２ｎ

μ＝１
Ｒβμ（ｔ，ａ

ν）
（－１）ｍ

Γ（ｍ－β）
×

　∫
ｔ２

ｔ
（τ－ｔ）ｍ－β－１ｄ

ｍξ（τ，ａμ）
ｄτｍ

ｄτ－

　∑
２ｎ

ν＝１

Ｂ（ｔ，ａμ）
ａν

ξν（ｔ，ａ
μ） （２７）

此时（２７）式即为（２５）式，证毕．
定理２　如果分数阶 Ｐｆａｆｆ作用量（１２）在定义２下
保持不变，那么

Ｉ（ｔ，ａν，Ｃｔ１Ｄ
α
ｔａν，

Ｃ
ｔＤβｔ２ａ

ν）＝

　∑
２ｎ

μ＝１
（Ｒαμ（ｔ，ａ

ν）－

　Ｒβμ（ｔ，ａ
ν））ξμ（ｔ，ａ

ν） （２８）
是分数阶Ｂｉｒｋｈｏｆｆ系统（１６）的分数阶守恒量．
证明　由分数阶Ｂｉｒｋｈｏｆｆ方程（１６）可得

Ｂ
ａμ
＝∑

２ｎ

ν＝１
（
Ｒαν
ａμ

Ｃ
ｔ１Ｄ

α
ｔａν＋

　
Ｒβν
ａμ

Ｃ
ｔＤβｔ２ａ

ν）＋

　 ｔＤαｔ２Ｒ
α
μ＋ｔ１Ｄ

β
ｔＲβμ （２９）

由于分数阶Ｐｆａｆｆ作用量（１２）在定义２下保持
不变，故将（２９）式代入（２５）式，得

∑
２ｎ

μ＝１
（∑
２ｎ

ν＝１

Ｒαμ
ａν
ξν）

Ｃ
ｔ１Ｄ

α
ｔａμ＋

　∑
２ｎ

μ＝１
（∑
２ｎ

ν＝１

Ｒβμ
ａν
ξν）

Ｃ
ｔＤβｔ２ａ

μ＋

　∑
２ｎ

μ＝１
Ｒαμ
Ｃ
ｔ１Ｄ

α
ｔξμ＋∑

２ｎ

μ＝１
Ｒβμ
Ｃ
ｔＤβｔ２ξμ－

　∑
２ｎ

μ＝１
∑
２ｎ

ν＝１
（
Ｒαν
ａμ

Ｃ
ｔ１Ｄ

α
ｔａν＋

　
Ｒβν
ａμ

Ｃ
ｔＤβｔ２ａ

ν）ξμ－

　∑
２ｎ

μ＝１
ξμｔＤ

α
ｔ２Ｒ

α
μ－∑

２ｎ

μ＝１
ξμｔ１Ｄ

β
ｔＲβμ ＝０ （３０）

化简得

∑
２ｎ

μ＝１
Ｒαμ
Ｃ
ｔ１Ｄ

α
ｔξμ＋∑

２ｎ

μ＝１
Ｒβμ
Ｃ
ｔＤβｔ２ξμ－

　∑
２ｎ

μ＝１
ξμｔＤ

α
ｔ２Ｒ

α
μ－∑

２ｎ

μ＝１
ξμｔ１Ｄ

β
ｔＲβμ ＝０ （３１）

即

∑
２ｎ

μ＝１

ＣＤαｔ（Ｒαμ，ξμ）－
ＣＤβｔ（ξμ，Ｒ

β
μ

{ }） ＝０．（３２）

从而，由分数阶守恒量的定义１可知（２８）式是该
情形下的分数阶守恒量．

最后，引进时间变化的单参数无限小变换群

ｔ－ ＝ｔ＋εζ（ｔ，ａν）＋ｏ（ε），
ａ－μ（ｔ）＝ａμ（ｔ）＋εξμ（ｔ，ａ

ν）＋ｏ（ε），
（μ＝１，２，…，２ｎ） （３３）
我们来定义分数阶 Ｂｉｒｋｈｏｆｆ系统在无限小变

换（３３）下的Ｎｏｅｔｈｅｒ对称性，并给出相应的分数阶
守恒量．
定义３　如果分数阶 Ｐｆａｆｆ作用量（１２）在无限小变
换（３３）作用下，对于任意的子区间 Ｔ１，Ｔ[ ]

２  （ｔ１，

ｔ２），成立

∫
Ｔ２

Ｔ１
∑
２ｎ

μ＝１
Ｒαμ（ｔ，ａ

ν）Ｃｔ１Ｄ
α
ｔａ{ μ＋

　∑
２ｎ

μ＝１
Ｒβμ（ｔ，ａ

ν）ＣｔＤβｔ２ａ
μ－Ｂ（ｔ，ａν }）ｄｔ＝

　∫
Ｔ
－
２

Ｔ
－
１
∑
２ｎ

μ＝１
Ｒαμ（ｔ

－
，ａ－ν）Ｃｔ－１Ｄ

α
ｔ－ａ
－{ μ＋

　∑
２ｎ

μ＝１
Ｒβμ（ｔ

－
，ａ－ν）Ｃｔ－Ｄβｔ－２ａ

－μ－Ｂ（ｔ－，ａ－ν）｝ｄｔ－ （３４）

则称这种不变性为分数阶 Ｂｉｒｋｈｏｆｆ系统在时间变
化的无限小变换下的Ｎｏｅｔｈｅｒ对称性．
定理３　如果分数阶 Ｐｆａｆｆ作用量（１２）在定义３下
保持不变，那么

３１４
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Ｉ（ｔ，ａν，Ｃｔ１Ｄ
α
ｔａν，

Ｃ
ｔＤβｔ２ａ

ν）＝

　∑
２ｎ

μ＝１
（Ｒαμ－Ｒ

β
μ）ξμ＋

　 （１－α）∑
２ｎ

μ＝１
Ｒαμ
Ｃ
ｔ１Ｄ

α
ｔａ[ μ＋

　（１－β）∑
２ｎ

μ＝１
Ｒβμ
Ｃ
ｔＤβｔ２ａ

μ ]－Ｂζ （３５）

是分数阶Ｂｉｒｋｈｏｆｆ系统（１６）的分数阶守恒量．
证明　取关于时间 ｔ（ｔ是独立变量）的李普希兹
变换

ｔ∈ ｔ１，ｔ[ ]
２ !σｆ（λ）∈ σ１，σ[ ]

２ （３６）

当λ＝０时，满足ｔ′σ ＝
ｄｔ（σ）
ｄσ

＝ｆ（λ）＝１．在

变换（３６）作用下，分数阶Ｐｆａｆｆ作用量（１２）为

Ｓ
－
（ｔ（·），ａν（·））＝

　∫
σ２

σ１
｛∑
２ｎ

μ＝１
Ｒαμ（ｔ（σ），ａ

ν（ｔ（σ）））×

　Ｃ
σ１Ｄ

α
ｔ（σ）ａ

μ（ｔ（σ））＋∑
２ｎ

μ＝１
Ｒβμ（ｔ（σ），

　ａν（ｔ（σ）））Ｃｔ（σ）Ｄ
β
σ２ａ

μ（ｔ（σ））－Ｂ（ｔ（σ），

　ａν（ｔ（σ）））｝ｔ′σｄσ （３７）

其中ｔ（σ１）＝ｔ１，ｔ（σ２）＝ｔ２，

Ｃ
σ１Ｄ

α
ｔ（σ）ａ

μ（ｔ（σ））＝ １
Γ（ｍ－α）

×

　∫
σｆ（λ）

ｔ１
ｆ（λ）
（σｆ（λ）－τ）ｍ－α－１ｄ

ｍａμ（τｆ－１（λ））
ｄτｍ

ｄτ＝

　
（ｔ′σ）

－α

Γ（ｍ－α）∫
σ

ｔ１
（ｔ′σ）２

（σ－ｓ）ｍ－α－１ｄ
ｍａμ（ｓ）
ｄｓｍ

ｄｓ＝

　（ｔ′σ）
－αＣ
ｔ１／（ｔ′σ）２

Ｄασａ
μ（σ） （３８）

其中ｓ＝τｆ－１（λ）．同样可得
Ｃ
ｔ（σ）Ｄ

α
σ２ａ

μ（ｔ（σ））＝

　（ｔ′σ）
－βＣ
σＤ

β
ｔ２／（ｔ′σ）２

ａμ（σ） （３９）
将（３８）式和（３９）式代入（３７）式，得

Ｓ
－
（ｔ（·），ａν（·））＝

∫
σ２

σ１
｛∑
２ｎ

μ＝１
Ｒαμ（ｔ（σ），ａ

ν（ｔ（σ）））×

　（ｔ′σ）
－αＣ
ｔ１／（ｔ′σ）２

Ｄασａ
μ（σ）＋

　∑
２ｎ

μ＝１
Ｒβμ（ｔ（σ），ａ

ν（ｔ（σ）））（ｔ′σ）
－βＣ
σＤ
β
ｔ２／（ｔ′σ）２

ａμ（σ）－

　Ｂ（ｔ（σ），ａν（ｔ（σ）））｝ｔ′σｄσ＝·

　∫
σ２

σ１
Ｂ
－

ｆ（ｔ（σ），ａν（ｔ（σ）），

　ｔ′σ，
Ｃ
ｔ１／（ｔ′σ）２

Ｄασａ
μ（σ），ＣσＤ

β
ｔ２／（ｔ′σ）２

ａμ（σ））ｄσ＝

　∫
ｔ２

ｔ１
｛∑
２ｎ

μ＝１
Ｒαμ（ｔ，ａ

ν）Ｃｔ１Ｄ
α
ｔａμ＋

　∑
２ｎ

μ＝１
Ｒβμ（ｔ，ａ

ν）ＣｔＤβｔ２ａ
μ－Ｂ（ｔ，ａν）｝ｄｔ＝

　Ｓ（ａν（·）） （４０）
如果分数阶Ｐｆａｆｆ作用量（１２）在定义３下保持

不变，那么分数阶 Ｐｆａｆｆ作用量（３７）在定义２下保
持不变，由定理２，我们得到

Ｉｆ（ｔ（σ），ａν（ｔ（σ）），ｔ′σ，
Ｃ
ｔ１／（ｔ′σ）２

Ｄασａ
μ（σ），

　 Ｃ
σＤ

β
ｔ２／（ｔ′σ）２

ａμ（σ））＝

　∑
２ｎ

μ＝１
（

Ｂ
－

ｆ

Ｃｔ１／（ｔ′σ）２Ｄ
α
σａ
μ（σ）

－

　
Ｂ
－

ｆ

ＣσＤ
β
ｔ２／（ｔ′σ）２

ａμ（σ）
）ξμ＋

Ｂ
－

ｆ

ｔ′σ
ζ （４１）

式（４１）是系统的分数阶守恒量．当λ＝０时，有
Ｃ
ｔ１／（ｔ′σ）２

Ｄασａ
μ（σ）＝Ｃｔ１Ｄ

α
ｔａμ（ｔ），

Ｃ
σＤ

β
ｔ２／（ｔ′σ）２

ａμ（σ）＝ＣｔＤαｔ２ａ
μ（ｔ）． （４２）

因此，我们得到

Ｂ
－

ｆ

Ｃｔ１／（ｔ′σ）２Ｄ
α
σａ
μ（σ）

－

　
Ｂ
－

ｆ

ＣσＤ
β
ｔ２／（ｔ′σ）２

ａμ（σ）
＝Ｒαμ－Ｒ

β
μ （４３）

而

Ｂ
－

ｆ

ｔ′σ
＝ 
ｔ′σ ∑

２ｎ

μ＝１
Ｒαμ（ｔ（σ），ａ

ν（ｔ（σ）））[ ×

　
（ｔ′σ）

－α

Γ（ｍ－α）∫
σ

ｔ１
（ｔ′σ）２

（σ－ｓ）ｍ－α－１ｄ
ｍａμ（ｓ）
ｄｓｍ

ｄｓ］ｔ′σ＋

　 
ｔ′[

σ
∑
２ｎ

μ＝１
Ｒβμ（ｔ（σ），

　ａν（ｔ（σ）））
（ｔ′σ）

－β

Γ（ｍ－α）
×

　∫
ｔ２

（ｔ′σ）２

σ
（σ－ｓ）ｍ－α－１ｄ

ｍａμ（ｓ）
ｄｓｍ

ｄ]ｓｔ′σ＋
　∑

２ｎ

μ＝１
Ｒαμ（ｔ（σ），ａ

ν（ｔ（σ）））（ｔ′σ）
－α

　Ｃ
ｔ１／（ｔ′σ）２

Ｄασａ
μ（σ）＋∑

２ｎ

μ＝１
Ｒβμ（ｔ（σ），

　ａν（ｔ（σ）））（ｔ′σ）
－βＣ
σＤ
β
ｔ２／（ｔ′σ）２

ａμ（σ）－

　Ｂ（ｔ（σ），ａν（ｔ（σ）））＝

　∑
２ｎ

μ＝１
（－αＲαμ

Ｃ
ｔ１Ｄ

α
ｔａμ－βＲβμ

Ｃ
ｔＤβｔ２ａ

μ＋

　Ｒαμ
Ｃ
ｔ１Ｄ

α
ｔａμ＋Ｒβμ

Ｃ
ｔＤβｔ２ａ

μ）－Ｂ （４４）

４１４
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将式（４３）和（４４）代入式（４１），我们得到守恒量（３５）．
证毕．

定理２和定理３称为分数阶Ｂｉｒｋｈｏｆｆ系统在Ｃａ
ｐｕｔｏ导数下的分数阶Ｎｏｅｔｈｅｒ定理，它们揭示了分数
阶Ｎｏｅｔｈｅｒ对称性与分数阶守恒量之间的关系．利用
分数阶 Ｎｏｅｔｈｅｒ定理，可由分数阶 Ｂｉｒｋｈｏｆｆ系统的
Ｎｏｅｔｈｅｒ对称性找到相应的分数阶守恒量．

４　算例

下面举例说明结果的应用．
例考虑二阶Ｂｉｒｋｈｏｆｆ系统，其分数阶Ｐｆａｆｆ作用量

为

Ｓ＝∫
ｔ２

ｔ１
ａ２Ｃｔ１Ｄ

α
ｔａ
１＋ａ２ＣｔＤβｔ２ａ{ １－

１
２ （ａ

１）２＋（ａ２）[ ]２ ｝ｄｔ （４５）

试研究该Ｂｉｒｋｈｏｆｆ系统的分数阶Ｎｏｅｔｈｅｒ对称性
与分数阶守恒量．

由作用量（４５）可知，系统的Ｂｉｒｋｈｏｆｆ函数和Ｂｉｒｋ
ｈｏｆｆ函数组分别为

Ｂ＝１２ （ａ
１）２＋（ａ２）[ ]２ ，

Ｒ１ ＝ａ
２，Ｒ２ ＝０ （４６）

显然，存在如下Ｎｏｅｔｈｅｒ对称变换
（ζ，ξ１，ξ２）＝（－１，０，０） （４７）
使得分数阶Ｐｆａｆｆ作用量（４５）在定义３意义下不

变，故由定理３该系统的分数阶守恒量为
Ｉ＝－（１－α）ａ２Ｃｔ１Ｄ

α
ｔａ
１－

（１－β）ａ２ＣｔＤβｔ２ａ
１＋

１
２ （ａ

１）２＋（ａ２）[ ]２ （４８）

如果作用量（４５）中只含左导数，令α→１，则守
恒量（４８）给出

Ｉ＝１２ （ａ
１）２＋（ａ２）[ ]２ （４９）

式（４９）是整数阶模型下Ｂｉｒｋｈｏｆｆ系统（４６）的守恒量．

５　结论

近２０年来，分数阶微积分被成功地广泛应用于
科学和工程的各个领域．分数阶微积分也被用于非保
守系统或耗散系统的动力学建模，从而可以解决用经

典的整数阶导数下的方法难以解决的问题．本文的主
要工作：一是基于Ｃａｐｕｔｏ分数阶导数提出分数阶Ｐｆａｆｆ

变分问题，建立了分数阶力学系统的分数阶Ｂｉｒｋｈｏｆｆ
方程（１６）；二是基于分数阶Ｐｆａｆｆ作用量在无限小变换
下的不变性，定义了分数阶Ｂｉｒｋｈｏｆｆ系统的Ｎｏｅｔｈｅｒ对
称性，依据Ｆｒｅｄｅｒｉｃｏ和Ｔｏｒｒｅｓ提出的分数阶守恒量概
念，给出了分数阶Ｂｉｒｋｈｏｆｆ系统的守恒量，建立了分数
阶Ｎｏｅｔｈｅｒ定理，从而揭示了分数阶对称性与分数阶
守恒量的内在联系．经典的Ｂｉｒｋｈｏｆｆ系统是本文之特
例，因此本文结果具有普遍意义．
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ｆｒａｃｔｉｏｎａｌｄｅｒｉｖａｔｉｖｅｓ．ＣｈｉｎｅｓｅＰｈｙｓｉｃｓＢ，２０１２，２１（１０）：

１００２０２

３２　ＺｈａｎｇＹ，ＺｈｏｕＹ．Ｓｙｍｍｅｔｒｉｅｓａｎｄｃｏｎｓｅｒｖｅｄｑｕａｎｔｉｔｉｅｓ

ｆｏｒｆｒａｃｔｉｏｎａｌａｃｔｉｏｎｌｉｋｅＰｆａｆｆｉａｎｖａｒｉａｔｉｏｎａｌｐｒｏｂｌｅｍｓ．

ＮｏｎｌｉｎｅａｒＤｙｎａｍｉｃｓ，２０１３，７３（１～２）：７８３～７９３

３３　ＬｏｎｇＺＸ，ＺｈａｎｇＹ．Ｎｏｅｔｈｅｒ’ｓｔｈｅｏｒｅｍｆｏｒｆｒａｃｔｉｏｎａｌｖａｒ

ｉａｔｉｏｎａｌｐｒｏｂｌｅｍｆｒｏｍＥｌＮａｂｕｌｓｉｅｘｔｅｎｄｅｄｅｘｐｏｎｅｎｔｉａｌｌｙ

ｆｒａｃｔｉｏｎａｌｉｎｔｅｇｒａｌｉｎｐｈａｓｅｓｐａｃｅ．ＡｃｔａＭｅｃｈａｎｉｃａ，２０１４，

２２５（１）：７７～９０

３４　ＬｏｎｇＺＸ，ＺｈａｎｇＹ．ＦｒａｃｔｉｏｎａｌＮｏｅｔｈｅｒｔｈｅｏｒｅｍｂａｓｅｄｏｎ

ｅｘｔｅｎｄｅｄｅｘｐｏｎｅｎｔｉａｌｌｙｆｒａｃｔｉｏｎａｌｉｎｔｅｇｒａｌ．Ｉｎｔｅｒｎａｔｉｏｎａｌ

ＪｏｕｒｎａｌｏｆＴｈｅｏｒｅｔｉｃａｌＰｈｙｓｉｃｓ，２０１４，５３（３）：８４１～８５５

３５　ＰｏｄｌｕｂｎｙＩ．Ｆｒａｃｔｉｏｎａｌｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｌｅｑｕａｔｉｏｎｓ．ＳａｎＤｉｅｇｏ：

ＡｃａｄｅｍｉｃＰｒｅｓｓ，１９９９

３６　ＫｉｌｂａｓＡＡ，ＳｒｉｖａｓｔａｖａＨＭ，ＴｒｕｊｉｌｌｏＪＪ．Ｔｈｅｏｒｙａｎｄａｐ

ｐｌｉｃａｔｉｏｎｓｏｆｆｒａｃｔｉｏｎａｌｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｌｅｑｕａｔｉｏｎｓ．Ａｍｓｔｅｒｄａｍ：

ＥｌｓｅｖｉｅｒＢＶ，２００６

３７　ＺｈｏｕＹ，ＺｈａｎｇＹ．ＦｒａｃｔｉｏｎａｌＰｆａｆｆＢｉｒｋｈｏｆｆｐｒｉｎｃｉｐｌｅａｎｄ

Ｂｉｒｋｈｏｆｆ’ｓｅｑｕａｔｉｏｎｓｗｉｔｈｉｎＣａｐｕｔｏｆｒａｃｔｉｏｎａｌｄｅｒｉｖａｔｉｖｅｓ．
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第６期 周燕等：分数阶Ｂｉｒｋｈｏｆｆ系统基于Ｃａｐｕｔｏ导数的Ｎｏｅｔｈｅｒ对称性与守恒量

ＪｏｕｒｎａｌｏｆＪｉａｎｇｘｉＮｏｒｍａｌＵｎｉｖｅｒｓｉｔｙ（ＮａｔｕｒａｌＳｃｉｅｎｃｅ）， ２０１４，３８（２）：１５３～１５７

Ｒｅｃｅｉｖｅｄ２３Ｓｅｐｔｅｍｂｅｒ２０１４，ｒｅｖｉｓｅｄ２０Ｄｅｃｅｍｂｅｒ２０１４
ＴｈｅｐｒｏｊｅｃｔｓｕｐｐｏｒｔｅｄｂｙｔｈｅＮａｔｉｏｎａｌＮａｔｕｒａｌＳｃｉｅｎｃｅＦｏｕｎｄａｔｉｏｎｏｆＣｈｉｎａ（１０９７２１５１，１１２７２２２７）ａｎｄｔｈｅＩｎｎｏｖａｔｉｏｎＰｒｏｇｒａｍｆｏｒＰｏｓｔｇｒａｄｕａｔｅｉｎ
ＨｉｇｈｅｒＥｄｕｃａｔｉｏｎＩｎｓｔｉｔｕｔｉｏｎｓｏｆＪｉａｎｇｓｕＰｒｏｖｉｎｃｅ（ＣＸＺＺ１１＿０９４９）
ＣｏｒｒｅｓｐｏｎｄｉｎｇａｕｔｈｏｒＥｍａｉｌ：ｚｈｙ＠ｍａｉｌ．ｕｓｔｓ．ｅｄｕ．ｃｎ

ＮＯＥＴＨＥＲＳＹＭＭＥＴＲＹＡＮＤＣＯＮＳＥＲＶＥＤＱＵＡＮＴＩＴＹ

ＦＯＲＦＲＡＣＴＩＯＮＡＬＢＩＲＫＨＯＦＦＩＡＮＳＹＳＴＥＭＳ

ＩＮＴＥＲＭＳＯＦＣＡＰＵＴＯＤＥＲＩＶＡＴＩＶＥＳ

ＺｈｏｕＹａｎ１，３　ＺｈａｎｇＹｉ２

（１．ＣｏｌｌｅｇｅｏｆＭａｔｈｅｍａｔｉｃｓａｎｄＰｈｙｓｉｃｓ，ＳｕｚｈｏｕＵｎｉｖｅｒｓｉｔｙｏｆＳｃｉｅｎｃｅａｎｄＴｅｃｈｎｏｌｏｇｙ，ＪｉａｎｇｓｕＳｕｚｈｏｕ　２１５００９，Ｃｈｉｎａ）

（２．ＣｏｌｌｅｇｅｏｆＣｉｖｉｌＥｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇ，ＳｕｚｈｏｕＵｎｉｖｅｒｓｉｔｙｏｆＳｃｉｅｎｃｅａｎｄＴｅｃｈｎｏｌｏｇｙ，ＪｉａｎｇｓｕＳｕｚｈｏｕ　２１５０１１，Ｃｈｉｎａ）

（３．ＳｕｚｈｏｕＩｎｄｕｓｔｒｉａｌＰａｒｋＬｏｕｆｅｎｇＳｃｈｏｏｌ，ＪｉａｎｇｓｕＳｕｚｈｏｕ　２１５０２１，Ｃｈｉｎａ）

Ａｂｓｔｒａｃｔ　 ＴｈｉｓｐａｐｅｒｓｔｕｄｉｅｓｔｈｅＮｏｅｔｈｅｒｓｙｍｍｅｔｒｙａｎｄｃｏｒｒｅｓｐｏｎｄｉｎｇｃｏｎｓｅｒｖｅｄｑｕａｎｔｉｔｙｆｏｒｆｒａｃｔｉｏｎａｌ
ＢｉｒｋｈｏｆｆｉａｎｓｙｓｔｅｍｓｉｎｔｅｒｍｓｏｆＣａｐｕｔｏｆｒａｃｔｉｏｎａｌｄｅｒｉｖａｔｉｖｅｓ．Ｆｉｒｓｔｌｙ，ｔｈｅｆｒａｃｔｉｏｎａｌＰｆａｆｆａｃｔｉｏｎｉｓｄｅｆｉｎｅｄｗｉｔｈｉｎ
Ｃａｐｕｔｏｆｒａｃｔｉｏｎａｌｄｅｒｉｖａｔｉｖｅｓ．ＴｈｅｆｒａｃｔｉｏｎａｌＢｉｒｋｈｏｆｆ’ｓｅｑｕａｔｉｏｎｓａｎｄｃｏｒｒｅｓｐｏｎｄｉｎｇｔｒａｎｓｖｅｒｓａｌｉｔｙｃｏｎｄｉｔｉｏｎｓａｒｅ
ａｌｓｏｅｓｔａｂｌｉｓｈｅｄ．Ｓｅｃｏｎｄｌｙ，ｂａｓｅｄｏｎｔｈｅｉｎｖａｒｉａｎｃｅｏｆｔｈｅＰｆａｆｆａｃｔｉｏｎｕｎｄｅｒｔｈｅｉｎｆｉｎｉｔｅｓｉｍａｌｔｒａｎｓｆｏｒｍａｔｉｏｎｓ，ｔｈｅ
ｃｏｎｄｉｔｉｏｎｓｏｆｉｎｖａｒｉａｎｃｅａｒｅｇｉｖｅｎｕｎｄｅｒａｓｐｅｃｉａｌｏｎｅｐａｒａｍｅｔｅｒｇｒｏｕｐｏｆｉｎｆｉｎｉｔｅｓｉｍａｌｔｒａｎｓｆｏｒｍａｔｉｏｎｓｗｉｔｈｏｕｔ
ｔｒａｎｓｆｏｒｍｉｎｇｔｈｅｔｉｍｅａｓｗｅｌｌａｓａｇｅｎｅｒａｌｏｎｅｐａｒａｍｅｔｅｒｇｒｏｕｐｗｉｔｈｔｒａｎｓｆｏｒｍｉｎｇｔｈｅｔｉｍｅ，ｒｅｓｐｅｃｔｉｖｅｌｙ．Ｆｉｎａｌｌｙ，
ａｃｃｏｒｄｉｎｇｔｏｔｈｅｎｏｔｉｏｎｏｆｆｒａｃｔｉｏｎａｌｃｏｎｓｅｒｖｅｄｑｕａｎｔｉｔｙｐｒｅｓｅｎｔｅｄｂｙＦｒｅｄｅｒｉｃｏａｎｄＴｏｒｒｅｓ，ｔｈｅＮｏｅｔｈｅｒｔｈｅｏｒｅｍ
ｆｏｒｔｈｅｆｒａｃｔｉｏｎａｌＢｉｒｋｈｏｆｆｉａｎｓｙｓｔｅｍｓｉｓｃｏｎｓｔｒｕｃｔｅｄ，ｗｈｉｃｈｓｔａｔｅｓｔｈｅｒｅｌａｔｉｏｎｓｈｉｐｂｅｔｗｅｅｎａｆｒａｃｔｉｏｎａｌＮｏｅｔｈｅｒ
ｓｙｍｍｅｔｒｙａｎｄａｆｒａｃｔｉｏｎａｌｃｏｎｓｅｒｖｅｄｑｕａｎｔｉｔｙ．

Ｋｅｙｗｏｒｄｓ　ｆｒａｃｔｉｏｎａｌＢｉｒｋｈｏｆｆｉａｎｓｙｓｔｅｍ，　ｆｒａｃｔｉｏｎａｌＮｏｅｔｈｅｒｓｙｍｍｅｔｒｙ，　ｆｒａｃｔｉｏｎａｌｃｏｎｓｅｒｖｅｄｑｕａｎｔｉｔｙ，　
ｆｒａｃｔｉｏｎａｌＰｆａｆｆａｃｔｉｏｎ，　Ｃａｐｕｔｏｆｒａｃｔｉｏｎａｌｄｅｒｉｖａｔｉｖｅ
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