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带有延迟的三维股票价格系统的控制

刘佳　过榴晓　徐训霞
（江南大学理学院，无锡　２１４１２２）

摘要　构建了带有延迟的脉冲控制的三维股票价格系统，研究了脉冲控制参数和延迟变化对股票价格的稳

定性影响．应用脉冲微分方程控制稳定性理论，得到了在带有延迟的脉冲控制系统中，由原先的不稳定和发

散达到稳定的保守且充分的条件，从而使股票金融市场达到了一个新的持续发展的稳定状态．利用 Ｍａｔｌａｂ

软件对该系统进行数值仿真，验证了脉冲控制方法的可行性，有效性和提出理论的准确性．结果表明合理脉

冲控制可以有效控制带延迟系统的稳定性．

关键词　延迟，　股票价格系统，　脉冲微分方程，　控制，　稳定性
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引言

金融是现代市场经济的核心，在我国的经济改

革与发展中起着越来越重要的作用．股票市场是我
国金融市场的重要组成部分，它集聚社会闲散资

金，促使社会资金最大限度地用于经济建设，也为

国有企业改制提供了金融市场．
脉冲现象作为一种瞬时突变现象，在经济领域的

实际问题中是普遍存在的，其数学模型往往可以归结

为脉冲微分系统．近年来脉冲控制问题引起了许多研
究者的兴趣．脉冲延迟微分方程也已经应用在许多领

域［３］，如控制技术，通讯网络，生物种群管理．脉冲控

仪器，以及脉冲响应函数理论及其在宏观经济中的应

用．本文着重于脉冲控制在股票价格系统的应用．
讨论带延迟股票价格系统的控制稳定性问题．

通过加入脉冲控制，即国家即时间隔宏观调控，实

现系统发展趋势发生变化，消除或减少一些因素对

股票价格不稳定的影响．根据脉冲理论和Ｌｙａｐｕｎｏｖ
函数稳定性理论得到股票价格系统的全局指数稳

定的保守条件．数值仿真的例子验证了脉冲控制方
法的有效性和提出理论的准确性．

１　问题描述

考虑带有风险资产的市场（如股票市场指

数），ｐ（ｔ）代表时间ｔ下的股票市场价格．对于交易
者各自的需求函数，我们是根据交易者所遵循的交

易规则得到的，而不是通过考虑风险和无风险资产

的投资组合最大化收益得到的［５，６］．定义基础交易
者和技术交易者在市场交易中所占份额分别为 α
和１－α，其中α∈［０，１］基础交易者是通过他们对
基础价格的走势分析后，做出买卖决策．他们认为
市场价格ｐ（ｔ）是对基础价格 Ｆ（ｔ）均值回归．假设
基础交易者在时间 ｔ的需求函数为 Ｑｆ（ｔ），设该需
求函数与市场价格和基础价格之间的偏离程度成

正比：

Ｑｆ（ｔ）＝βｆ（Ｆ（ｔ）－ｐ（ｔ）） （１）

这里 βｆ是大于零的常参数，是用来测量市场
价格对基础价格的均值分析回归，也可用来表示基

础交易者对风险的规避系数．
与基础交易者相比，技术交易者是通过对历史

价格的图表信息进行分析后，做出交易策略．文献
［７］假设这些技术交易者就是趋势交易人．他们认
为，未来的市场价格追寻趋势价格 ｕ（ｔ）走动．假设
技术交易者在时间ｔ的趋势函数为Ｑｃ（ｔ）假设，则：

Ｑｃ（ｔ）＝ｔａｎｈ（βｃ（Ｐ（ｔ）－ｕ（ｔ））） （２）

这里βｃ表示趋势交易者对价格的外推比率．我们
引入市场价格同基本价格之间的权重ρ，现在用 ρｐ
（ｔ）＋（１－ρ）Ｆ（ｔ）来表示当前价格Ｐ（ｔ），其中 ρ∈
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［０，１］．ｐ（ｔ）定义如下：
ｄｐ（ｔ）
ｄｔ ＝μ［αＱｆ（ｔ）＋（１－α）Ｑｃ（ｔ）］ （３）

这里μ＞０表示造市者对市场价格的调整速度．
在实践中，加权移动平均线是各种趋势价格中

最受欢迎的一类．本篇文章我们假设交易者在时间
的价格函数 ｕ（ｔ），是由于某一时间间隔内历史价
格指数衰退加权平均给出的，即在时间间隔［ｔ－

τ１，ｔ］（τ＞０），有

ｕ（ｔ）＝ ｋ
１－ｅ－ｋτ１∫

ｔ

ｔ－τ１
ｅ－ｋ（ｔ－ｓ）ｐ（ｓ）ｄｓ （４）

这里κ＞０表示历史价格权数的衰退率．这里我们
给出以下微分方程：

ｄｕ（ｔ）
ｄｔ ＝

ｋ
１－ｅ－ｋτ１

［ｐ（ｔ）－ｅ－ｋτ１ｐ（ｔ－τ１）＋

　（１－ｅ－ｋτ１）ｕ（ｔ）］ （５）
考虑到基本价格通市场需求紧密关系，并且基

本价格会依赖于市场需求做出调整．以下给出基本
价格函数：

ｄＦ（ｔ）
ｄｔ ＝δ［βｆ（Ｆ（ｔ）－ｐ（ｔ））＋

　βｃ（ｐ（ｔ）－ｐ（ｔ－τ２））］ （６）
这里，δ表示基本价格相对于市场需求的调节速
率．

在以上分析基础上，金融股票价格表示为一下

带有延迟微分方程系统（７ａ），（７ｂ）（７ｃ）：
ｄｐ（ｔ）
ｄｔ ＝μ［αβｆ（Ｆ（ｔ）－ｐ（ｔ））＋

　（１－α）ｔａｎｈ（βｃ（ρｐ（ｔ）＋
　（１－ρ）Ｆ（ｔ）－ｕ（ｔ）））］ （７ａ）
ｄｕ（ｔ）
ｄｔ ＝

ｋ
１－ｅ－ｋτ１

［ｐ（ｔ）－ｅ－ｋτ１ｐ（ｔ－τ１）＋

　（１－ｅ－ｋτ１）ｕ（ｔ）］ （７ｂ）
ｄＦ（ｔ）
ｄｔ ＝δ［βｆ（Ｆ（ｔ）－ｐ（ｔ））＋

　βｃ（ｐ（ｔ）－ｐ（ｔ－τ２））］ （７ｃ）
显然，ｐ（ｔ）＝ｕ（ｔ）＝Ｆ（ｔ）是系统的均衡点，因此我
们称（ｐ，ｕ，Ｆ）＝（Ｆ，Ｆ，Ｆ）为系统的基础稳定状态．
稳定状态处的价格由常数给出，我们假设稳定状态

处的价格为Ｆ，此时系统的基础稳定状态可以近似
看成（ｐ，ｕ，Ｆ）＝（Ｆ，Ｆ，Ｆ）．

我们主要考虑平衡点（ｐ，ｕ，Ｆ）＝（Ｆ，Ｆ，Ｆ），令
ｘ１＝ｐ－Ｆ，ｘ２＝ｕ－Ｆ，ｘ３＝Ｆ－Ｆ，并且加入脉冲控制

后，我们可以得到：

ｄＸ
ｄｔ＝ＡＸ＋ＧＸ（ｔ－τｉ）＋ｆ（ｔ，Ｘ），ｔ＝ｔｋ

ΔＸ＝ＢｋＸ（ｔ），ｔ≠ｔｋ，ｋ∈Ｎ

Ｘ｜ｔ＝ｔ０＝












（８）

其中，

Ａ＝

－μβｆα ０ μαβｆ
ｋ

１－ｅ－ｋτ１
ｋ ０

δβｃ－δβｆ ０ δβ











ｆ

，

Ｇ＝

０ ０ ０

－ｋｅ－ｋτ１
１－ｅ－ｋτ１

０ ０

－δβｃ











０ ０

，

Ｂｋ＝

ｂ１
ｂ２
ｂ









３

．

ｆ（ｔ，Ｘ）＝

（１－α）ｔａｎｈ（βｃ（ρｘ１＋（１－ρ）ｘ３－ｘ２））

　　　　　０
　　　　　









０

假设存在正函数τ满足τ＞ｍａｘ｛τ１，τ２｝．

２　理论分析

定义１　（１）函数Ｖ在每个集合［ｔｋ－１ｔｋ）×Ｒ
ｎ，对于

每一个ｘ∈Ｒｎ，ｔ∈［ｔｋ－１，ｔｋ），ｋ∈Ｎ，存在 ｌｉｍ
（ｔ，ｙ）→（ｔ－ｋ，ｘ）

Ｖ

（ｔ，ｙ）＝Ｖ（ｔ－ｋ，ｘ）；

（２）对所有的ｘ∈Ｒｎ，对所有Ｖ（ｔ，０）≡０，对于ｔ

≥ｔ０，Ｖ（ｔ，ｘ）满足Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚｉａｎ条件．

定义２　对于给定的Ｖ∈Ｖ０（ｔ，ｘ）∈［ｔｋ－１，ｔｋ）×Ｒ
ｎ，

令
ｄｘ
ｄｔ＝Ａｘ＋Ｇｘ（ｔ－τｉ）＋ｆ（ｔ，ｘ）＝Ｆ（ｔ，ｘ），则 Ｖ（ｔ，

ｘ）沿方程的解ｘ（ｔ）的右上导数为

Ｄ＋Ｖ（ｔ，ｘ）＝ｌｉｍ
ξ→０＋
ｓｕｐ１
ξ
［Ｖ（ｔ＋ξ，ｘ＋

　ξＦ（ｔ，ｘ））≤Ｖ（ｔ，ｘ）］
引理１　 对于含时滞的脉冲微分方程［１３］［１４］

ｄｘ
ｄｔ＝ｆ（ｔ，ｘｔ），ｔ≠ｔｋ，ｔ≥ｔ０，

Δｘ（ｔｋ）＝Ｉｋ（ｔｋ，ｘｔ－ｋ），ｋ∈Ｎ，

ｘｔ０＝












（９）

存在函数Ｖ∈ｖ０，正常数 ｐ，ｃ，ｃ１，ｃ２，σ，λ＞０，γ≥１，

３８３
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且σ－λ≥ｃ，使得
（１）对任意ｔ∈Ｒ，ｘ∈Ｒｎ，有

ｃ１‖ｘ‖
ｐ≤Ｖ（ｔ，ｘ）≤ｃ２‖ｘ‖

ｐ；

（２）对所有ｔ∈［ｔｋ－１，ｔｋ），ｋ∈Ｎ，有，

Ｄ＋Ｖ（ｔ，（０））≤ｃＶ（ｔ，（０）），
对于时间延迟ｓ∈［－τ，０］有，

ｑＶ（ｔ，（０））≥Ｖ（ｔ＋ｓ，（ｓ）），
其中ｑ≥γｅγτ是常数；
（３）Ｖ（ｔｋ，（０）＋Ｉｋ（ｔｋ，））≤ｄｋＶ（ｔｋ，（０））
其中０＜ｄｋ－１≤１，ｋ∈Ｎ是常数；
（４）对于γ≥１／ｄｋ－１，且

ｌｎｄｋ－１＜－（σ＋λ）（ｔｋ－ｔｋ－１），ｋ∈Ｎ，
则系统（９）零解对于任何时间延迟τ∈（０，∞）是全
局指数稳定的．
定理１　设 λ１是 Ａ

Ｔ＋Ａ＋２Ｉ的最大特征值，λ２是

ＧＴＧ的最大特征值，ｃ＞０，λ＞０均是常数，τ≤ｔｋ－
ｔｋ－１≤α，脉冲间隔Δｔ＝ｔｋ＋１－ｔｋ，并且满足条件：

⑴　ｆ（ｔ，Ｘ）是连续函数，且存在正常数 Ｍ，使
得‖ｆ（ｔ，Ｘ）‖≤Ｍ‖Ｘ‖；

⑵　存在常数 ｑ≥ｅ２λα使得 λ１＋ｑλ２＋Ｍ
２＜ｃ，

且有０＜ｄｋ＝ｍａｘ｛（１＋ｂ１）
２，（１＋ｂ２）

２，（１＋ｂ３）
２｝

≤１；

⑶　ｌｎ‖Ｉ＋Ｂｋ‖＋
α
２λ＜－

λ
２（ｔｋ＋１－ｔｋ）

则系统（８）是全局指数稳定的．
证明：　令Ｖ（ｔ，Ｘ）＝ＸＴＸ，对任意ｔ∈［ｔｋ－１，ｔｋ），

Ｄ＋Ｖ（ｔ，Ｘ）＝（ＸＴ）′Ｘ＋ＸＴＸ′＝（Ｘ′）ＴＸ＋
　ＸＴＸ′＝［ＡＸ＋ＧＸ（ｔ－τｉ）＋ｆ（ｔ，Ｘ）］

ＴＸ＋

　ＸＴ（ＡＸ＋ＧＸ（ｔ－τｉ）＋ｆ（ｔ，Ｘ））＝Ｘ
ＴＡＴＸ＋

　Ｘ（ｔ－τｉ）
ＴＧＴＸ＋ｆ（ｔ，Ｘ）ＴＸ＋ＸＴＡＸ＋

　ＸＴＧＸ（ｔ－τｉ）＋Ｘ
Ｔｆ（ｔ，Ｘ）＝ＸＴ（ＡＴ＋Ａ）Ｘ＋

　ＸＴ（ｔ－τｉ）Ｇ
ＴＸ＋ＸＴＧＸ（ｔ－τｉ）＋ｆ（ｔ，Ｘ）

ＴＸ＋

　ＸＴｆ（ｔ，Ｘ）＝ＸＴ（ＡＴ＋Ａ）Ｘ＋２ＸＴＧＸ（ｔ－τｉ）＋

　２ＸＴｆ（ｔ，Ｘ）＋２ＸＴｆ（ｔ，Ｘ）ＸＴ（ＡＴ＋Ａ）Ｘ＋
　ＸＴＸ＋［ＧＸ（ｔ－τｉ）］

ＴＧＸ（ｔ－τｉ）＋Ｘ
ＴＸ＋

　ｆ（ｔ，Ｘ）Ｔｆ（ｔ，Ｘ）＝ＸＴ（ＡＴ＋Ａ＋２Ｉ）Ｘ＋
　Ｘ（ｔ－τｉ）

ＴＧＴＧＸ（ｔ－τｉ）＋ｆ（ｔ，Ｘ）
Ｔｆ（ｔ，Ｘ）≤

　λ１Ｖ＋λ２Ｘ（ｔ－τｉ）
ＴＸ（ｔ－τｉ）＋‖ｆ（ｔ，Ｘ）‖

２≤

　λ１Ｖ＋λ２Ｘ（ｔ－τｉ）
ＴＸ（ｔ－τｉ）＋Ｍ

２Ｖ
由引理１可知，对任意时间延迟ｓ∈［－τ，０］，有

ｑＶ（ｔ，（０））≥Ｖ（ｔ＋ｓ，（ｓ）），

其中ｑ≥γｅλτ，于是有，
ｑＸＴＸ≥Ｘ（ｔ－τｉ）

ＴＸ（ｔ－τｉ），
则Ｄ＋Ｖ（ｔ，Ｘ）≤λ１Ｖ＋ｑλ２Ｖ＋Ｍ

２Ｖ＜ｃＶ
由于Ｉ＋Ｂｌ时对角矩阵，于是可得，

ρ（Ｉ＋Ｂｋ）＝‖Ｉ＋Ｂｋ‖，
又ｄｋ＝ｍａｘ｛（１＋ｂ１）

２，（１＋ｂ２）
２，（１＋ｂ３）

２｝，

当ｔ＝ｔｋ时，
Ｖ（ｔｋ，Ｘ＋ＢｋＸ）＝Ｘ

Ｔ（Ｉ＋Ｂｋ）
Ｔ（Ｉ＋Ｂｋ）Ｘ≤

　ｄｋＶ（ｔｋ，Ｘ）
这里令ｘ＝φ（０）即可满足引理条件（３）．

‖Ｉ＋Ｂｋ‖＝ λｍａｘ（（Ｉ＋Ｂｋ）
Ｔ（Ｉ＋Ｂｋ槡 ））≥

　 （１＋ｂ１）（１＋ｂ２）（１＋ｂ３槡 ）≥ ｄ槡 ｋ

因此

ｌｎ（ ｄ槡 ｋ）＋
α
２λ≤ｌｎ‖Ｉ＋Ｂｋ‖＋

　α２λ＜－
λ
２（ｔｋ＋１－ｔｋ）

即

ｌｎｄｋ＋αλ＜－λ（ｔｋ＋１－ｔｋ），τ≤ｔｋ－ｔｋ－１≤α
满足引理条件（４）．这就证得系统（８）是全局指数
稳定的．
注　定理１给出了全局指数稳定的一些条件，相对
于引理来说又具有特殊性，把引理中一般的条应用

到定理中来同样有效．证明过程表明实现全局指数
稳定的条件和脉冲间隔Δｔ等一些因素有关．
推论１　设 λ１是 Ａ

Ｔ＋Ａ＋２Ｉ的最大特征值，λ２是
ＧＴＧ的最大特征值，ｃ＞０，λ＞均是常数，τ≤ｔｋ－ｔｋ－１
≤α，脉冲间隔Δｔ＝ｔｔ＋１－ｔｋ，并且满足下列条件：
１．ｆ（ｔ，Ｘ）是连续函数 Ｍ，且存在正常数，使得‖ｆ
（ｔ，Ｘ）‖≤Ｍ‖Ｘ‖；
２．存在常数 ｑ≥ｅ２λα使得 λ１＋ｑλ２＋Ｍ

２＜ｃ，且有０
＜ｄｋ＝ｍａｘ｛（１＋ｂ１）

２，（１＋ｂ２）
２，（１＋ｂ３）

２｝≤１；
３．如果存在常数γ＜－１，使得

２ｌｎ‖Ｉ＋Ｂｋ‖
λ（ｔｋ＋１－ｔｋ）

＋ α
ｔｋ＋１－ｔｋ

＜γ成立，

那么系统（８）是全局指数稳定的．

３　仿真

考虑系统（７）（８）的一个具体实例．取ｋ＝０．０６，
μ＝１，α＝０．５，βｆ＝１，βｃ＝２，ρ＝０．５，δ＝０．１，此时，

ｆ（ｔ，Ｘ）＝

０．５ｔａｎｈ（ｘ１＋ｘ３－ｘ２）

　　　０
　　　









０

，

４８３
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矩阵Ａ，Ｇ随着 τ１的变化而变化．对于系统（７）没
有加脉冲控制时，系统的零解是不稳定的或者发散

的．当选初值Ｘ（０）＝（１．３，１．２，１．１）Ｔ，取 τ１＝１０，

τ２＝９时，系统图像如图１和图２所示，显然图１充
分说明了在不加脉冲控制的情况下，系统（７）的价
格出现了震荡，即所谓的不稳定．图１呈现的不稳
定现象又是有区别的，可见市场价格，趋势价格以

及基本价值的稳定性趋势是存在差异的．图２则显
示在不加脉冲控制的情况下，系统（７）的价格均发
散了．

图１　未加脉冲控制时ｐ与ｕ，Ｆ出现震荡

Ｆｉｇ．１　Ｗｉｔｈｏｕｔｉｍｐｕｌｓｅｃｏｎｔｒｏｌｐａｎｄｕ，Ｆｖｏｌａｔｉｌｉｔｙ

图２　未加脉冲控制时ｐ与ｕ，Ｆ发散

Ｆｉｇ．２　Ｗｉｔｈｏｕｔｉｍｐｕｌｓｅｃｏｎｔｒｏｌｐａｎｄｕ，Ｆ

加入脉冲控制，选择脉冲间隔Δｔ＝５，τ１＝４，作为固
定值，此时

Ａ＝
－０．５ ０ ０．５
０．２９ ０．０６ ０
０．１ ０ ０．









１
，

Ｇ＝
０ ０ ０
－０．２２ ０ ０
－０．









２ ０ ０

取τ２＝３，若选择脉冲参数

Ｂｋ＝
－０．５ ０ ０
０ －０．５ ０
０ ０ －０．









５
，

则

ｄｋ＝ｍａｘ｛（１＋ｂ１）
２，（１＋ｂ２）

２，（１＋ｂ３）
２｝＝０．２５，

λ１＝０．４５，λ２＝０．０８８４，α＝５，ｑ＝３，λ＝０．１，ｃ＝１
Ｍ＝０．５满足

（１）ｑ＝３≥ｅ２λα＝２．７２，λ１＋ｑλ２＋Ｍ
２＝０．９６５２＜ｃ＝１，

（２）５＝τ≤ｔｋ－ｔｋ－１≤α＝５，则有
ｌｎｄｋ＋λα＝－０．７９＜－λ（ｔｋ＋１－ｔｋ）＝－０．５

如图３所示系统（６）的零解在经过一段时间的震
荡之后完全达到全局指数稳定．此图显示了在达到
全局指数稳定的过程中，市场价格，趋势价格和基

本价值呈现的震荡方式又是不一样的．

图３　τ１＞τ２时加进脉冲参数

Ｆｉｇ．３　Ｗｈｅｎτ１＞τ２ａｄｄｅｄｉｎｔｏｐｕｌｓｅｐａｒａｍｅｔｅｒｓ

若　 Ｂｋ＝
－０．５ ０ ０
０ －０．５ ０
０ ０ －０．









５

时ｐ，与ｕ，Ｆ的稳定性图，当选取

Ｂｋ＝
－０．１ ０ ０
０ －０．１ ０
０ ０ －０．









１

时，其他参数固定不变，通过观察，我们知道它不满

足定理条件，系统的稳定性情况如图４所示，图４
显示了通过一段时间的震荡之后，系统价格也能实

现全局指数稳定．这说明实现定理１中实现全局指
数稳定的条件是保守的．

图４　τ１＞τ２时加进脉冲参数

Ｆｉｇ．４　Ｗｈｅｎτ１＞τ２ａｄｄｅｄｉｎｔｏｐｕｌｓｅｐａｒａｍｅｔｅｒｓ

当　Ｂｋ＝
－０．１ ０ ０
０ －０．１ ０
０ ０ －０．









１

时ｐ与 ｕ，Ｆ的稳定性图，比较图３和图４，添加不
同的脉冲参数，股票价格实现稳定的时间间隔是不

一样的．若选择的脉冲参数满足定理条件，那么实

５８３
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现稳定的时间间隔比较短，否则，时间间隔相对来

说较长．这表明，国家实行宏观调控，合理与否对实
现股票价格稳定的速度起着重要作用．

改变τ２的值使得τ２＝６＞τ１，为满足定理１，脉
冲间隔Δｔ做出相应的变化，有Δｔ＝７，且

Ｂｋ＝
－０．５ ０ ０
０ －０．５ ０
０ ０ －０．









５
，

此时系统价格的稳定性情况如图５所示，

图５　τ１＜τ２时加进脉冲参数

Ｆｉｇ．５　Ｗｈｅｎτ１＜τ２ａｄｄｅｄｉｎｔｏｐｕｌｓｅｐａｒａｍｅｔｅｒｓ

当

Ｂｋ＝
－０．５ ０ ０
０ －０．５ ０
０ ０ －０．









５

时，ｐ与ｕ，Ｆ的稳定性图，比较图３和图５，τ１和 τ２
的大小情况相反时，只要脉冲间隔能做出相应的改

变，即使不改变脉冲参数也依然能实现股票价格的

全局指数稳定．这说明在不同的延迟条件下，只要
国家通过合适的即时宏观调控，就能实现价格的全

局指数稳定．图３，图４，图５也充分表明脉冲间隔
在实现价格稳定的过程中起着重要作用．

４　结论

这篇论文通过添加脉冲控制，对股票价格系统

中的价格稳定性进行，格系统中的价格稳定性进行

了分析，采用了Ｍａｔｌａｂ进行数值仿真，结果证明了
理论方法的有效性．当然这是金融系统的一个特
例．目前，尽管很多学者对数学金融学进行了大量
的研究，并取得了丰富的有实际意义的理论结果．
但是对脉冲控制带有延迟的股票价格系统的研究

还不是很多，许多问题还有待进一步深入研究．不
仅在股票价格控制中有所应用，在经济系统中，当

物价上涨导致通货膨胀时，国家可以即时调高利

息，以快速减少货币在市场中的流通量，这就是所

谓的脉冲现象．脉冲现象在实际生活中经常发生．
由于脉冲现象发生时，系统的状态量在极短的时间

内会发生很大变化，此时普通的微分方程难以描述

这一现象，而脉冲微分方程则能很好的描述这类现

象．目前，脉冲控制在航天技术、生命科学、通讯、经
济系统等中都有所应用．
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