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摘要　研究深海Ｓｐａｒ平台月池水晃动的等效力学模型，确定模型参数．基于势流理论推导了月池内水体运

动的动力学方程，建立了月池内水体晃动的等效单摆模型．采用ＡＮＳＹＳ软件建立模型并进行网格划分，采用

Ｍａｔｌａｂ软件进行数值计算．运用Ｇａｌｅｒｋｉｎ方法求解水体晃动的固有频率、模态函数以及势函数离散解，确定

等效单摆模型的模型参数．对比分析了数值模拟结果与解析解，验证了本文计算方法的正确性．建立了不同

月池水高度的等效力学模型参数库，为进一步研究平台月池内流体的耦合运动奠定了基础．
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引言

Ｓｐａｒ平台是深海油气田开发的重要平台形式
之一，目前对 Ｓｐａｒ平台的研究主要集中在主体波
浪载荷与水动力特性、平台动力响应计算、垂荡与

纵摇运动不稳定性分析、系泊系统与立管系统的模

拟以及涡激振动等方面［１－２］．有关 Ｓｐａｒ平台月池
内部流体的运动及平台与月池流体之间的耦合运

动研究较少．Ｓｐａｒ平台的中央井自下而上贯穿整个
主体，其内按照一定的方式布置立管和其它重要钻

井设施，构成Ｓｐａｒ平台的月池．若采用顶张紧器张
紧立管，则月池内海水的质量与平台整体质量量级

相当，月池内流体的运动与平台主体运动耦合显

著［３］．
Ｓｐａｒ平台月池内流体运动与储液容器或液舱

中流体流动有一定的相似之处，存在两类固有振荡

形式，即沿深度方向的“活塞（Ｐｉｓｔｏｎ）”振动和流体
液面的左右“晃荡（ｓｌｏｓｈｉｎｇ）”运动．人们基于理论
分析及数值模拟的方研究了储液容器及液舱中流

体运动动力学模型及流体与结构的耦合运动．Ｍｏ
ｌｉｎ应用模态分解法将船舶舱内液体运动处理为一
系列弹簧质量阻尼系统，建立了横浪中驳船与舱

液耦合运动的半解析模型，研究了舱内液体晃动与

船舶的耦合运动［４］．Ｆａｌｔｉｎｓｅｎ考虑非线性自由表面
条件，基于建立在 ＢａｔｅｍａｎＬｕｋｅ变分原理基础之
上的变分方法，创立了多维模态方法，研究了任意

运动情形下二维和三维矩形容器中各种不同充液

深度、不同激励幅值和不同激励频率下的共振晃动

问题［５－７］．包光伟等采用有限元数值计算方法研究
了液体的三维晃动特征问题，得到了任意刚性容器

内液体三维晃动的固有频率和模态［８］．李青等研究
了非轴对称贮箱液体晃动的等效力学模型，确定了

液体晃动的等效力学参数并计算出了液体晃动产

生的作用力与力矩［９］．
本文基于线性势流理论，借鉴储液容器晃荡问

题的研究方法［９］建立Ｓｐａｒ平台月池流体晃动的等
效力学模型，确定其模型参数，为进一步研究 Ｓｐａｒ
平台月池流体的耦合运动建模及耦合系统动力学
特性奠定基础．

１　基于势流理论建立月池内流体运动方程

图１所示为平台月池结构示意图，选取ＯＯＸＹＺ

为惯性坐标系，Ｏｘｙｚ为固定在平台上的本体坐标
系．其中Ω为月池流体的内部区域，为月池流体
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的自由液面，Ｓ为平台硬舱与月池流体的交界区
域．

图１　Ｓｐａｒ平台月池结构及坐标系示意图

Ｆｉｇ．１　ＭｏｏｎｐｏｏｌｓｔｒｕｃｔｕｒｅａｎｄｃｏｏｒｄｉｎａｔｅｓｙｓｔｅｍｏｆＳｐａｒｐｌａｔｆｏｒｍ

当平台作三维运动时，相对于本体坐标系 Ｏ
点矢径为ｒ的流体质点的速度ｖ可以写成

ｖ＝ｖｓ＋ωｓ×ｒ＋ｕ （１）
其中ｖｓ，ωｓ分别为平台相对于惯性坐标系下的运
动速度以及转动角速度，ｕ为月池内流体质点相对
于平台的运动速度．

将平台月池底部处理为全封闭，假定月池内流

体为不可压缩、无旋、无粘性的理想流体，且平台运

动为小幅运动，应用线性势流理论，建立月池流体

的运动方程为：

!

２Φ＝０　（在月池流体内部区域Ω内） （２）

Φ
ｎ
＝（ｖｓ＋ωｓ×ｒ）·ｎ

　（在平台硬舱与月池流体的交界区域Ｓ内）
（３）

２Φ
２ｔ
＋ｇΦ
ｚ
＝０

　（在月池流体自由液面区域内） （４）
其中，Φ为速度势，ｎ为交界区域的外法向单位矢
量．采用ＳｔｏｋｅｓＺｈｕｋｏｖｓｋｉｙ势函数将速度势写为：

Φ＝ｒ·ｖｓ＋ψ·ωｓ＋
∞

ｉ＝１
φｉｑｉ （５）

其中，ψ为ＳｔｏｋｅｓＺｈｕｋｏｖｓｋｉｙ势函数，φｉ为第ｉ阶流
体晃动模态函数，ｑｉ为第 ｉ阶流体晃动广义坐标，
则式（２）～（４）可以化简为以下边值问题：

!

２φｉ＝０　（在区域Ω内） （６）

φｉ
ｎ
＝０　（在区域Ｓ内） （７）

φｉ
ｎ
＝
ω２ｉ
ｇφｉ　（在区域内） （８）

其中，ωｉ为第ｉ阶模态特征频率，根据势函数 ψ的
定义，有：

!

２ψ＝０　（在区域Ω内） （９）
ψ
ｎ
＝ｒ×ｎ　（在区域Ｓ以及内） （１０）

根据伯努利方程计算月池内流体流场动压力

为：

ｐ＝－ρΦｔ
＝－ρ（ｒ·ｖｓ＋ψ·ωｓ＋

∞

ｉ＝１
φｉｑｉ）（１１）

对上式的压力积分，得到月池内流体对平台的

作用力、作用力矩及动能分别为：

Ｐ＝∫
Ｓ＋

ｐｎｄＳ＝－ｍｖｓ＋ｍｒｃ×ωｓ－
∞

ｉ＝１
λｉｑｉ

（１２）

Ｍ＝∫
Ｓ＋

ｐｒ×ｎｄＳ＝－ｍｒｃ×ｖｓ－Ｊ·ω·ｓ－
∞

ｉ＝１
λ０ｉｑｉ

（１３）

Ｔ＝∫Ｖ１２ρｕ·ｕｄＶ＝
∞

ｉ＝１

１
２μｉｑ

２
ｉ （１４）

其中，ｍ为月池内流体的总质量，ｒｃ为月池内流体
质心矢径，λｉ和 λ０ｉ分别为流体第 ｉ阶晃荡对平台

的作用力系数以及作用力矩系数，Ｊ为流体等效
刚体相对Ｏ点的惯性张量．定义 μｉ为广义晃动质

量［１０］，有：

λｉ＝
ρ
ｇω

２
ｉ


ｒφｉｄＳ （１５）

λ０ｉ＝
ρ
ｇω

２
ｉ


ψφｉｄＳ （１６）

Ｊ ＝ρ∫Ω
３

ｋ＝１

ψ
ｘｋ
ψ
ｘｋ
ｄΩ （１７）

μｉ＝
ρ
ｇω

２
ｉφ２ｉｄＳ （１８）

２　月池内流体晃动等效力学模型建立

对于底部封闭的贮液容器，容器运动时，容器

内靠近自由液面附近的流体发生明显晃动，其它流

体随容器一起做刚体运动，这部分流体可等效为随

容器运动的质量块．容器内晃动流体的动力学特性
可用单摆模型或弹簧 －质量模型来描述［１１］．本文
研究的平台月池底部为半开口，对于吃水很大的深

海平台，底部开口对月池内流体晃动的固有振动特

性影响不大［１２］．基于此，本文采用等效力学模型理
论研究深海平台半开口月池内流体的动力学特性，

为进一步研究平台月池流体的耦合运动奠定基
础．以下采用单摆等效月池内流体的晃荡，如图２
所示．

６５３
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构建等效力学模型的条件如下［１１］：（１）等效力
学模型的质量及惯量与原流体质量及惯量保持一

致；（２）保持重心位置不变；（３）特征频率及流体产
生的作用力与力矩相等；（４）等效力学模型的动能
与原系统的动能相同．假设不同模态间不耦合，根
据以上等效条件，可以求得等效力学模型中的固定

质量块及各阶单摆的质量、摆长和挂点位置等力学

参数．

图２　单摆模型示意图

Ｆｉｇ．２　Ｐｅｎｄｕｌｕｍｍｏｄｅｌ

根据刚体动理论写出单摆系统的动能为：

ＴＭ＝
１
２ｍ０（ｖｓ＋ωｓ×ｒ０）

２＋１２ω·Ｉ０·ω＋

　１２
∞

ｉ＝１
ｍｉ（ｖ０＋ωｓ×ｒｉ＋ｌｉαｉτｉ）

２ （１９）

根据拉格朗日方程，等效单摆系统对平台主体

产生的作用力及力矩分别为：

ＰＭ＝－
ｄ
ｄｔ（
Ｔ
ｖｓ
）＝－（ｍ０＋

∞

ｉ＝１
ｍｉ）ｖｓ＋

　（ｍ０ｒ０＋
∞

ｉ＝１
ｍｉｒｉ）×ωｓ－

∞

ｉ＝１
ｍｉｌｉ̈αｉτｉ （２０）

ＭＭ＝－
ｄ
ｄｔ（
Ｔ
ωｓ
）＝－（ｍ０ｒ０＋

∞

ｉ＝１
ｍｉｒｉ）×ｖｓ－

　（Ｉ０＋ｍ０［（ｒ０·ｒ０）Ｅ－ｒ０ｒ０］＋

　
∞

ｉ＝１
ｍｉ［（ｒｉ·ｒｉ）Ｅ－ｒｉｒｉ］）·ω· －

∞

ｉ＝１
ｍｉｌｉ̈αｉｒｉ×τｉ

（２１）

ｌｉ＝
ｇ
ω２ｉ

（２２）

其中，ｍ０、ｒ０、Ｉ０分别为固定质量块的质量、相对于
Ｏ点的矢径及对质心的转动惯量；ｍｉ、ｒｉ分别为第 ｉ
阶单摆质量以及平衡位置相对于 Ｏ点的矢径；ｌｉ、

αｉ、τｉ分别为第 ｉ阶单摆的摆长、摆角以及单摆晃
动方向的单位矢量；ωｉ为由势流理论计算得到的

流体晃动的第ｉ阶晃动固有频率．相应的等效条件
为：

ｍｉ＝
λ２ｉ
μｉ

（２３）

ｍ＝ｍ０＋
∞

ｉ＝１
ｍｉ （２４）

ｍｈｃ＝ｍ０ｈ０＋
∞

ｉ＝１
ｍｉｈｉ （２５）

τｉ＝
λｉ
λｉ

（２６）

Ｉ０＝Ｊ －ｍ０［（ｒ０·ｒ０）Ｅ－ｒ０ｒ０］－

　
∞

ｉ＝１
ｍｉ［（ｒｉ·ｒｉ）Ｅ－ｒｉｒｉ］ （２７）

ｒｉ＝ ｘｉ　ｙｉ　
λ０ｉｙλｉｘ－λ０ｉｘλｉｙ
λ２ｉｘ＋λ

２[ ]
ｉｙ

（２８）

上式中，λｉｘ、λｉｙ和 λ０ｉｘ、λ０ｉｙ、λ０ｉｚ分别为 λｉ、λ０ｉ的分
量；ｈｃ为月池内流体的重心位置，为已知量；ｈ０和
ｈｉ分别为等效力学模型中质量块及单摆的重心位
置．ｘｉ、ｙｉ并不唯一，满足如下关系式：

ｘｉλｉｙ－ｙｉλｉｘ＝λ０ｉｚ （２９）
由质心ｒｃ＝（ｘｃ，ｙｃ，ｚｃ）到公式（２９）所示直线的

距离最短原则求得［９］：

ｒｉ＝［
λ２ｉｘｘｃ＋λｉｘλｉｙｙｃ＋λｉｙλ０ｉｚ

λ２ｉｘ＋λ
２
ｉｙ

，

　
λ２ｉｙｙｃ＋λｉｘλｉｙｘｃ－λｉｘλ０ｉｚ

λ２ｉｘ＋λ
２
ｉｙ

，

　
λｉ０ｙλｉｘ－λ０ｉｘλｉｙ
λ２ｉｘ＋λ

２
ｉｙ
］ （３０）

ｒ０＝
ｍｒｃ－

∞

ｉ＝１
ｍｉｒｉ

ｍ０
（３１）

可以看出，等效参数由 ＳｔｏｋｅｓＺｈｕｋｏｖｓｋｉｙ势函
数ψ、第ｉ阶流体晃动模态函数φｉ以及特征频率ωｉ
决定，因此想要获得等效参数，需对势函数、模态函

数以及特征频率进行求解．

３　有限元方法数值求解

对于截面为规则的矩形或圆形容器，可由势流

方程直接求得其内部流体晃动的势函数ψ、模态函
数φｉ及特征频率ωｉ的解析表达式，从而获得等效
单摆模型参数的解析解，详见文献［１１］．本文采用
有限元方法数值求解势流方程，求解流体晃动的势

函数、模态函数及特征频率的数值解，并确定等效

力学模型参数，该数值方法能够用于不规则的结构

７５３
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形式．
对方程（６）～（１０）采用伽辽金变分法，有：

∫Ω !

２φｉδφｉｄΩ－∫ＳφｉｎδφｉｄＳ－
　∫（

φｉ
ｎ
－
ω２ｉ
ｇφｉ）δφｉｄＳ＝０ （３２）

∫Ω!

２ψｉδψｉｄΩ－∫＋Ｓ（
ψｉ
ｎ
－ｒ×ｎ）δψｉｄＳ＝０

（３３）
将月池流体进行网格划分、离散，即将每个单元势

函数以及模态函数离散成φ＝
ｎｅ

ｊ＝１
Ｎｊφｊ和ψ＝

ｎｅ

ｊ＝１
Ｎｊψｊ

带入到式（３０）和式（３１）中．本文计算中，在自由液
面以及边界面处采用三角形单元，其它采用四面体

单元进行划分，并应用格林公式进行化简，得到如

下求解的基本方程：

（Ｋ－ω
２

ｇＢ）φ＝０ （３４）

Ｋψ＝Ｐ （３５）
其中，Ｋ为由单元刚度ｋｅｊｋ集成得到的流体刚度

矩阵，Ｂ为由单元刚度质量 Ｂｅｊｋ集成得到的流体质

量矩阵，Ｐ为由单元等效结点载荷 ｐｅｊ集成得到的
流体等效结点载荷分量列阵，其形式为：

ｋｅｊｋ ＝∫Ωｅ（
Ｎｊ
ｘ
Ｎｋ

Ｔ

ｘ
＋
Ｎｊ
ｙ
Ｎｋ

Ｔ

ｙ
＋
Ｎｊ
ｚ
Ｎｋ

Ｔ

ｚ
）ｄΩ

（３６）

Ｂｅｊｋ ＝∫ｅＮｊＮｋｄＳ （３７）

ｐｅｊ＝∫ｅ＋ＳｅＮｊ（ｒ×ｎ）ｄＳ （３８）

对式（３０）和式（３１）进行求解，得到相应的势
函数ψ、第ｉ阶流体晃动模态函数φｉ以及特征频率
ωｉ，从而可确定等效力学模型参数．

４　算例

平台参数如表１所示［１３］．先用 ＡＮＳＹＳ软件进
行前处理，建立月池内流体模型并划分网格；之后，

将结点编号坐标以及单元结点信息输出到 ＭＡＴ
ＬＡＢ进行数值运算．月池内流体采用四面体单元进
行网格划分，六个边界面上采用三角形单元划分，

通过 ＡＰＤＬ参数化编程命令将整体的四面体单元
信息按照单元编号、单元结点编号进行输出；将结

点信息按照结点编号、结点空间坐标进行输出；将

月池流体模型六个边界面的三角形单元信息按照

单元编号、单元结点编号进行输出．
运用Ｍａｔｌａｂ编辑有限元程序，应用Ａｎｓｙｓ输出

的单元信息进行计算，得到月池内流体运动的固有

频率及其对应的等效单摆模型参数．本文计算的月
池截面形状为正方形，为验证有限元计算过程的正

确性，将数值结果与按照文献［１１］中得到的解析
解进行对比，结果如表２～表４所示．

表１　平台参数

Ｔａｂｌｅ１　ＴｈｅｐａｒａｍｅｔｅｒｓｏｆｔｈｅＳｐａｒｐｌａｔｆｏｒｍ

Ｐｒｏｊｅｃｔ Ｍｅａｓｕｒｅｍｅｎｔ
ＷｏｒｋｉｎｇＤｅｐｔｈ １６５２ｍ
ＴｏｔａｌＬｅｎｇｔｈ １６９．１６ｍ

ＤｉａｍｅｔｅｒｏｆＨａｒｄＴａｎｋ ３２．３１ｍ
Ｄｒａｆｔ １５３．９２４ｍ

ＣｅｎｔｅｒｏｆＧｒａｖｉｔｙｆｒｏｍＫｅｅｌ ９０．３９ｍ
ＣｅｎｔｒａｌＷｅｌｌ １５．８５×１５．８５ｍ２

ＬｅｎｇｔｈｏｆＨａｒｄＴａｎｋ ６８．８８ｍ

表２　月池内流体晃动固有频率（ｒａｄ／ｓ）

Ｔａｂｌｅ２　Ｎａｔｕｒａｌｓｌｏｓｈｉｎｇｆｒｅｑｕｅｎｃｉｅｓｏｆｔｈｅｗａｔｅｒ

ｉｎｓｉｄｅｔｈｅｍｏｏｎｐｏｏｌ（ｒａｄ／ｓ）

（０，１）（１，１）（０，２）（１，２）（２，２）
ＮｕｍｅｒｉｃａｌＳｏｌｕｔｉｏｎ １．３９４４ １．６５８３ １．９７２０ ２．０８５２ ２．３４５１
ＡｎａｌｙｔｉｃａｌＳｏｌｕｔｉｏｎ １．４００１ １．６７１４ ２．００２４ ２．１２６０ ２．４２０８

Ｅｒｒｏｒ％ ０．４１％ ０．７８％ １．５２％ １．９２％ ３．１２％

表３　第一阶等效单摆模型参数

Ｔａｂｌｅ３　Ｔｈｅｍｏｄｅｌｐａｒａｍｅｔｅｒｓｏｆ

ｔｈｅｆｉｒｓｔｏｒｄｅｒｅｑｕｉｖａｌｅｎｔｐｅｎｄｕｌｕｍ

Ｍａｓｓｏｆ
Ｐｅｎｄｕｌｕｍ（ｋｇ）

Ｌｅｎｇｔｈｏｆ
Ｐｅｎｄｕｌｕｍ（ｍ）

Ｃｏｏｒｄｉｎａｔｅｓｏｆ
ＳｕｓｐｅｎｓｉｏｎＰｏｉｎｔ（ｍ）

Ｎｕｍｅｒｉｃａｌ
Ｓｏｌｕｔｉｏｎ １．０３５７×１０６ ５．００４１ ［０，０，２１．７７４４］

Ａｎａｌｙｔｉｃａｌ
Ｓｏｌｕｔｉｏｎ １．０２７４×１０６ ５．０４５２ ［０，０，２１．７７７３］

表４　等效质量块参数

Ｔａｂｌｅ４　Ｔｈｅｐａｒａｍｅｔｅｒｓｏｆｔｈｅｅｑｕｉｖａｌｅｎｔｍａｓｓ

Ｍａｓｓ（ｋｇ） Ｐｏｓｉｔｉｏｎ（ｍ）
ＭｏｍｅｎｔｏｆＩｎｅｒｔｉａｏｆ
Ｂａｒｙｃｅｎｔｅｒ（ｋｇ·ｍ２）

１．１４０５×１０７ ［０，０，－３．０４６０］
（１．９０４２×１０９，１．９０４２×１０９，

８．５８０２×１０７）

可以看出，计算误差随着等效模型阶次的增加

而增大，这与单元划分的数目以及单元类型有关．
增加单元的数目并选择高精度的单元类型有助于

提高计算精度．数值解法与解析解法对比的误差很
小，证明了有限元数值程序的正确性．

８５３
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当月池底部开口时，随着平台的垂荡运动，月

池内外流体产生交换，月池内液面高度也随之变

化．下面运用上述有限元方法建立月池内不同液面
高度时流体晃动的等效力学模型参数库．选取不同
的自由液面高度，计算月池内流体晃动等效单摆模

型第一阶单摆参数，结果如表５所示．
表５表明，随着月池内液面高度的增加，第一

阶单摆模型的质量及悬挂点高度增加，但单摆的摆

长随平台吃水的增加变化不大．
表５　不同吃水时的第一阶等效单摆模型参数

Ｔａｂｌｅ５　Ｔｈｅｍｏｄｅｌｐａｒａｍｅｔｅｒｓｏｆｔｈｅｆｉｒｓｔ

ｏｒｄｅｒｅｑｕｉｖａｌｅｎｔｐｅｎｄｕｌｕｍｗｉｔｈｄｉｆｆｅｒｅｎｔｄｒａｆｔ

ＬｉｑｕｉｄＬｅｖｅｌｏｆ
Ｍｏｏｎｐｏｏｌ（ｍ）

Ｍａｓｓｏｆ
Ｐｅｎｄｕｌｕｍ（ｋｇ）

Ｌｅｎｇｔｈｏｆ
Ｐｅｎｄｕｌｕｍ（ｍ）

Ｃｏｏｒｄｉｎａｔｅｓｏｆ
ＳｕｓｐｅｎｓｉｏｎＰｏｉｎｔ（ｍ）

５０．６４４ １．０３５１×１０６ ５．００４１ ［０，０，２０．２７４２］
５１．６４４ １．０３５３×１０６ ５．００４１ ［０，０，２０．７７５３］
５２．６４４ １．０３５４×１０６ ５．００４１ ［０，０，２１．２７７０］
５３．６４４ １．０３５７×１０６ ５．００４１ ［０，０，２１．７７４４］
５４．６４４ １．０３５８×１０６ ５．００４１ ［０，０，２２．２７６２］
５５．６４４ １．０３６０×１０６ ５．００４１ ［０，０，２２．７７８３］
５６．６４４ １．０３６１×１０６ ５．００４１ ［０，０，２３．２７６９］

５　结语

本文建立了 Ｓｐａｒ平台月池内流体晃动的动力
学模型，推导了月池内流体晃动的等效单摆模型，

通过两个模型的等效关系确定了等效力学模型参

数．采用 ＡＮＳＹＳ软件作为模型建立及网格划分的
前处理软件；运用Ｇａｌｅｒｋｉｎ有限元方法求解月池内
流体晃动的固有频率、模态函数以及势函数离散

解；应用Ｍａｔｌａｂ软件编制了月池流体晃动的计算
程序．数值模拟结果与解析解进行了比较，表明了
有限元数值计算方法的正确性．另外，建立了不同
月池液面高度的等效力学模型参数库，为进一步研

究平台月池内流体的耦合运动奠定了基础．
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