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复合材料悬臂外伸板的非线性动力学

建模及数值研究

吕书锋　张伟

（北京工业大学机电学院，北京　１００１２４）

摘要　研究了横向气动载荷和参数激励联合作用下复合材料悬臂外伸矩形板在伸出过程中的非线性动力

学问题．根据Ｒｅｄｄｙ的高阶剪切层合板理论，应用 Ｈａｍｉｌｔｏｎ原理建立了外伸板在横向气动力和参数激励作

用下的非线性动力学方程，其中横向气动力采用一阶活塞气动力．然后应用Ｇａｌｅｒｋｉｎ方法对系统偏微分形式

的非线性方程进行离散，得到了一组时变系数的非线性动力学方程．在此方程的基础上，对复合材料悬臂外

伸板进行了数值模拟分析，讨论了外伸速度对悬臂外伸板非线性动力学特性的影响．

关键词　复合材料悬臂外伸板，　高阶剪切理论，　活塞理论，　Ｈａｍｉｌｔｏｎ原理，　非线性动力学
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引言

近年来，轴向悬臂外伸结构在工程中的应用越

来越常见，如新型可变形机翼、太阳帆板和天线、机

械手臂等．这类结构因其沿轴向是可运动的，相比
于不可移动、静止的结构，当其沿轴向运动或受到

外载荷的作用时，可能带来一些新的、影响结构稳

定性的动力学问题．因此研究其运动过程中的非线
性动力学特性对工程应用具有很重要的价值．

近年来，轴向悬臂可外伸结构的研究已引起了

学者们的关注．Ｔａｂａｒｒｏｋ等［１］推导了长度随时间变

化梁的运动方程，得到四个非线性偏微分形式运动

方程和一个几何关系方程．Ｔａｌｅｂ和 Ｍｉｓｒａ［２］研究了
不可压缩流体中，以恒定速度外伸的等环形截面悬

臂梁的小变形横向振动．Ｗａｎｇ和 Ｗｅｉ［３］将一个柔
性机械手臂建模为细长的可移动悬臂梁模型，研究

了梁在外伸过程中的运动特性．Ｆｕｎｇ等［４］利用四

种不同的梁理论建立了带尖端质量移动梁的非线

性动力学模型．Ｔｈｅｏｄｏｒｅ等［５］根据 ＥｕｌｅｒＢｅｒｎｏｕｌｌｉ
梁理论推导了轴向可外伸柔性梁的运动方程，并通

过数值模拟的方法研究了其横向振动．Ｂｅｈｄｉｎａｎ和
Ｔａｂａｒｒｏｋ等［６］应用 Ｈａｍｉｌｔｏｎ原理推导了可外伸柔

性梁的运动方程．Ｇｏｓｓｅｌｉｎ等［７］研究了等环形截面

柔细悬臂梁在不可压缩稠密流体中以恒定速度伸

展的稳定性．研究类似模型的还有，Ｐｏｉｖａｎ和 Ｓａｍ
ｐａｉｏ［８］研究了轴向运动功能梯度柔性梁的振动问
题．Ｗａｎｇ等［９］推导了一种可外伸悬臂板模型线性

振动的动力学方程，分析了运动过程中的频率和系

统稳定性．张谦等［１０］设计了一种可外伸机翼结构，

实验研究了该结构在不同外伸速度下的动力学响

应．本文选取沿轴向可外伸的复合材料悬臂矩形板
作为研究对象，对其在活塞气动力［１１］和面内参数

激励联合作用下的非线性振动特性进行分析．

１　基本方程

考虑一个沿轴向可外伸的复合材料层合矩形

悬臂板，该板受到面内均布简谐激励和横向气动载

荷共同作用．板以初始长度ｌ０开始沿ｘ轴方向悬臂
向外伸出，板宽为 ｂ，厚度为 ｈ，笛卡尔坐标系 Ｏｘｙ
位于板的中面，如图１所示．外伸速度考虑了一个
小扰动的影响，形式为Ｖ＝Ｖ０＋Ｖｄｃｏｓ（Ω２ｔ），面内激
励的形式为ｆｙ＝ｆ０＋ｆ１ｃｏｓΩ１ｔ，横向的气动力载荷采
用一阶活塞气动力，记为Δｐ．

根据Ｒｅｄｄｙ的高阶剪切层合板理论［１２］，位移
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场可以写为

ｕ（ｘ，ｙ，ｔ）＝ｕ０（ｘ（ｔ），ｙ，ｔ）＋ｚφｘ（ｘ（ｔ），ｙ，ｔ）－

　ｚ３ ４
３ｈ２ φｘ

＋
ｗ０
( )ｘ， （１ａ）

ｖ（ｘ，ｙ，ｔ）＝ｖ０（ｘ（ｔ），ｙ，ｔ）＋ｚφｙ（ｘ（ｔ），ｙ，ｔ）－

　ｚ３ ４
３ｈ２ φｙ

＋
ｗ０
( )ｙ， （１ｂ）

ｗ（ｘ，ｙ，ｔ）＝ｗ０（ｘ（ｔ），ｙ，ｔ）， （１ｃ）
其中，ｕ０，ｖ０，ｗ０为中面上任意一点分别沿 ｘ，ｙ，ｚ方
向的位移，φｘ和φｙ分别为绕ｙ和ｘ轴的转角．

图１　悬臂外伸板的力学模型

Ｆｉｇ．１　Ｔｈｅｍｏｄｅｌｏｆｄｅｐｌｏｙｉｎｇｃａｎｔｉｌｅｖｅｒｐｌａｔｅ

采用 ｖｏｎＫａｒｍａｎ的大变形几何关系，可以得
到应变位移关系 εｉ（ｉ＝ｘｘ，ｙｙ）和曲率位移关系

γｉ（ｉ＝ｘｙ，ｙｚ，ｚｘ）的表达式

εｘｘ＝
ｕ
ｘ
＋１２

ｗ
( )ｘ

２

，εｙｙ＝
ｖ
ｙ
＋１２

ｗ
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２

，
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１
２
ｕ
ｘ
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ｙ
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ｘ
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( )ｙ，

γｙｚ＝
１
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ｖ
ｚ
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( )ｙ，γｚｘ＝１２ ｕｚ＋ｗ( )ｘ． （２）

根据Ｈａｍｉｌｔｏｎ原理，可推得可伸缩悬臂板的非
线性动力学方程为

Ａ１１
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２
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２
１Ｈ２２）
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２
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＋
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２
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ｘ２
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ｗ０
ｙ
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ｘ２ｙ

＋
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２
１Ｈ２１＋ｃ

２
１Ｈ６６）
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ｘｙ
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２
２Ｆ４４）φｙ＝（Ｉ１－ｃ１Ｉ３）̈ｖ０＋

　（Ｉ２－２ｃ１Ｉ４＋ｃ
２
１Ｉ６）̈φｙ－ｃ１（Ｉ４－ｃ１Ｉ６）

̈ｗ０
ｙ
．

（３ｅ）
其中，δ为阻尼系数，Δｐ表示由一阶活塞理论推得
的气动载荷，形式为

Δｐ＝－
４ｑｄγ
Ｍ∞

１
ｖａ
ｗ０
ｘ
ｄｘ
ｄｔ＋
ｗ０
ｙ
＋１ｖａ
ｗ０
( )ｔ． （４）

其中，动压ｑｄ＝
１
２ρａｖａ

２，ｖａ为机翼上一点的法洗速

度，Ｍ∞为当地马赫数，γ＝Ｍ∞／Ｍ∞
２－槡 １为空气动

力修正因子．
悬臂外伸板在固定和自由端的边界条件分别

为

当ｘ＝０，
ｕ０＝ｖ０＝ｗ０＝φｘ＝φｙ＝０， （５ａ）
当ｘ＝ｌ（ｔ），
Ｎｘｘ＝Ｎｘｙ＝Ｍｘｘ＝Ｍｘｙ＝Ｐｘｘ＝Ｐｘｙ＝Ｑｘ＝Ｒｘ＝０，

（５ｂ）
当ｙ＝０和ｂ，
Ｎｙｙ＝Ｎｘｙ＝Ｍｙｙ＝Ｍｘｙ＝Ｐｙｙ＝Ｐｘｙ＝Ｑｙ＝Ｒｙ＝０，

（５ｃ）

２　Ｇａｌｅｒｋｉｎ离散

对方程（３）进行无量纲化，然后应用 Ｇａｌｅｒｋｉｎ
方法将偏微分形式的非线性方程离散为常微分形

式的非线性动力学方程．本文选取了系统前两阶振
动模态进行二阶Ｇａｌｅｒｋｉｎ离散，在满足位移边界条
件的情况下选取振型函数为

ｕ（ｘ，ｙ，ｔ）＝ｕ１（ｔ）ｓｉｎ
πｘ
２ｌｃｏｓ

πｙ
ｂ＋

　ｕ２（ｔ）ｓｉｎ
３πｘ
２ｌｃｏｓ

２πｙ
ｂ， （６ａ）

ｖ（ｘ，ｙ，ｔ）＝ｖ１（ｔ）ｓｉｎ
πｘ
２ｌｓｉｎ

πｙ
ｂ＋

　ｖ２（ｔ）ｓｉｎ
３πｘ
２ｌｓｉｎ

２πｙ
ｂ， （６ｂ）

ｗ（ｘ，ｙ，ｔ）＝ｗ１（ｔ）Ｘ１（ｘ）Ｙ１（ｙ）＋
　ｗ２（ｔ）Ｘ２（ｘ）Ｙ２（ｙ）， （６ｃ）

φｘ（ｘ，ｙ，ｔ）＝φｘ１（ｔ）ｓｉｎ
πｘ
２ｌｃｏｓ

πｙ
ｂ＋

　φｘ２（ｔ）ｓｉｎ
πｘ
ｌｃｏｓ

２πｙ
ｂ， （６ｄ）

φｙ（ｘ，ｙ，ｔ）＝φｙ１（ｔ）１－ｃｏｓ
πｘ
２( )ｌｓｉｎπｙｂ＋

　φｙ２（ｔ）１－ｃｏｓ
πｘ( )ｌｓｉｎ２πｙｂ （６ｅ）

其中，Ｘｉ（ｘ）取沿ｘ方向的固支自由梁函数，Ｙｊ（ｙ）
取沿ｙ方向的自由自由梁函数．

将振型函数（６）代入方程（３）进行 Ｇａｌｅｒｋｉｎ运
算的过程中，特别需要注意，因为板的长度沿 ｘ轴
是随时间改变的，所以在推导中要用到如下运算关

系

Ｄ
Ｄｔ＝


ｔ
＋
ｘ
ｄｘ
ｄｔ， （７ａ）

Ｄ２

Ｄｔ２
＝

２

ｔ２
＋２

２

ｘｔ
ｄｘ
ｄｔ＋

２

ｘ２
ｄｘ( )ｄｔ

２

＋
ｘ
ｄ２ｘ
ｄｔ２
．（７ｂ）

考虑横向振动为系统的主要运动方式，离散后

可以得到以横向位移 ｗ１和 ｗ２为变量的两自由度
无量纲非线性动力学方程

α１ｗ̈１＋α２ｗ１＋ａ３ｗ２＋α４ｗ１＋α５（ｆ０＋

　ｆ１ｃｏｓΩ１ｔ）ｗ１＋α６ｗ２＋α７ｗ
３
１＋α８ｗ

２
１ｗ２＋

　α９ｗ１ｗ
２
２＋α１０ｗ

３
２＝０， （８ａ）

β１ｗ̈２＋β２ｗ２＋β３ｗ１＋β４ｗ２＋β５（ｆ０＋

　ｆ１ｃｏｓΩ１ｔ）ｗ２＋β６ｗ１＋β７ｗ
３
２＋β８ｗ

２
２ｗ１＋

　β９ｗ２ｗ
２
１＋β１０ｗ

３
１＝０． （８ｂ）

这里，方程中的系数 αｉ和 βｉ（ｉ＝１，２，…，１０）
都是与时间有关的变量，即得到的方程是变系数系

统，方程的质量项、阻尼项和刚度项都随时间变化．

３　算例分析

为了研究复合材料悬臂外伸板的非线性动力

学特性，选取如下参数进行数值分析．板的组成为
各铺层等厚度、同材料、正交铺设的三层石墨／环
氧，其它参数：ｌ０＝２．０ｍ，ｂ＝１．５ｍ，ｈ＝０．００４ｍ，ｆ０＝

２０００Ｎ／ｍ２，Ｖｄ＝０．００５ｍ／ｓ，Ω１＝Ω２＝１５，κ＝１．４，

Ｍ∞ ＝３．０，Ｖａ＝９００ｍ／ｓ，ρａ＝０．６５ｋｇ／ｍ
３，δ＝６００Ｎ

·ｓ／ｍ．根据非线性振动方程（８），数值分析相关参

０９２
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数对系统外伸过程中动力学稳定性的影响．
图２与图３给出了两种不同外伸速度下悬臂

板沿轴向外伸过程中第一阶和第二阶振动的时域

分析曲线．首先观察这些图的全局响应特性，尽管
外伸速度的取值不同，系统的整个外伸过程呈现出

一些相似的振动规律，即初始的时候，系统会发生

振幅的跳跃现象，随着板的继续外伸，系统的第一

阶振动幅值逐渐增大，第二阶振动幅值先减小再增

大，前两阶振动频率逐渐降低，振幅可能再次发生

跳跃和发散现象．

图２　当Ｖ０＝０．１０时系统的时间历程图

Ｆｉｇ．２　ＴｉｍｅｈｉｓｔｏｒｙｃｕｒｖｅｓｗｈｅｎＶ０＝０．１０

通过对两种不同速度下系统时间历程图的比

较，可以发现外伸速度对系统外伸过程中动力学稳

定性的影响．首先观察系统的第一阶振动，当外伸

速度为ｖ０＝０．１０ｍ／ｓ时，如图２（ａ），在无量纲时间
ｔ＝９０左右，振幅结束初始跳跃，当外伸速度增大到

ｖ０＝０．２０ｍ／ｓ时，见图３（ａ），振幅结束跳跃的无量
纲时间大约为ｔ＝８０，显而易见，随着外伸速度的增
加，振幅结束初始跳跃的时间逐渐提前．但与此同
时，系统振幅再次发生跳跃的时间会提前，并且外

伸速度越快，系统再次发生振幅跳跃的时间就越提

前．
对于第二阶振动而言，运动规律与第一阶的运

动形式相似，如图２（ｂ）、３（ｂ）．相比而言，第二阶振
动的振幅远小于第一阶振幅，可见第一阶振动为系

统的主要振动形式．

图３　当Ｖ０＝０．２０时系统的时间历程图

Ｆｉｇ．３　ＴｉｍｅｈｉｓｔｏｒｙｃｕｒｖｅｓｗｈｅｎＶ０＝０．２０

４　结论

本文考虑一个沿轴向可外伸的复合材料悬臂

板模型，应用高阶剪切理论和Ｈａｍｉｌｔｏｎ原理建立其
动力学方程，根据得到的时变系数方程，应用数值

模拟的方法研究了一阶活塞气动力作用下系统的

非线性动力学响应．研究发现：悬臂板在外伸过程
中，前两阶振动频率逐渐降低，存在振幅跳跃和发

散的现象．并且随着外伸速度的增大，系统的振幅
结束初始跳跃的时间逐渐提前，同时再次发生振幅

跳跃的时间也会提前．
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