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摘要　近似解析研究了简支边界条件下超临界轴向运动梁横向非线性自由振动的固有频率和模态函数．采

用复模态方法处理控制方程，一个积分偏微分方程．将Ｇａｌｅｒｋｉｎ截断思想用于近似处理线性化方程，一个含

空间依赖系数的常微分方程．给出了不同截断项数对固有频率的影响．基于８项截断，讨论了系统参数对模

态函数的影响．
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引言

动力传送带、带锯、空中缆车索道、高楼升降机

缆绳、单索架空索道等工程元件，均可模型化为轴

向运动梁或弦线［１，２，３］．其横向振动的研究有着重
要的理论意义和应用价值．关于轴向运动系统固有
频率和模态函数的研究已经非常广泛．Ｍｏｔｅ于
１９６５年运用Ｇａｌｅｒｋｉｎ截断法近似计算了两端简支
边界下，前三阶固有频率及相应的模态［４］．１９９２
年，Ｗｉｃｋｅｒｔ研究了两端简支边界下，轴向运动梁横
向非线性振动的基频［５］．２００１年，?ｚ给出了两端固
定边界下轴向运动梁横向振动的前两阶固有频率

和模态函数［６］．２００６年，李晓军和陈立群研究了一
端固定、一端简支的情形［７］．２００９年，李彪等通过
半解析半数值方法求解了两端铰支的非对称混杂

边界下轴向运动 Ｔｉｍｏｓｈｅｎｋｏ梁的固有频率和模
态［８］．２０１０年，Ｃｈｅｎ等给出了简支边界下 Ｔｉｍｏｓｈ
ｅｎｋｏ梁模型固有频率的复模态分析方法［９］．２０１０
年，Ｇｈａｙｅｓｈ和 Ｂａｌａｒ通过半解析半数值方法研究
了固定边界下轴向运动 Ｔｉｍｏｓｈｅｎｋｏ梁横向振动的
固有频率［１０］．

在超临界传输速度范围内，陈立群课题组数值

研究了轴向运动梁的横向静平衡位形［１１，１２］、固有

频率［１３，１４］和简谐受迫振动的稳态响应［１５］．本文基

于积分偏微分模型，采用复模态方法分离变量，将

Ｇａｌｅｒｋｉｎ截断思想用于计算简支边界条件下超临
界轴向运动梁横向自由振动的近似固有频率及相

应的模态函数，并研究轴向速度、非线性系数和弯

曲刚度对模态函数的影响．

１　近似解析结果

考虑一个均匀黏弹性矩形梁，密度为 ρ，横截
面积为Ａ，弹性模量为 Ｅ，惯性矩为 Ｉ，初始张力为
Ｐ０．该梁在支承两端间距为Ｌ的长度上以一致的轴
向传输速度 Г运动．不考虑轴向位移，梁在平面内
只有横向位移为Ｖ（Ｘ，Ｔ）的弯曲振动．这里 Ｔ为时
间，Ｘ为轴向坐标．在准静态应力假设下，超临界轴
向运动梁积分偏微分模型的无量纲方程为［５，１１－１４］
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简支边界条件为

ｖ（０，ｔ）＝ｖ，ｘｘ（０，ｔ）＝ｖ（１，ｔ）＝ｖ，ｘｘ（１，ｔ）＝０ （２）
式中，无量纲参数为
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在微幅振动时，忽略式（１）中的高阶非线性项

可得

ｖ，ｔｔ＋２γｖ，ｘｔ＋π
２ｋ２ｆｖ，ｘｘ＋ｋ

２
ｆｖ，ｘｘｘｘ＋

　ｋ２１Ａ
２
Ｓπ
４ｓｉｎ（πｘ）∫

１

０

［ｖｓｉｎ（πｘ）］ｄｘ＝０ （４）

方程（４）的解可以写作［５］

ｖ（ｘ，ｔ）＝φｎ（ｘ）ｅ
ｉωｎｔ＋珔φｎ（ｘ）ｅ

－ｉωｎｔ （５）
式中，ωｎ为系统的第 ｎ阶固有频率，φｎ（ｘ）为第 ｎ
阶模态函数．将式（５）代入局部线性化方程（４）可
得
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选用静止梁的模态函数为基函数，不妨假设

φｎ（ｘ）＝∑
Ｎ

ｋ＝１
Ｃｎｋｓｉｎ（ｋπｘ） （７）

形式解（７）自然满足简支边界条件（２）．将模态函
数（７）代入方程（６），然后在方程两边同乘以 ｓｉｎ
（ｍπｘ），ｍ＝１，２，３，…，Ｎ，并从０到１积分，可得关
于ωｎ和ｃｎｋ（ｋ＝１，２，３，…，Ｎ）的超定齐次线性代数
方程组

［－ω２ｎＭ＋ｉωｎＧ＋Ｋ］（１　ｃｎ２　…　ｃｎＮ）
Ｔ＝０

（８）
式中，ｃｎｋ＝Ｃｎｋ／Ｃｎ１，Ｃｎ１≠０，质量矩阵 Ｍ为单位阵，
阻尼矩阵Ｇ和刚度矩阵Ｋ分别满足
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为使方程组（８）有非零解，则需其系数矩阵行
列式为０．于是得到系统固有频率的特征方程为

｜－ω２ｎＭ＋ｉωｎＧ＋Ｋ｜＝０ （１１）
将参数值代入式（１１）便可近似求得前 Ｎ阶固

有频率．观察发现，Ｍ、Ｇ和 Ｋ三矩阵只与刚度系

数和轴向速度有关，而与非线性系数无关．因此，对
于超临界速度范围内轴向运动梁的微幅振动，非线

性系数对固有频率没有影响．这一结论与参考文献
［１３，１４］一致．对于已求得的系统任意阶固有频
率，即可求出相应的模态函数．

取８项截断（Ｎ＝８）为例，考虑轴向速度γ＝４．０，
刚度系数 ｋｆ＝０．８，非线性系数 ｋ１＝１００，则可由式

（１１）求得前两阶固有频率分别为 ω１＝９．９１８１，ω２
＝２９．９２７２．从而可知前两阶模态函数实部和虚部
分别为
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Ｉｍ［φ１（ｘ）］＝０．３４３１ｓｉｎ（２πｘ）０．００４７ｓｉｎ（４πｘ）
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式中，Ｃｎ１＝１．显然，超临界轴向运动梁作微振动
时，非线性系数对模态函数也没有影响，模态函数

主要与刚度系数和轴向速度有关．对于已经求得的
近似模态函数，可以进一步用于多尺度方法解析分

析受迫振动和参激振动的稳态响应．

２　数值计算结果

对于给定的轴向速度、刚度系数和截断项数，

即可求得前 Ｎ阶固有频率．为了简略确定截断项
数的精度，将不同截断项数下所求得的前四阶固有

频率进行对比．从图１给出了不同项数截断的对比
结果，图中ｋ１＝１００，ｋｆ＝０．８，截断项数分别取 Ｎ＝
２，４，８和１６．图示表明，在超临界速度范围内，各阶
截断预测了相同的变化趋势．随着轴向速度增加，
高阶固有频率均增大．观察发现，各阶截断均能得
到较好的第１阶固有频率值．相比之下，２项截断
所得第１阶固有频率在轴向速度偏大时稍有误差．
对于第２阶固有频率值，２项截断结果比更高阶截
断结果值偏大，不宜使用．对于第３阶和第４阶固
有频率值，８项截断结果和１６项截断结果吻合得
很好，而４项截断结果误差较大．下文将采用８项

４８２
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截断近似计算模态函数．
采用有限差分法结合 Ｆｏｕｒｉｅｒ变换，可数值求

解非线性振动的固有频率．将有限差分法用于计算
非线性自由振动的时间历程，选取时间序列，采用

Ｆｏｕｒｉｅｒ变换进行数值求解低阶固有频率．数值算例
表明，当初始振幅较小时，８项截断结果与数值结
果吻合得很好［１４］．

图１　不同截断项数对固有频率的影响

Ｆｉｇ．１　Ｅｆｆｅｃｔｓｏｆｄｉｆｆｅｒｅｎｔｔｒｕｎｃａｔｉｏｎｓｏｎｎａｔｕｒａｌｆｒｅｑｕｅｎｃｉｅｓ

研究表明，虽然非线性系数与静平衡位形成反

比关系［１２］，但对超临界速度范围内微幅振动的固

有频率和模态函数没有影响．考虑８项截断，轴向
速度分别取作３．５，４．０和４．５，研究轴向速度对模
态函数的影响，如图 ２所示，图中参数值为 ｋ１＝

１００，ｋｆ＝０．８，Ｃｎ１＝１．图例表明，轴向速度对前两阶
模态函数实部的影响较小，第１阶模态函数虚部的
幅值随着轴向速度增加而增大，第２阶模态函数虚
部的幅值随着轴向速度增加而减小．

图２　轴向速度对模态函数的影响

Ｆｉｇ．２　Ｅｆｆｅｃｔｓｏｆａｘｉａｌｓｐｅｅｄｏｎｍｏｄａｌｆｕｎｃｔｉｏｎｓ

考虑８项截断，刚度系数分别取作０．２，０．４，０．
６，０．８和１．０，研究刚度系数对模态函数的影响，如
图３所示，图中参数值为γ＝４．０，ｋ１＝１００，Ｃｎ１＝１．
图例表明，第１阶模态函数实部中点的幅值随着刚
度系数增加而增大，而第１阶模态函数虚部的幅值
随着刚度系数增加而减小．第２阶模态函数实部的
幅值随着刚度系数增加而减小，而第２阶模态函数
虚部的幅值随着刚度系数增加先减小，后增大，并

且由４个驻点逐渐过渡成２个驻点．

５８２
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从图２和图３可以看到，模态函数实部均为轴
对称图形，虚部为中心对称图形．这是因为 Ｃｎ１＝１
的缘故．事实上Ｃｎ１是任意常数，如果选作虚数单位
ｉ，实部便成为中心对称图形，虚部为轴对称图形．
更或是，选择一个任意复数取代它，模态函数便会

成为非对称图形．相反，我们也能看到，将该近似模
态函数用于多尺度方法计算超临界轴向运动梁受

迫振动的稳态响应幅频特性曲线时，假设 Ｃｎ１＝１
将会带来一定便捷．

图３　刚度系数对模态函数的影响

Ｆｉｇ．３　Ｅｆｆｅｃｔｓｏｆｓｔｉｆｆｎｅｓｓｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔｏｎｍｏｄａｌｆｕｎｃｔｉｏｎｓ

３　结论

在超临界传输速度范围内，本文基于 ８项

Ｇａｌｅｒｋｉｎ截断，构造了实部为轴对称图形、虚部为

中心对称图形的近似模态函数，并研究了轴向速

度、非线性系数和弯曲刚度对轴向运动梁横向非线

性自由振动模态函数的影响．研究表明，在微幅振
动的情况下，非线性系数对固有频率和模态函数的

数值结果没有影响．随着轴向速度增加，高阶固有
频率增大．轴向速度对前两阶模态函数实部的影响
较小，第１阶模态函数虚部的幅值随着轴向速度增
加而增大，而第２阶模态函数虚部的幅值随着轴向
速度增加而减小．第１阶模态函数实部中点的幅值
随着刚度系数增加而增大，而第１阶模态函数虚部
的幅值随着刚度系数增加而减小．第２阶模态函数
实部的幅值随着刚度系数增加而减小．随着刚度系
数增加，第２阶模态函数虚部的幅值先减小，后增
大，并且由４个驻点逐渐过渡成２个驻点．该方法
可推广至近似解析分析受迫振动和参激振动．
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