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摘要　研究了地震作用下非线性地基中桩基的３次超谐波共振问题．从地基桩中抽象出力学模型，考虑地基

的非线性因素，运用Ｈａｍｉｌｔｏｎ变分原理建立了桩基的非线性控制方程．利用Ｇａｌｅｒｋｉｎ方法离散上述方程，基于

多尺度摄动法研究了地震作用下非线性地基中桩的３次超谐波共振问题．以某嵌岩圆形桩为例，研究了地基

土层厚度、剪切波速度及频率比对地震力的影响，数值模拟了非线性地基桩的３次超谐波共振响应，探讨了地

震力、地基弹性及非弹性系数对超谐波幅频响应的影响，最后研究桩基产生３次超谐波共振时的时间历程曲

线．结果表明，当地震波频率约等于桩基固有频率的１／３时，容易激发桩的３次超谐波共振响应；桩基的３次超

谐波共振响应随着地震力、非弹性系数的增大而变得更加显著，随着弹性系数的增大而逐渐变小．
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引言

桩基础由于其具有承载能力大、沉降量小及稳

定性好等优点而广泛应用于土木工程领域中，同

时，桩基础也能适用于各种地质环境和各种荷载情

况，在抗震结构设计中也是优先采用的基础型式
!

，

因此桩基的动力性能的研究成为地震工程界和土

木工程界一个重要的研究热点［１－４］．
与桩基的静力学理论相比，桩基的动力学理论

研究开展较晚，大约起步于二十世纪七十年代，目

前针对桩基的动力学研究国内外开展了不少工作，

九十年代前的工作主要总结在 Ｎｏｖａｋ［５］的综述报
告中，系统介绍了单桩和群桩在地震载荷作用下线

性和非线性动力学的一些理论、计算方法以及一些

定性的结论，并比较了各种理论的优缺点．１９８７
年，Ｍｉｚｕｎｏ［６］综述了日本地震过程中桩基的破环形
式，如液化、振动及运动等，这些破坏形式在其他地

区的地震中都能观察到．刘宗贤等［７］得到了地基波

动影响下端承桩的横向地震反应解析解．２００５年，
胡和程［８］建立桩－土相互作用的数学模型，在频域
内研究了水平振动下桩基的非线性动力学特性，研

究了多种参数对桩基动力学特性的影响．２０１４年，吕

建根［９］研究了地震作用下桩基的１／３次亚谐波共振
问题，分析了频率比、剪切波速度及土层厚度等参数

对地震惯性力和亚谐波共振幅频响应的影响．除此
之外，还有许多国内外学者对桩基的动力学问题进

行了深入的研究，这里不再一一赘述．
本文基于Ｈａｍｉｌｔｏｎ变分原理推导了地震作用

下非线性桩基的非线性控制方程，采用 Ｇａｌｅｒｋｉｎ离
散方法，研究了桩的３次超谐波共振问题，分析了
系统参数对地震力的影响，得到了超谐波共振响

应，探讨了各项参数对超谐波幅频响应的影响，获

得了桩出现３次超谐波共振时的时间历程曲线，其
研究结果对桩基的动力学设计具有参考价值．

１　振动方程

如图１所示桩基础，地基土层厚度为 Ｈ，桩基
的密度为ρ，桩的横截面面积为Ａ，抗弯刚度为ＥＩ，ｃ
为粘性阻尼系数，桩基相对于地面的位移为 ｗ（ｚ，
ｔ），地基的线弹性系数为 ｋ１，地基的非线性弹性系
数为ｋ３，外荷载为 ｐ（ｚ，ｔ），运用 Ｈａｍｉｌｔｏｎ变分原理
可以得到如下形式的桩基非线性控制方程：

ρＡ
２ｗ（ｚ，ｔ）
ｔ２

＋ｃｗ（ｚ，ｔ）
ｔ

＋ＥＩ
４ｗ（ｚ，ｔ）
ｚ４

＋

　ｋ１ｗ（ｚ，ｔ）＋ｋ３ｗ
３（ｚ，ｔ）＝ｐ（ｚ，ｔ） （１）
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图１　桩基的分析模型

Ｆｉｇ．１　Ｔｈｅｍｏｄｅｌｏｆｐｉｌｅｆｏｕｎｄａｔｉｏｎ

对方程（１）进行一阶 Ｇａｌｅｒｋｉｎ离散，设 ｗ（ｚ，ｔ）
＝Ｕ（ｚ）Ｘ（ｔ）代入上式中
ａ１Ｘ̈＋ａ２Ｘ＋（ａ３＋ａ４）Ｘ＋ａ５Ｘ

３＝Ｐ（ｔ） （２）
其中：

ａ１ ＝∫
Ｈ

０
ρＡＵ２（ｚ）ｄｚ；

ａ２ ＝∫
Ｈ

０
ｃＵ２（ｚ）ｄｚ；

ａ３ ＝∫
Ｈ

０
ＥＩＵ′（ｚ）Ｕ（ｚ）ｄｚ；

ａ４ ＝∫
Ｈ

０
ｋ１Ｕ

２（ｚ）ｄｚ；

ａ５ ＝∫
Ｈ

０
ｋ３Ｕ

４（ｚ）ｄｚ；

Ｐ（ｔ）＝∫
Ｈ

０
ｐ（ｘ，ｔ）Ｕ（ｚ）ｄｚ

设：２ξ＝
ａ２
ａ１
，ω０＝

ａ３＋ａ４
ａ槡 １
，χ＝

ａ５
ａ１
，Ｆ（ｔ）＝Ｐ（ｔ）ａ１

经过上面推导后，地震作用下非线性弹性地基

桩的振动控制方程如下：

Ｘ̈＋２ξＸ＋ω２０Ｘ＋χＸ
３＝Ｆ（ｔ） （３）

地震作用Ｆ（ｔ）通常随时间不规则变化，但对
于含无限地基的开放系统，任意地震作用可展开为

简谐波的叠加，均匀地基中地震荷载作用 Ｆ（ｔ）可
用下式表达［１０］．

Ｆ（ｔ）＝Ｆ０ｃｏｓ（νｔ） （４）
其中：

Ｆ０＝αｇ１＋
８ν２（１３ω２１－ν

２）

３π（ν２－ω２１）（ν
２－９ω２１{ }）

ω１＝
π
２ＨＶｓ，Ｖｓ为地基的剪切波速度．Ｈ为桩长及地

基土层厚度，α表示水平地震影响系数，ｇ表示当地
重力加速度，ｖ为地震波频率．从上式可以看出，作
用于桩基上的地震荷载既包含地震时基岩产生的

惯性力，又包含土层运动产生的惯性力，该惯性力

与地基的性质相关．

２　多尺度法求解

为了摄动分析方便，引入小参数
"

，将２ξ表示
为２εξ，将非线性项的系数χ表示为εχ利用多尺度
方法［１１］对方程（３）求解，设一次近似解的形式如
下：

Ｘ（ｔ，ε）＝Ｘ０（Ｔ０，Ｔ１）＋εＸ１（Ｔ０，Ｔ１） （５）
其中Ｔ０＝ｔ，Ｔ０＝εｔ．将（５）代入（３）式，可以得到

ε０：Ｄ２０Ｘ０＋ω
２
０Ｘ０＝Ｆ０ｃｏｓ（νｔ） （６ａ）

ε１：Ｄ２０Ｘ１＋ω
２
０Ｘ１＝－２Ｄ０Ｄ１Ｘ０－２ξＤ０Ｘ０－χＸ

３
０

（６ｂ）
零阶近似方程（６ａ）的解为
Ｘ０＝Ａ（Ｔ１）ｅ

ｉω０Ｔ０＋ΛｅｉνＴ０＋ｃｃ （７）
其中，Ａ（Ｔ１）为复数形式的自由振动振幅 Ａ（Ｔ１）＝
１
２ａ（Ｔ１）ｅ

ｉβ（Ｔ１），ａ（Ｔ１）、β（Ｔ１）均为实函数，Λ为实

数形式的受迫振动振幅 Λ＝
Ｆ０

２（ω２０－ν
２）
，ｃｃ表示共

轭项．将零次近似解（７）代入方程（６ｂ）中，可以得
到一阶近似方程

Ｄ２０Ｘ１＋ω
２
０Ｘ１＝－［２ｉω０（Ｄ１Ａ＋ξＡ）＋

　３χＡ２Ａ＋６χＡΛ２］ｅｉω０Ｔ０－χＡ３ｅ３ｉω０Ｔ[ ０＋
　Λ３ｅ３ｉνＴ０＋３Ａ２Λｅｉ（ω０＋ν）Ｔ０＋３Ａ２Λｅｉ（ν－２ω０）Ｔ０＋
　３ＡΛ２ｅ３ｉ（ω０＋２ν）Ｔ０＋３ＡΛ２ｅｉ（ω０－２ν）Ｔ ]０ －
　Λ（－２ｉξν＋３χΛ２＋６χＡＡ）ｅｉνＴ０＋ｃｃ （８）
上式中可以看出，不仅存在 ｅｉω０Ｔ０项可以引起

久期项，而且还存在含 ｅ３ｉνＴ０项．当 ω０＝３ν时，也能
产生久期项，即桩基可产生３次超谐波共振．为了
描述ω０和３ν的差别，引入调谐参数 σ，即３ν＝ω０
＋εσ，代入方程（８）中，消除久期项，得到
２ｉω０（Ｄ１Ａ＋ξＡ）＋６χＡΛ

２＋３χＡ２Λ＋χΛ３ｅｉσＴ１＝０

（９）
将复数形式的 Ａ函数对 ｔ求导，其中的 Ｄ０Ａ＝

０，Ｄ１Ａ由方程（９）确定，代入方程（９）中，分离实部
和虚部，得到关于ａ和β的一阶常微分方程组：

ａ＝－ξａ－χΛ
３

ω０
ｓｉｎγ

ａγ＝ σ－３χω０
（Λ２＋ａ

２

８[ ]）ａ－χΛ
３

ω０
ｃｏｓ{ γ

（１０）

其中γ＝σＴ１－β．方程组（１０）的非平凡解对应
桩基的稳态周期振动，即 ａ＝γ＝０，消除#

，可以得

９７２
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到桩基３次超谐波稳态周期振动的幅频响应方程

ξ２＋ σ－３χΛ
２

ω０
－３χａ

２

８ω( )
０

[ ]
２

ａ２＝χ
２Λ６

ω２０
（１１）

设ａ≠０，从上式中解出：

σ＝３χω０
Λ２＋ａ

２( )８ ± χ２Λ６

ω２０ａ
２－ξ( )槡

２
（１２）

从上式中可以看出，当ω０≈３ν时，即使存在阻
尼，也存在满足方程（１２）的非零解，从而表明桩基
存在３次超谐波共振现象．

３　桩基实例分析

以嵌岩桩为例，桩底处满足固定端的边界条

件，对于嵌固于承台或地基梁中的桩头，其转角为

零，并由等效剪力为零的边界条件可知，其横向振

型函数Ｕ（ｚ）可采取如下形式［１２］：

Ｕ（ｚ）＝１＋ｃｏｓπｚ( )Ｈ （１３）

圆形桩的参数：桩长 Ｈ＝１０ｍ，直径 Ｄ＝１．２ｍ，
材料密度ρ＝２．４$

１０９ｋｇ／ｍ３；弹性模量 Ｅ＝２．１
$

１０１０Ｐａ；阻尼系数 ξ＝０．０１；地基的参数：剪切波速
度Ｖｓ＝２００ｍ／ｓ，线性弹性系数ｋ１＝８$１０

６Ｎ／ｍ２，非

线性弹性系数 ｋ３＝８$１０
６Ｎ／ｍ４；地震参数：水平地

震影响系数α＝０．５或０．１５．
图２～图４显示了各项参数对地震力的影响，

从图２可以看出，地震力随着土层厚度的增加而逐
渐增大，同时表明，随着频率比 ν／ω０的增大，地震
力增大速率越快；图３表明，地震力随着频率比 ν／

ω０的增大而增大，同时显示，随着剪切波速度的增
大，地震力增加速度变慢；从图４中可以看出，地震
力随着剪切波速度的增大逐渐变小，大约在剪切波

速度等于１００ｍ／ｓ时，影响基本可以忽略．

图２　地震力Ｆ０与地基土层厚度Ｈ的关系

Ｆｉｇ．２　Ｔｈｅｒｅｌａｔｉｏｎｓｈｉｐｂｅｔｗｅｅｎｓｅｉｓｍｉｃｆｏｒｃｅｓａｎｄｓｏｉｌｔｈｉｃｋｎｅｓｓ

图３　地震力Ｆ０与频率比ν／ω０的关系

Ｆｉｇ．３　Ｔｈｅｒｅｌａｔｉｏｎｓｈｉｐｂｅｔｗｅｅｎｓｅｉｓｍｉｃｆｏｒｃｅｓａｎｄｆｒｅｑｕｅｎｃｙｒａｔｉｏ

图４　地震力Ｆ０与剪切波速度Ｖｓ的关系

Ｆｉｇ．４　Ｔｈｅｒｅｌａｔｉｏｎｓｈｉｐｂｅｔｗｅｅｎｓｅｉｓｍｉｃｆｏｒｃｅｓａｎｄｓｈｅａｒｗａｖｅｖｅｌｏｃｉｔｙ

图５　地震力Ｆ０对超谐波幅频曲线的影响

Ｆｉｇ．５　Ｅｆｆｅｃｔｏｆｓｅｉｓｍｉｃｆｏｒｃｅｏｎｔｈｅｆｒｅｑｕｅｎｃｙｒｅｓｐｏｎｓｅｃｕｒｖｅｓ

图５～图７显示了地震力、弹性及非弹性系数对
超谐波幅频响应曲线的影响，从图５中可以看出，随
着地震力的逐渐增大，桩的３次超谐波共振响应逐
渐增大，共振频域变宽，出现３次超谐波共振的可能
性增大，非线性性质逐渐明显；图６表明，随着弹性

０８２
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系数的增大，桩的３次超谐波共振响应逐渐减小，非
线性性质变弱，共振频域变窄；从图７可以看出，随
着非线性弹性系数的增大，桩的非线性更加明显，３
次超谐波响应也逐渐增大，共振频域变宽．图８显示
了桩出现３次超谐波共振时的时间历程曲线，从图
中可以看出，桩的最大位移达到６ｃｍ．

图６　弹性系数ｋ１对超谐波幅频曲线的影响

Ｆｉｇ．６　Ｅｆｆｅｃｔｏｆｅｌａｓｔｉｃｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔｏｎｔｈｅｆｒｅｑｕｅｎｃｙｒｅｓｐｏｎｓｅｃｕｒｖｅｓ

图７　非弹性系数ｋ３对超谐波幅频曲线的影响

Ｆｉｇ．７　Ｅｆｆｅｃｔｏｆｅｌａｓｔｉｃｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔｏｎｔｈｅｆｒｅｑｕｅｎｃｙｒｅｓｐｏｎｓｅｃｕｒｖｅｓ

图８　桩基时间历程曲线

Ｆｉｇ．８　Ｔｈｅｔｉｍｅｈｉｓｔｏｒｙｏｆｐｉｌｅｆｏｕｎｄａｔｉｏｎ

４　结论

本文针对地震作用下非线性弹性地基中桩的

３次超谐波共振问题开展研究，基于 Ｈａｍｉｌｔｏｎ变分
原理推导了非线性地基中桩的非线性控制方程，运

用Ｇａｌｅｒｋｉｎ方法离散时间和空间，利用多尺度摄动
法获得了桩３次超谐波共振时的幅频响应曲线，基
于工程实例，探讨了各项参数对地震力大小的影

响，研究地震力、弹性及非弹性系数对３次超谐波
共振的影响，最后得到了桩３次超谐波共振的时间
历程曲线，结果表明：

（１）当地震波频率约等于桩基固有频率的１／３
时，容易激发桩的３次超谐波共振响应，其共振幅
值较大；

（２）桩基的３次超谐波共振响应随着地震力、
非线性弹性系数的增大而变得更加显著，随着弹性

系数的增大而逐渐变小．
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