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一类不连续映射的分岔分析
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摘要　研究一类一维分段不连续映射的边界碰撞分岔问题，推导了周期ｎ解的边界碰撞分岔曲线及ｆｏｌｄ分

岔条件，通过数值仿真验证了这些条件的正确性．研究发现系统存在周期增加序列和周期叠加序列．最后，

对分段不连续映射进行三参数分岔研究，揭示了系统各参数对其动力学行为的综合影响．
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引言

一些工程和物理科学的问题在数学上可由非

光滑系统表出，如碰摩转子［１］、干摩擦振子［２］、心

脏模型的一种交替现象等经常表示为分段映射模

型．在非光滑系统的分析中，边界碰撞分岔研究对
于描述系统的动力学行为具有重要作用．许多学者
对不同非光滑系统的边界碰撞分岔做了大量工作．
Ｎｕｓｓｅ等［３］研究了二维分段映射的边界碰撞分岔

现象．此外，Ｎｕｓｓｅ等［４］指出了一维分段映射在发

生边界碰撞分岔后将出现周期运动转化为混沌、多

带混沌以及周期增加分岔现象．Ｆｅｉｇｉｎ等［５］对 ｎ维
映射中的边界碰撞分岔的分类做了开创性的研究．
ＤｉＢｅｒｎａｒｄｏ等［６］将该系列成果在现代分岔理论框

架下对分段映射的边界碰撞分岔进行分类．Ｃｈｉｎ
等［７－８］分析了二维分段映射在发生擦边碰撞后系

统将出现周期增加和周期共存现象．
根据系统在边界性质的不同，可将系统分为分

段光滑连续系统和分段光滑不连续系统．虽然两者
都能产生边界碰撞分岔，但所得分岔性质有明显差

异．对一维分段光滑连续系统，文献［９－１３］研究
表明系统在发生边界碰撞分岔后均产生成对的环

（鞍结点型和鞍点 －鞍点型），也可发生环的同宿
分岔．对一维分段光滑不连续系统，文献［１４－１５］
研究结果表明系统在发生边界碰撞分岔后不仅能

产生单一的环，还伴随周期增加、周期叠加、混沌等

动力学行为．以上考虑的分段映射具有如下特性：

分界面一侧函数是单调增函数，另一侧函数是单调

减函数，且其中一侧函数具有不动点．最近，文献
［１６－１７］讨论了一维分段光滑不连续系统中两侧
函数都为单调增函数的情况．

在文献［１５］中，考虑了如下分段映射：

Ｇ（ｘ）＝
ｆ（ｘ）＝ａｘ ｘ≤１

ｇ（ｘ）＝ ｃｘ
１＋ｂ（ｘ－１）ｘ＞{ １

，

ａ＞１，ａ＜ｃ，１＜ｃ＜ｂ （１）
该模型可以用来解释一些经济现象，如技术交易与

基本交易间的金融关系，“牛熊市动力学”，金融危

机等．再比如，在股市交易市场中，价格的调整过程
可以用简单的线性函数表示，而庄家的调节模式则

用双曲线函数表示．对上述系统，文献［１５］只讨论
了参数范围为ａ＞１，ａ＜ｃ，１＜ｃ＜ｂ的情形，研究结
果表明：以上系统存在周期增加１的序列ＲＬｋ和周
期增加２的序列 ＬＲｋ，并伴随出现周期窗口与混沌
相交替的现象．本文研究系统（１）在 ｆ（ｘ）＝ａｘ＋ｂ
且ａ＞１，０＜ｃ＜１，０＜ｂ＜１时系统动力学行为的变
化．通过理论分析与数值分析，不仅得到系统存在
周期增加序列和周期叠加序列的结果，而且对三参

数分岔的研究展现了系统全部参数对其动力学行

为的综合影响．因此，本文是对文献［１５］的进一步
补充和完善．

１　系统模型

考虑如下映射：
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Ｔ（ｘ）＝
ｆ（ｘ）＝ａｘ＋ｂ ｘ≤１

ｇ（ｘ）＝ ｃｘ
１＋ｂ（ｘ－１） ｘ＞{ １

（２）

由于分段映射（２）两边都是单调增函数，为了后面

讨论的需要，要求映射（２）满足以下条件：

ｇ（１）＜１＜ｆ（１） （３）

０＜ｇ′（ｘ）＜１，ｇ′（ｘ）＜ｆ′（ｘ） （４）

由（３）、（４）解得ａ＞１，０＜ｃ＜１，０＜ｂ＜１．映射（２）

的图像如图１所示．

图１　当ａ＝５，ｂ＝０．２，ｃ＝０．７时分段映射Ｔ（ｘ）的图像

Ｆｉｇ．１　ＳｃｈｅｍａｔｉｃｄｉａｇｒａｍｏｆｔｈｅｐｉｅｃｅｗｉｓｅｍａｐＴ（ｘ）

ｗｉｔｈａ＝５，ｂ＝０．２，ｃ＝０．７

分段映射（２）的不变吸引区间为
Ｉ＝［ｇ（１），ｆ（１）］＝［ｃ，ａ＋ｂ］ （５）

本文将在此不变吸引区间上研究映射（２）的动力
学行为．

２　以ｂ为分岔参数的边界碰撞分岔

以ｂ为分岔参数，系统（２）的全局分岔图如图
２所示．由图２可知，映射（２）存在周期增加序列和
周期叠加序列．以下将通过理论分析证实数值结果
的准确性．

图２　ａ＝５，ｃ＝０．７，ｘ０＝１．５（ａ）映射Ｔ（ｘ）关于ｂ的分岔序列，

（ｂ）局部放大图

Ｆｉｇ．２　ａ＝５，ｃ＝０．７，ｘ０＝１．５（ａ）ＢｉｆｕｒｃａｔｉｏｎｓｅｑｕｅｎｃｅｏｆｍａｐＴ（ｘ）

ｗｉｔｈｐａｒａｍｅｔｅｒｂ，（ｂ）ＰａｒｔｉａｌｌｙｅｎｌａｒｇｅｄｄｉａｇｒａｍｏｆＦｉｇ．２（ａ）

２．１　ＬＲｋ序列下的边界碰撞分岔
对于分段映射，边界碰撞分岔会导致任意周期

的环的出现或消失，而环的边界碰撞分岔条件则通

过周期点碰撞不连续边界得到．以周期３环的边界
碰撞分岔为例，如图３所示，只要 ｘ０∈［ｇ（１），１］，
则周期３环存在，其周期点分别为 ｘ０＜１，ｘ１＞ｘ２＞
１．当周期点碰撞不连续边界后，周期３环发生边界
碰撞分岔，其分岔条件为ｘ０＝１（如图３（ａ））和ｘ２＝
１（如图３（ｂ）），ｘ２＝１也等价于ｘ０＝ｇ（１）．

图３　周期３环的边界碰撞分岔

Ｆｉｇ．３　Ｂｏｒｄｅｒｃｏｌｌｉｓｉｏｎｂｉｆｕｒｃａｔｉｏｎｏｆａｐｅｒｉｏｄ３ｃｙｃｌｅ

由以上分析可知：导致环出现或消失的两个边

界碰撞分岔条件对应于吸引区间 Ｉ＝［ｃ，ａ＋ｂ］的
边界，即ｘ０＝１对应 ｘ１＝ｆ（ｘ０）＝ａ＋ｂ，ｘ２＝１对应
ｘ０＝ｇ（１）＝ｃ．

下面考虑周期ｋ＋１环，定义为｛ｘ０＜１，ｘ１＞ｘ２
＞…＞ｘｋ＞１｝的边界碰撞分岔，即系统在边界的左
边迭代１次，用符号 Ｌ表示，在边界的右边迭代 ｋ
次，用符号Ｒ表示，则周期 ｋ＋１解的形式为 ＬＲｋ，
而边界碰撞分岔条件由复合映射 ｇｋｆ（ｘ０）＝ｘ０的
不动点ｘ０来决定，其迭代表达式如下：

ｘ１＝ａｘ０＋ｂ

ｘ２＝
ｃｘ１

１＋ｂ（ｘ１－１）

ｘ３＝
ｃ２ｘ１

ｘ１ｂ
ｃ２－ｄ２
ｃ－ｄ＋ｄ

２



ｘｋ＝
ｃｋ－１ｘ１

ｘ１ｂ
ｃｋ－１－ｄｋ－１
ｃ－ｄ ＋ｄｋ－



















 １

通过迭代表达式，可知 ｘ０表示如下（其中 ｄ＝１－
ｂ）：

ｘ０＝
ｃｋ（ａｘ０＋ｂ）

（ａｘ０＋ｂ）ｂ
ｃｋ－ｄｋ
ｃ－ｄ＋ｄ

ｋ
（６）

２７２
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下面先考虑环ＬＲｋ的存在条件，其次研究环ＬＲｋ的
边界碰撞分岔曲线．环的存在性通过 ｘ０∈［ｇ（１），
１］得出，即：

ｇ（１）＝ｃ＜ｘ０＜１ （７）

对于环ＬＲｋ的边界碰撞分岔曲线，记周期点从
左边与不连续边界发生碰撞的曲线为ＢＣＢｌＬＲｋ，由ｘ０
＝１解出．周期点从右边与不连续边界发生碰撞的
曲线记为 ＢＣＢｒＬＲｋ，通过 ｘｋ＝１或 ｘ０＝ｇ（ｘｋ）＝ｃ解
出，所得表达式分别如下：

ＢＣＢｌＬＲｋ：ａ＝
ｃｋｂ－ｄｋ－ｂ２ｃ

ｋ－ｄｋ
ｃ－ｄ

ｂｃ
ｋ－ｄｋ
ｃ－ｄ－ｃ

ｋ
（８）

ＢＣＢｒＬＲｋ：ａ＝
ｃｋ－１ｂ－ｄｋ－ｂ２ｃ

ｋ－ｄｋ
ｃ－ｄ

ｂｃｃ
ｋ－ｄｋ
ｃ－ｄ－ｃ

ｋ
（９）

以下将在参数平面（ａ，ｂ）上描述边界碰撞曲
线（８）、（９），其中Ｐｋ＋１为ＢＣＢ

ｌ
ＬＲｋ与ＢＣＢ

ｒ
ＬＲｋ所围成的

区域，该区域就是周期ｋ＋１环ＬＲｋ的存在区域．若
用ｂｍｉｎＬＲｋ表示 ＢＣＢ

ｒ
ＬＲｋ，ｂ

ｍａｘ
ＬＲｋ表示 ＢＣＢ

ｌ
ＬＲｋ，根据［１８］结

论，当满足条件ｂｍｉｎＬＲｋ＜ｂ
ｍａｘ
ＬＲｋ＜ｂ

ｍｉｎ
ＬＲｋ＋１＜ｂ

ｍａｘ
ＬＲｋ＋１时，则存在

任意两个相邻环的叠加现象．由图４知（其中实线
表示周期点从左边与不连续边界发生碰撞的曲线

ＢＣＢｌＬＲｋ，虚线表示周期点从右边与不连续边界发生

碰撞的曲线ＢＣＢｒＬＲｋ），在环 ＬＲ的区域 Ｐ２与环 ＬＲ
２

的区域 Ｐ３之间存在环 ＬＲＬＲ
２的区域 Ｐ′５，在环 ＬＲ

２

的区域Ｐ３与环 ＬＲ
３的区域 Ｐ４之间存在环 ＬＲ

２ＬＲ３

的区域Ｐ′７，在环ＬＲ
３的区域Ｐ４与环ＬＲ

４的区域Ｐ５
之间存在环ＬＲ３ＬＲ４的区域Ｐ′９等．

图４　ｃ＝０．７平面（ａ，ｂ）上的ＬＲｋ周期区域

Ｆｉｇ．４　ＰｅｒｉｏｄｉｃｒｅｇｉｏｎｓｏｆＬＲｋｉｎｔｈｅｐｌａｎｅ（ａ，ｂ）ｆｏｒｃ＝０．７

最后讨论环的稳定性，其稳定性条件如下：

λ（ＬＲｋ）＝ａｇ′（ｘ１）…ｇ
′（ｘｋ）＝

　 ａｃｋ（１－ｂ）ｋ

（１＋ｂ（ｘ１－１））
２…（１＋ｂ（ｘｋ－１））

２ （１０）

由于ｘ１＞ｘ２＞…＞ｘｋ＞１，故λ（ＬＲ
ｋ）＜ａｃｋ（１－

ｂ）ｋ＜１，则稳定性条件为：

ａ＜ １
ｃｋ（１－ｂ）ｋ

（１１）

２．２　ＲＬｋ序列下的边界碰撞分岔
本小节考虑周期 ｋ＋１环，定义为｛ｘ０＞１，ｘ１＜

ｘ２＜…＜ｘｋ＜１｝，即系统在边界的左边迭代 ｋ次，
用符号Ｌ表示，在边界的右边迭代１次，用符号 Ｒ
表示，则周期ｋ＋１环的表达式为 ＲＬｋ．而边界碰撞
分岔条件由复合映射ｆｋｇ（ｘ０）＝ｘ０的不动点 ｘ０来
决定，ｘ０的表达式如下：

ｘ０＝
ａｋｃｘ０

１＋ｂ（ｘ０－１）
＋１－ａ

ｋ

１－ａｂ （１２）

边界碰撞曲线可分为两种，记周期点从左边与不连

续边界ｘ＝１发生碰撞的曲线为 ＢＣＢｌＲＬｋ，周期点从
右边与不连续边界 ｘ＝１发生碰撞的曲线为
ＢＣＢｒＲＬｋ．由ｘ０＝１解出如下表达式：

ＢＣＢｒＲＬｋ：ｂ＝
１－ａｋｃ
１－ａｋ

（１－ａ） （１３）

下面，考虑ＢＣＢｌＲＬｋ的计算表达式，由 ｘ０＝１＝ｆ（ｘｋ）
＝ａ＋ｂ得
１－ａｋ－１
１－ａｂ

３＋（ａｋ－１－２）ｂ２＋

　ｂ１－ａ
ｋ－１

１－ａ ＋ａ
ｋ－１ｃ＋１－( )ａ＋ａｋｃ－１＝０

（１４）

令ｅ＝１－ａ
ｋ－１

１－ａ，ｆ＝ａ
ｋ－１－２，ｇ＝ｅ＋ｈ－ａ＋２，ｈ＝ａｋｃ

－１，其中ｋ≠１，（１４）可表示为：
ｅｂ３＋ｆｂ２＋ｇｂ＋ｈ＝０ （１５）

令Ａ＝ｆ２－３ｅｇ，Ｂ＝ｆｇ－９ｅｈ，Ｃ＝ｇ２－３ｆｈ，Δ＝Ｂ２－
４ＡＣ．根据一元三次方程的求根公式［１９］，（１５）的根
可以分为以下４种情况．
（ⅰ）当Ａ＝Ｂ＝０时，

ｂ１＝ｂ２＝ｂ３＝
－ｆ
３ｅ＝

－ｇ
ｆ＝

－３ｈ
ｇ （１６）

（ⅱ）当Δ＝Ｂ２－４ＡＣ＞０时，

ｂ１＝
－ｆ－（３Ｙ槡 １＋

３Ｙ槡 ２）

３ｅ （１７）

其中Ｙ１，２＝Ａｆ＋３ｅ
－Ｂ±槡Δ
２ ，ｂ２，ｂ３为虚根（略去）．

（ⅲ）当Δ＝Ｂ２－４ＡＣ＝０时，

３７２
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ｂ１＝
－ｆ
ｅ＋

Ｂ
Ａ （１８）

ｂ２＝ｂ３＝
－Ｂ
２Ａ （１９）

（ⅳ）当Δ＝Ｂ２－４ＡＣ＜０时，

ｂ１＝
－ｆ－２槡Ａｃｏｓ

θ
３

３ｅ （２０）

ｂ２，３＝
槡－ｆ＋ Ａ（ｃｏｓθ３±槡３ｓｉｎ

θ
３）

３ｅ （２１）

其中θ＝ａｒｃｃｏｓＴ，Ｔ＝２Ａｆ－３ｅＢ
２ Ａ槡

３
，Ａ＞０，－１＜Ｔ＜１．

由以上分析可知，根据不同的参数范围ＢＣＢｌＲＬｋ
存在４种不同的表达式．

最后通过特征值确定环ＲＬｋ的稳定性，结论如
下：

λ（ＲＬｋ）＝ ａｋｃ（１－ｂ）
（１＋ｂ（ｘ０－１））

２ （２２）

由ｘ０＞１知 λ（ＲＬ
ｋ）＝ ａｋｃ（１－ｂ）

（１＋ｂ（ｘ０－１））
２＜ａ

ｋｃ（１－

ｂ）＜１，则环的稳定性条件为：

１－１
ｃａｋ
＜ｂ （２３）

环ＲＬｋ发生ｆｏｌｄ分岔的条件如下：

λ（ＲＬｋ）＝ ａｋｃ（１－ｂ）
（１＋ｂ（ｘ０－１））

２＝１ （２４）

解得相应的ｘ０为：

ｘ０＝
ｃａｋ（１－ｂ槡 ）－１

ｂ ＋１ （２５）

令（１２）中的Ｂ＝ｃａｋ，Ａ＝１－ａ
ｋ

１－ａｂ，解得

ｘ０＝Ｂ＋Ａｂ＋ｂ－１＋ （Ｂ＋Ａｂ）２＋（１－ｂ）２＋２Ｂ（ｂ－１）－２Ａｂ（ｂ－１槡 ）

２ｂ

（２６）
联立（２５）（２６），解得环 ＲＬｋ发生 ｆｏｌｄ分岔时对应
的参数范围：

ｂ＝
１＋ １－４（１－３ｃａｋ）（１－ａ

ｋ

１－ａ槡
）

２１－ａ
ｋ

１－ａ

（２７）

以下将在平面（ａ，ｂ）上描述边界碰撞曲线 ＢＣＢｒＲＬｋ
与（２７）．仿真结果如图５所示，其中记 ＰＲＬｋ为 ｆｏｌｄ
分岔曲线（２７）与 ＢＣＢｒＲＬｋ所围成的区域，该区域就
是周期ｋ＋１环 ＲＬｋ的存在区域，实线表示 ｆｏｌｄ分
岔曲线，虚线表示周期点从右边与不连续边界 ｘ＝

１发生碰撞的曲线ＢＣＢｒＲＬｋ．由图５可知，系统（２）存
在环ＲＬ的周期区域 ＰＲＬ，存在环 ＲＬ

２的周期区域

ＰＲＬ２，存在环ＲＬ
３的周期区域ＰＲＬ３，存在环ＲＬ

４的周

期区域 ＰＲＬ４，存在环 ＲＬ
５的周期区域 ＰＲＬ５，存在环

ＲＬ６的周期区域ＰＲＬ６等．

图５　ｃ＝０．７平面（ａ，ｂ）上的ＲＬｋ周期区域

Ｆｉｇ．５　ＰｅｒｉｏｄｉｃｒｅｇｉｏｎｓｏｆＲＬｋｉｎｔｈｅｐｌａｎｅ（ａ，ｂ）ｆｏｒｃ＝０．７

３　以ｃ为分岔参数的边界碰撞分岔

对于以ｂ为分岔参数的情形，上一节研究了环
ＬＲｋ和ＲＬｋ的边界碰撞曲线，存在性条件及稳定性
条件，在参数平面（ａ，ｂ）上由 ＢＣＢｌＬＲｋ和 ＢＣＢ

ｒ
ＬＲｋ确定

了环ＬＲｋ存在的区域，由ＢＣＢｌＲＬｋ和ｆｏｌｄ分岔曲线确

定环ＲＬｋ的存在区域．
本节讨论以ｃ为分岔参数时，映射（２）的动力

学行为．全局分岔图如图６所示，通过数值仿真观
察到系统（２）存在周期增加序列，周期叠加序列，
与以ｂ为分岔参数的数值结果相同（如图２所示）．

图６　ａ＝１．１，ｂ＝０．２，ｘ０＝１．５映射Ｔ（ｘ）关于ｃ的分岔序列

Ｆｉｇ．６　ＢｉｆｕｒｃａｔｉｏｎｓｅｑｕｅｎｃｅｏｆｍａｐＴ（ｘ）ｗｉｔｈ

ｐａｒａｍｅｔｅｒｂｆｏｒａ＝１．１，ｂ＝０．２，ｘ０＝１．５

下面研究以ｃ为分岔参数时，环 ＲＬｋ的边界碰

撞曲线，边界超平面ξｅｎｖ及大碰撞分岔（即无数条分

４７２
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岔曲线的交点）．环 ＬＲｋ的讨论方法与 ＲＬｋ的讨论
方法一样，故只讨论环ＲＬｋ的边界碰撞分岔．

与以ｂ为分岔参数的情形相比，右边的分岔曲
线ＢＣＢｒＲＬｋ都由ｘ０＝１得出，不同之处在于左边的分

岔曲线ＢＣＢｌＲＬｋ，前者由条件 ｘ０＝ａ＋ｂ，后者由 ｘｋ－１
＝１（ｘ０＝ａ

２＋ａｂ＋ｂ）得出，即

ＢＣＢｌＲＬｋ：

　ｃ＝
（ａ２＋ａｂ＋ｂ－１－ａ

ｋ

１－ａｂ）（１＋ａ
２ｂ＋ａｂ２＋ｂ２－ｂ）

ａｋ＋２＋ａｋ＋１ｂ＋ａｋｂ
（２８）

边界超平面ξｅｎｖ由条件 ｇ（ｆ（１））＝ｆ（ｇ（１））得
到：

ξｅｎｖ：ｃ＝ １＋ａｂ＋ｂ
２－ｂ

１＋ａｂ－ａ２ｂ－ａｂ２
（２９）

由（１３），对于ｃ→１时所有的分岔曲线 ＢＣＢｒＲＬｋ
在平面（ｂ，ｃ）从右边趋向于如下点：

ＢＩ（ａ） ａ＞１＝ ａ，ｃ＝１，ｂ＝１－{ }ａ ａ＞１ （３０）

即在点ＢＩ（ａ）即发生大碰撞分岔．

图７　ａ＝１．１平面（ｂ，ｃ）上的ＲＬｋ周期区域

Ｆｉｇ．７　ＰｅｒｉｏｄｉｃｒｅｇｉｏｎｓｏｆＲＬｋｉｎｔｈｅｐｌａｎｅ（ｂ，ｃ）ｆｏｒａ＝１．１

以下将在参数平面（ｂ，ｃ）上描述边界碰撞曲线
（１３）（２８）及 ξｅｎｖ．其中 ＰＲＬｋ为 ＢＣＢ

ｌ
ＲＬｋ、ＢＣＢ

ｒ
ＲＬｋ及 ξ

ｅｎｖ

所围成的区域，该区域就是周期 ｋ＋１环 ＲＬｋ的存

在区域．用 ｂｍｉｎＲＬｋ表示 ＢＣＢ
ｒ
ＲＬｋ，ｂ

ｍａｘ
ＲＬｋ表示 ＢＣＢ

ｌ
ＲＬｋ．根据

［１８］结论，当满足 ｂｍｉｎＲＬｋ＋１＜ｂ
ｍａｘ
ＲＬｋ＋１＜ｂ

ｍｉｎ
ＲＬｋ＜ｂ

ｍａｘ
ＲＬｋ时，则

存在任意两个相邻环的叠加现象，当满足 ｂｍｉｎＲＬｋ＋１＜

ｂｍｉｎＲＬｋ＜ｂ
ｍａｘ
ＲＬｋ＋１＜ｂ

ｍａｘ
ＲＬｋ时，则存在周期增加和吸引子共

存的现象．由图７知（其中实线表示周期点从左边
碰撞不连续边界的曲线ＢＣＢｒＲＬｋ，虚线表示周期点从

右边碰撞不连续边界的曲线 ＢＣＢｌＲＬｋ）在环 ＲＬ的区

域ＰＲＬ与环 ＲＬ
２的区域 ＰＲＬ２存在环 ＲＬＲＬ

２的区域

ＰＲＬＲＬ２及环ＲＬ与环ＲＬ
２共存的区域ＰＲＬ∩ＰＲＬ２；在环

ＲＬ２的区域ｐＲＬ２与环ＲＬ
３的区域ＰＲＬ３存在环ＲＬ

２ＲＬ３

的区域ＰＲＬ２ＲＬ３及环ＲＬ
２与环ＲＬ３共存的区域ＰＲＬ２∩

ＰＲＬ３；在环ＲＬ
３的区域 ＰＲＬ３与环 ＲＬ

４的区域 ＰＲＬ４存

在环ＲＬ３ＲＬ４的区域 ＰＲＬ３ＲＬ４及环 ＲＬ
３与环 ＲＬ４共存

的区域ＰＲＬ３∩ＰＲＬ４等．

４　三参数的分岔分析

本节将通过数值仿真，研究映射（２）的环的周
期区域随３个参数改变的情况．

首先在平面（ａ，ｂ）上讨论环 ＬＲｋ存在的周期
区域随参数ｃ改变的情况，仿真结果如图８所示．
其中虚线表示 ＢＣＢｒＬＲｋ，实线表示 ＢＣＢ

ｌ
ＬＲｋ，ＰＬＲｋ表示

环ＬＲｋ的存在区域，ＰＬＲｋ－１ＬＲｋ表示环 ＬＲ
ｋ－１与环 ＬＲｋ

叠加的区域．ＰＬＲｋ－１∩ＰＬＲｋ表示环 ＬＲ
ｋ－１与环 ＬＲｋ共

存的区域．

图８　平面（ａ，ｂ）上环存在的周期区域随参数ｃ改变的情况

（（ａ）ｃ＝０．１，（ｂ）ｃ＝０．２ｏｒ０．３，（ｃ）ｃ＝０．４，（ｄ）ｃ＝０．５，

（ｅ）ｃ＝０．６，（ｆ）ｃ＝０．７～０．９）

Ｆｉｇ．８　Ｔｈｅｃｈａｎｇｅｏｆｐｅｒｉｏｄｉｃｒｅｇｉｏｎｓｗｉｔｈｔｈｅｖａｒｉａｔｉｏｎｏｆ

ｐａｒａｍｅｔｅｒｃｉｎｔｈｅｐｌａｎｅ（ａ，ｂ）（（ａ）ｃ＝０．１，（ｂ）ｃ＝０．２ｏｒ０．３，

（ｃ）ｃ＝０．４，（ｄ）ｃ＝０．５，（ｅ）ｃ＝０．６，（ｆ）ｃ＝０．７～０．９）

图８（ａ）说明ｃ＝０．１时，系统（２）在 ｂ∈（０，０．
６）不存在任何的周期区域；图８（ｂ）说明ｃ＝０．２或
０．３时，系统（２）在ｂ∈（０，０．６）存在周期２环的区

５７２
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域ＰＬＲ；图８（ｃ）说明ｃ＝０．４时，系统（２）在ｂ∈（０，
０．６）存在周期 ２环的区域 ＰＬＲ，周期 ３环的区域
ＰＬＲ２；图８（ｄ）说明 ｃ＝０．５时，系统（２）在 ｂ∈（０，
０．６）存在周期 ２环的区域 ＰＬＲ，周期 ３环的区域
ＰＬＲ２，周期４环的区域ＰＬＲ３；图８（ｅ）说明ｃ＝０．６时，
系统（２）在 ｂ∈（０，０．６）存在周期２环的区域 ＰＬＲ，
周期３环的区域ＰＬＲ２，周期４环的区域ＰＬＲ３，周期５
环的区域ＰＬＲ４；图８（ｆ）说明 ｃ＝０．７～０．９时，系统
（２）在ｂ∈（０，０．６）存在周期２环的区域 ＰＬＲ，周期
３环的区域ＰＬＲ２，周期４环的区域ＰＬＲ３，周期５环的
区域 ＰＬＲ４，周期６环的区域 ＰＬＲ５，周期７环的区域
ＰＬＲ６．图８（ａ）～（ｆ）说明了，环的周期随着参数 ｃ的
增加而增加．

其次在平面（ｂ，ｃ）上讨论环ＲＬｋ存在的周期区
域随参数 ａ改变的情况，仿真结果如图９所示．其
中虚线表示 ＢＣＢｌＬＲｋ，实线表示 ＢＣＢ

ｒ
ＬＲｋ，ＰＬＲｋ表示环

ＲＬｋ的存在区域，ＰＬＲｋ－１ＲＬｋ表示环 ＲＬ
ｋ－１与环 ＲＬｋ叠

加的区域．ＰＬＲｋ－１∩ＰＬＲｋ表示环 ＲＬ
ｋ－１与环 ＲＬｋ共存

的区域．

图９　平面（ｂ，ｃ）上环存在的周期区域随参数ａ改变

的情况（（ａ）ａ＝１．１～１．６，（ｂ）ａ＝１．７ｏｒ＞１．７）

Ｆｉｇ．９　Ｔｈｅｃｈａｎｇｅｏｆｐｅｒｉｏｄｉｃｒｅｇｉｏｎｓｗｉｔｈｔｈｅｖａｒｉａｔｉｏｎｏｆｐａｒａｍｅｔｅｒａ

ｉｎｔｈｅｐｌａｎｅ（ａ，ｂ）（（ａ）ａ＝１．１～１．６，（ｂ）ａ＝１．７ｏｒ＞１．７）

图９（ａ）（ｂ）说明了系统（２）存在周期２环的

区域ＰＲＬ，周期 ３环的区域 ＰＲＬ２，周期 ４环的区域

ＰＲＬ３，周期５环的区域 ＰＲＬ４，周期６环的区域 ＰＲＬ５，

周期７环的区域 ＰＲＬ６，环 ＲＬ与环 ＲＬ
２共存的区域

ＰＲＬ∩ＰＲＬ２，环ＲＬ
２与环ＲＬ３共存的区域ＰＲＬ２∩ＰＲＬ３，

环ＲＬ３与环 ＲＬ４共存的区域 ＰＲＬ３∩ＰＲＬ４，环 ＲＬ
４与

环ＲＬ５共存的区域 ＰＲＬ４∩ＰＲＬ５，环 ＲＬ
５与环 ＲＬ６共

存的区域 ＰＲＬ５∩ＰＲＬ６，环 ＲＬ与环 ＲＬ
２叠加的区域

ＰＲＬＲＬ２，环 ＲＬ
２与环 ＲＬ３叠加的区域 ＰＲＬ２ＲＬ３，环 ＲＬ

３

与环ＲＬ４叠加的区域 ＰＲＬ３ＲＬ４，环 ＲＬ
４与环 ＲＬ５叠加

的区域ＰＲＬ４ＲＬ５，环ＲＬ
５与环ＲＬ６叠加的区域ＰＲＬ５ＲＬ６．

不同之处在于图９（ａ）在ａ＝１．１～１．６时，系统（２）

存在曲线ξｅｎｖ，而当 ａ＝１．７（或 ＞１．７）时，图９（ｂ）
不存在曲线ξｅｎｖ．

５　小结

对一类分段映射（２），在新的参数范围内，讨
论了导致环ＲＬｋ与环 ＬＲｋ出现或消失的边界碰撞
分岔曲线及ｆｏｌｄ分岔条件，并且本文还综合考虑了
各参数对系统动力学行为的影响，更加全面地揭示

了系统的动力学特性．通过数值仿真，发现在新的
参数范围内，系统不产生混沌，但是出现了周期环

的周期增加、周期叠加现象．以上分析对全面了解
分段映射（２）的动力学性质具有指导意义．
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１９９９，１０（１１）：１８８１～１９０８

７　ＣｈｉｎＷ，ＯｔｔＥ，ＮｕｓｓｅＨＥ，ＧｒｅｂｏｇｉＣ．Ｇｒａｚｉｎｇｂｉｆｕｒｃａ

ｔｉｏｎｓｉｎｉｍｐａｃｔｏｓｃｉｌｌａｔｏｒｓ．ＰｈｙｓｉｃａｌＲｅｖｉｅｗＥ，１９９４，５０

（６）：４４２７～４４４４

８　ｄｅＷｅｇｅｒＪ，ｖａｎｄｅＷａｔｅｒＷ，ＭｏｌｅｎａａｒＪ．Ｇｒａｚｉｎｇｉｍｐａｃｔ

ｏｓｃｉｌｌａｔｉｏｎｓ．ＰｈｙｓｉｃａｌＲｅｖｉｅｗＥ，２０００，６２（２）：２０３０～２０４１

６７２



第４期 李群宏等：一类不连续映射的分岔分析

９　ＧａｒｄｉｎｉＬ，ＴｒａｍｏｎｔａｎａＦ，ＢａｎｅｒｊｅｅＳ．Ｂｉｆｕｒｃａｔｉｏｎａｎａｌｙｓｉｓ

ｏｆａｎｉｎｄｕｃｔｏｒｌｅｓｓｃｈａｏｓｇｅｎｅｒａｔｏｒｕｓｉｎｇ１Ｄ ｐｉｅｃｅｗｉｓｅ

ｓｍｏｏｔｈｍａｐ．ＭａｔｈｅｍａｔｉｃｓａｎｄＣｏｍｐｕｔｅｒｓｉｎＳｉｍｕｌａｔｉｏｎ，

２０１３，９５：１３７～１４５

１０　ＡｖｒｕｔｉｎＶ，ＤｕｔｔａＰＳ，ＳｃｈａｎｚＭ，ＢａｎｅｒｊｅｅＳ．Ｉｎｆｌｕｅｎｃｅ

ｏｆａｓｑｕａｒｅｒｏｏｔｓｉｎｇｕｌａｒｉｔｙｏｎｔｈｅｂｅｈａｖｉｏｕｒｏｆｐｉｅｃｅｗｉｓｅ

ｓｍｏｏｔｈｍａｐｓ．Ｎｏｎｌｉｎｅａｒｉｔｙ，２０１０，２３（２）：４４５～４６３

１１　ＳｕｓｈｋｏＩ，ＡｇｌｉａｒｉＡ，ＧａｒｄｉｎｉＬ．Ｂｉｆｕｒｃａｔｉｏｎｓｔｒｕｃｔｕｒｅｏｆ

ｐａｒａｍｅｔｅｒｐｌａｎｅｆｏｒａｆａｍｉｌｙｏｆｕｎｉｍｏｄａｌｐｉｅｃｅｗｉｓｅｓｍｏｏｔｈ

ｍａｐｓ：Ｂｏｒｄｅｒｃｏｌｌｉｓｉｏｎｂｉｆｕｒｃａｔｉｏｎｃｕｒｖｅｓ．Ｃｈａｏｓ，Ｓｏｌｉｔｏｎｓ

＆Ｆｒａｃｔａｌｓ，２００６，２９（３）：７５６～７７０

１２　ＧａｒｄｉｎｉＬ，ＴｒａｍｏｎｔａｎａＦ，ＳｕｓｈｋｏＩ．Ｂｏｒｄｅｒｃｏｌｌｉｓｉｏｎｂｉ

ｆｕｒｃａｔｉｏｎｓｉｎｏｎｅｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌｌｉｎｅａｒｈｙｐｅｒｂｏｌｉｃｍａｐｓ．

ＭａｔｈｅｍａｔｉｃｓａｎｄＣｏｍｐｕｔｅｒｓｉｎＳｉｍｕｌａｔｉｏｎ，２０１０，８１（４）：

８９９～９１４

１３　ＧａｒｄｉｎｉＬ，ＳｕｓｈｋｏＩ，ＮａｉｍｚａｄａＡＫ．Ｇｒｏｗｉｎｇｔｈｒｏｕｇｈ

ｃｈａｏｔｉｃｉｎｔｅｒｖａｌｓ．ＪｏｕｒｎａｌｏｆＥｃｏｎｏｍｉｃＴｈｅｏｒｙ，２００８，１４３

（１）：５４１～５５７

１４　ＧａｒｄｉｎｉＬ，ＴｒａｍｏｎｔａｎａＦ．Ｂｏｒｄｅｒｃｏｌｌｉｓｉｏｎｂｉｆｕｒｃａｔｉｏｎ

ｃｕｒｖｅｓａｎｄｔｈｅｉｒｃｌａｓｓｉｆｉｃａｔｉｏｎｉｎａｆａｍｉｌｙｏｆ１Ｄｄｉｓｃｏｎｔｉｎｕ

ｏｕｓｍａｐｓ．Ｃｈａｏｓ，Ｓｏｌｉｔｏｎｓ＆Ｆｒａｃｔａｌｓ，２０１１，４４（４５）：

２４８～２５９

１５　ＴｒａｍｏｎｔａｎａＦ，ＧａｒｄｉｎｉＬ．Ｂｏｒｄｅｒｃｏｌｌｉｓｉｏｎｂｉｆｕｒｃａｔｉｏｎｓｉｎ

ｄｉｓｃｏｎｔｉｎｕｏｕｓｏｎｅｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌｌｉｎｅａｒｈｙｐｅｒｂｏｌｉｃｍａｐｓ．

ＣｏｍｍｕｎｉｃａｔｉｏｎｓｉｎＮｏｎｌｉｎｅａｒＳｃｉｅｎｃｅａｎｄＮｕｍｅｒｉｃａｌＳｉｍｕ

ｌａｔｉｏｎ，２０１１，１６（３）：１４１４～１４２３

１６　ＴｒａｍｏｎｔａｎａＦ，ＧａｒｄｉｎｉＬ，ＡｇｌｉａｒｉＡ．Ｅｎｄｏｇｅｎｏｕｓｃｙｃｌｅｓ

ｉｎｄｉｓｃｏｎｔｉｎｕｏｕｓｇｒｏｗｔｈｍｏｄｅｌｓ．ＭａｔｈｅｍａｔｉｃｓａｎｄＣｏｍｐｕｔ

ｅｒｓｉｎＳｉｍｕｌａｔｉｏｎ，２０１１，８１：１６２５～１６３９

１７　ＢｉｓｃｈｉＧＩ，ＧａｒｄｉｎｉＬ，ＴｒａｍｏｎｔａｎａＦ．Ｂｉｆｕｒｃａｔｉｏｎｃｕｒｖｅｓ

ｉｎｄｉｓｃｏｎｔｉｎｕｏｕｓｍａｐｓ．ＤｉｓｃｒｅｔｅａｎｄＣｏｎｔｉｎｕｏｕｓＤｙｎａｍｉ

ｃａｌＳｙｓｔｅｍｓ，ＳｅｒｉｅｓＢ，２０１０，１３（２）：２４９～２６７

１８　ＡｖｒｕｔｉｎＶ，ＳｃｈａｎｚＭ，ＢａｎｅｒｊｅｅＳ．Ｍｕｌｔｉｐａｒａｍｅｔｒｉｃｂｉ

ｆｕｒｃａｔｉｏｎｓｉｎａｐｉｅｃｅｗｉｓｅｌｉｎｅａｒｄｉｓｃｏｎｔｉｎｕｏｕｓｍａｐ．Ｎｏｎ

ｌｉｎｅａｒｉｔｙ，２００６，１９：１８７５～１９０６

１９　范盛金．一元三次方程的新求根公式与新判别法．海

南师范学院学报（自然科学版），１９８９，２（２）：９１～９８

（ＦａｎＳＪ．Ａｎｅｗｅｘｔｒａｃｔｉｎｇｆｏｒｍｕｌａａｎｄａｎｅｗｄｉｓｔｉｎｇｕｉｓ

ｈｉｎｇｍｅａｎｓｏｎｔｈｅｏｎｅｖａｒｉａｂｌｅｃｕｂｉｃｅｑｕａｔｉｏｎ．Ｎａｔｕｒａｌ

ＳｃｉｅｎｃｅＪｏｕｒｎａｌｏｆＨａｉｎａｎＴｅａｃｈｅｒｓＣｏｌｌｅｇｅ，１９８９，２（２）：

９１～９８（ｉｎＣｈｉｎｅｓｅ））

Ｒｅｃｅｉｖｅｄ２６Ｊａｎｕａｒｙ２０１４，ｒｅｖｉｓｅｄ３Ａｐｒｉｌ２０１４．
ＴｈｅｐｒｏｊｅｃｔｓｕｐｐｏｒｔｅｄｂｙｔｈｅＮａｔｉｏｎａｌＮａｔｕｒａｌＳｃｉｅｎｃｅＦｏｕｎｄａｔｉｏｎｏｆＣｈｉｎａ（１０９７２０５９ａｎｄ１１３７２０７７）ａｎｄｔｈｅＧｕａｎｇｘｉＮａｔｕｒａｌＳｃｉｅｎｃｅＦｏｕｎｄａｔｉｏｎ
（２０１０ＧＸＮＳＦＡ０１３１１０ａｎｄ２０１３ＧＸＮＳＦＡＡ０１９０１７）
ＣｏｒｒｅｓｐｏｎｄｉｎｇａｕｔｈｏｒＥｍａｉｌ：ｌｉｑｈ＠ｇｘｕ．ｅｄｕ．ｃｎ

ＢＩＦＵＲＣＡＴＩＯＮＡＮＡＬＹＳＩＳＩＮＡＣＬＡＳＳＯＦ

ＤＩＳＣＯＮＴＩＮＵＯＵＳＭＡＰＳ

ＬｉＱｕｎｈｏｎｇ　ＷｅｉＬｉｍｅｉ　ＬｕＹｕｍｕ
（ＣｏｌｌｅｇｅｏｆＭａｔｈｅｍａｔｉｃｓａｎｄＩｎｆｏｒｍａｔｉｏｎＳｃｉｅｎｃｅ，ＧｕａｎｇｘｉＵｎｉｖｅｒｓｉｔｙ，Ｎａｎｎｉｎｇ　５３０００４，Ｃｈｉｎａ）

Ａｂｓｔｒａｃｔ　Ｂｏｒｄｅｒｃｏｌｌｉｓｉｏｎｂｉｆｕｒｃａｔｉｏｎｓｏｆａｃｌａｓｓｏｆｏｎｅｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌｐｉｅｃｅｗｉｓｅｄｉｓｃｏｎｔｉｎｕｏｕｓｍａｐｓｗｅｒｅｉｎｖｅｓｔｉ
ｇａｔｅｄ．Ｔｈｅｂｏｒｄｅｒｃｏｌｌｉｓｉｏｎｂｉｆｕｒｃａｔｉｏｎｃｕｒｖｅｓａｎｄｆｏｌｄｂｉｆｕｒｃａｔｉｏｎｃｏｎｄｉｔｉｏｎｓｆｏｒｐｅｒｉｏｄｎｓｏｌｕｔｉｏｎｓｗｅｒｅｄｅｒｉｖｅｄ．
Ｔｈｅｃｏｒｒｅｃｔｎｅｓｓｏｆｔｈｅｄｅｄｕｃｅｄｒｅｓｕｌｔｓｗａｓｃｏｎｆｉｒｍｅｄｔｈｒｏｕｇｈｔｈｅｎｕｍｅｒｉｃａｌｓｉｍｕｌａｔｉｏｎｓ．Ｉｔｉｓｆｏｕｎｄｔｈａｔｔｈｅｒｅａｒｅ
ｐｅｒｉｏｄａｄｄｉｎｇｓｅｑｕｅｎｃｅｓａｎｄｐｅｒｉｏｄｏｖｅｒｌａｐｐｉｎｇｓｅｑｕｅｎｃｅｓｉｎｔｈｅｓｙｓｔｅｍ．Ｆｉｎａｌｌｙ，ｔｈｅｔｈｒｅｅｐａｒａｍｅｔｅｒｂｉｆｕｒｃａ
ｔｉｏｎｓｏｆｔｈｅｐｉｅｃｅｗｉｓｅｄｉｓｃｏｎｔｉｎｕｏｕｓｍａｐｗｅｒｅｃｏｎｓｉｄｅｒｅｄ，ｗｈｉｃｈｄｅｍｏｎｓｔｒａｔｅｓｔｈｅｃｏｍｂｉｎｅｄｉｎｆｌｕｅｎｃｅｏｆａｌｌｔｈｅ
ｐａｒａｍｅｔｅｒｓｉｎｔｈｅｍａｐ．

Ｋｅｙｗｏｒｄｓ　ｐｉｅｃｅｗｉｓｅｍａｐ，　ｂｏｒｄｅｒｃｏｌｌｉｓｉｏｎｂｉｆｕｒｃａｔｉｏｎ，　ｐｅｒｉｏｄｏｖｅｒｌａｐｐｉｎｇ，　ｐｅｒｉｏｄａｄｄｉｎｇ
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