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平面框架结构折线型弹塑性动力学

非传统 Ｈａｍｉｌｔｏｎ型增量变分原理

姜凤华１　罗恩２

（１．台州学院建筑工程学院，台州　３１８０００）（２．中山大学应用力学与工程系，广州　５１０２７５）

摘要　根据古典阴阳互补和现代对偶互补的基本思想，通过罗恩提出的一条简单而统一的新途径，系统地

建立了平面框架结构折线型弹塑性动力学的各类非传统Ｈａｍｉｌｔｏｎ型变分原理．文中首先给出平面框架结构

折线型弹塑性动力学的广义虚功原理的表式，然后从该式出发，不仅能得到平面框架结构折线型弹塑性动

力学的虚功原理，而且通过所给出的广义 Ｌｅｇｅｎｄｒｅ变换，还能系统地成对导出平面框架结构折线型弹塑性

动力学的５类变量分原理的互补泛函，以及１类变量和相空间非传统Ｈａｍｉｌｔｏｎ型变分原理的泛函．同时，通

过这条新途径还能清楚地阐明这些原理的内在联系．

关键词　框架结构，　弹塑性动力学，　相空间，　非传统Ｈａｍｉｌｔｏｎ型变分原理，　初值－边值问题

ＤＯＩ：　１０．６０５２／１６７２６５５３２０１４０１６

引言

结构的弹塑性分析一般都相当复杂，因此，目

前大多数都将非线性的本构关系简化为分段线性

弹性的本构关系．对于平面框架折线型弹塑性动力
学，可建立相应的增量变分原理，然后采用基于增

量变分原理的增量有限元法进行分析．
对于静力学增量变分原理的研究，１９７６年

Ｈｏｒｒｉｇｍｏｅ和Ｂｅｒｇａｎ［１］在传统变分原理的基础上通
过考虑增量变形来解决非线性问题，并与有限元结

合，放松单元的连续性要求，修正了传统的增量变

分原理；同年，Ｐｉａｎ［２］给出了小位移问题增量变分
原理和放松连续性要求的修正的增量变分原理；

１９８０年Ｍａｓｏｎ［３］给出了固体力学和壳体理论中的
增量能量方法，明确提出了增量变分原理的概念，

并给出了两条得到增量变分原理的途径；１９８４年
刘正兴［４］建立了基于增量变分原理的柔韧梁和柔

韧板单元；钟万勰［５］给出了小位移弹性问题中的各

类增量变分原理；１９９３年Ｇｒｚｅｇｏｒｚ［６］给出了线弹性
摩擦接触问题的增量变分原理；２００７年Ｌａｈｅｌｌｅｃ和
Ｓｕｑｕｅｔ［７］给出了非线性非弹性复合材料的增量变

分原理．２０００年贺国京和陈大鹏［８］提出了结构非

线性振动的杂交混合幅值增量变分原理．但是，有
关框架结构的一些重要的增量型基本原理，例如增

量虚功原理和能反映其初值边值问题的全部特征
各类非传统 Ｈａｍｉｌｔｏｎ型增量变分原理至今国内外
还没有系统建立．

本文根据文献［９］提出的一条简单而统一的
新途径，系统地建立了框架结构折线型弹塑性动力

学的广义增量虚功原理和增量虚功原理、以及各类

非传统 Ｈａｍｉｌｔｏｎ型增量变分原理和相空间非传统
Ｈａｍｉｌｔｏｎ型增量变分原理．这种新的增量变分原理
能反映这种动力学初值边值问题的全部特征．

１　平面框架折线型弹塑性动力学基本方程
及条件

（１）速度位移关系
ｊ梁：　ｖｉｊ＋Δｖｊ＝ｕ

ｉ
ｊ＋Δｕｊ　（ｊ＝１，２，…，ｍｌ）

（１ａ）
ｋ柱：　ｖｉｋ＋Δｖｋ＝ｕ

ｉ
ｋ＋Δｕｋ　（ｋ＝１，２，…，ｍｚ）

（１ｂ）
式中ｖ＝［ｖｓ，ｖｒ］

Ｔ，ｕ＝［ｕｓ，ｕｒ］
Ｔ．
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（２）动量速度关系
ｊ梁：　Δｐｊ＝ρｊＡｊΔｖｊ　（ｊ＝１，２，…，ｍｌ）

（２ａ）
ｋ柱：　Δｐｋ＝ρｋＡｋΔｖｋ　（ｋ＝１，２，…，ｍｚ）（２ｂ）

式中ｐ＝［ｐｓ，ｐｒ］
Ｔ．

（３）运动方程
ｊ梁：　
Ｂ（Ｑｉｊ＋ΔＱｊ）－ｐ

ｉ
ｊ－Δｐｊ＋ｆ

ｉ
ｊ＋Δｆｊ－ｃｕ

ｉ
ｊ－ｃΔｕｊ＝０

（３ａ）
Ｂ（Ｑｉｊ＋ΔＱｊ）－ρｊＡｊ（̈ｕ

ｉ
ｊ＋Δ̈ｕｊ）＋ｆｊ＋Δｆｊ－ｃｕ

ｉ
ｊ－

　ｃΔｕｊ＝０
　（ｊ＝１，２，…，ｍｌ） （３ｂ）
ｋ柱：　
Ｂ（Ｑｉｋ＋ΔＱｋ）－ｐ

ｉ
ｋ－Δｐｋ＋ｆ

ｉ
ｋ＋Δｆｋ－ｃｕ

ｉ
ｋ－

　ｃΔｕｋ＝０ （３ｃ）

Ｂ（Ｑｉｋ＋ΔＱｋ）－ρｋＡｋ（̈ｕ
ｉ
ｋ＋Δ̈ｕｋ）＋ｆ

ｉ
ｋ＋Δｆｋ－

　ｃｕｉｋ－ｃΔｕｋ＝０
　（ｋ＝１，２，…，ｍｚ） （３ｄ）

式中Ｑ＝［Ｎｓ，Ｍ］
Ｔ，ｆ＝［ｆｓ，ｆｒ］

Ｔ，０＝［０，０］Ｔ，Ｂ是

微分算子矩阵，Ｂ＝
ｄ／ｄｓ ０

０ －ｄ２／ｄｓ[ ]２ ．
（４）广义应变与位移关系

ｊ梁：　κｉｊ＋Δκｊ＝Ｂ（ｕ
ｉ
ｊ＋Δｕｊ）　

　　　（ｊ＝１，２，…，ｍｌ） （４ａ）
ｋ柱：　κｉｋ＋Δκｋ＝Ｂ（ｕ

ｉ
ｋ＋Δｕｋ）　

　　　（ｋ＝１，２，…，ｍｚ） （４ｂ）
式中＝［εｓ，κ］

Ｔ．
（５）广义内力和广义应变关系

对于一般弹塑性问题，有

Ｑ＝Φ（κ）／κ，κ＝Ψ（Ｑ）／Ｑ
式中，Φ（κ）和 Ψ（Ｑ）分别为应变能密度和余应变
能密度．

将增量段的广义内力和广义应变关系线性化，

一般弹塑性问题简化为折线型弹塑性问题后，有：

ｊ梁：　ΔＱｊ＝［Ｄ］
ｉ
ｊΔκｊ （５ａ）

或 Δκｊ＝［Ｄ］
ｉ
ｊ
－１ΔＱｊ　　（ｊ＝１，２，…，ｍｌ） （５ｂ）

ｋ柱：　ΔＱｋ＝［Ｄ］
ｉ
ｋΔκｋ （５ｃ）

或 Δκｋ＝［Ｄ］
ｉ
ｋ
－１ΔＱｋ　　（ｋ＝１，２，…，ｍｚ） （５ｄ）

式中［Ｄ］ｉ＝
ＥｉＡｉ ０

０ ＥｉＩ[ ]ｉ，［Ｄ］ｉ为割线弹塑性矩
阵．

图１　折线型弯矩曲率关系

Ｆｉｇ．１　Ｐｉｅｃｅｗｉｓｅｌｉｎｅａｒｒｅｌａｔｉｏｎｓｈｉｐｏｆｍｏｍｅｎｔｃｕｒｖａｔｕｒｅ

（６）结构边界条件

对于结构的整体直角坐标系 ｘ，ｚ，给定节点外

力的节点条件和给定节点位移的支撑节点条件分

别为：

Ｔｉｌ２＋ΔＴｌ２＝［Ｔ
ｉ
ｘｌ２＋ΔＴｘｌ２，Ｔ

ｉ
ｚｌ２＋ΔＴｚｌ２］

Ｔ＝Ｔｉｌ２＋ΔＴｌ２
　（ｌ２＝１，２，…，ｍｆ为给定节点外力的节点数）

（６ａ）

ｕｉｌ１＋Δｕｌ１＝［ｕ
ｉ
ｘｌ１＋Δｕｘｌ１，ｕ

ｉ
ｚｌ１＋Δｕｚｌ１］

Ｔ＝ｕｉｌ１＋Δｕｌ１
　（ｌ１＝１，２，…，ｍｓ为给定节点支撑的节点数）

（６ｂ）

（７）初始条件

ｕｉ０ｊ（ｓ）＋Δｕ０ｊ（ｓ）＝ｕ
ｉ
ｊ（ｓ，０）＋Δｕｊ（ｓ，０）＝

　［ｕｉｓｊ（ｓ，０）＋Δｕｓｊ（ｓ，０），ｕ
ｉ
ｒｊ（ｓ，０）＋

　Δｕｒｊ（ｓ，０）］＝珘ｕ
ｉ
０ｊ（ｓ）＋Δ珘ｕ０ｊ（ｓ）＝

　［珘ｕｉｓ０ｊ（ｓ）＋Δ珘ｕｓ０ｊ（ｓ），珘ｕ
ｉ
ｒ０ｊ（ｓ）＋Δ珘ｕｒ０ｊ（ｓ）］（７ａ）

ｐｉ０ｊ（ｓ）＋Δｐ０ｊ（ｓ）＝ｐ
ｉ
ｊ（ｓ，０）＋Δｐｊ（ｓ，０）＝

　［ｐｉｓｊ（ｓ，０）＋Δｐｓｊ（ｓ，０），ｐ
ｉ
ｒｊ（ｓ，０）＋

　Δｐｒｊ（ｓ，０）］＝珓ｐ
ｉ
０ｊ（ｓ）＋Δ珓ｐ０ｊ（ｓ）＝

　［珓ｐｉｓ０ｊ（ｓ）＋Δ珓ｐｓ０ｊ（ｓ），珓ｐ
ｉ
ｒ０ｊ（ｓ）＋Δ珓ｐｒ０ｊ（ｓ）］（７ｂ）

ｕｉ０ｋ（ｓ）＋Δｕ０ｋ（ｓ）＝ｕ
ｉ
ｋ（ｓ，０）＋Δｕｋ（ｓ，０）＝

　［ｕｉｓｋ（ｓ，０）＋Δｕ
ｉ
ｓｋ（ｓ，０），ｕ

ｉ
ｒｋ（ｓ，０）＋

　Δｕｒｋ（ｓ，０）］＝珘ｕ
ｉ
０ｋ（ｓ）＋Δ珘ｕ０ｋ（ｓ）＝

　［珘ｕｉｓ０ｋ（ｓ）＋Δ珘ｕｓ０ｋ（ｓ），珘ｕ
ｉ
ｒ０ｋ（ｓ）＋Δ珘ｕｒ０ｋ（ｓ）］

（７ｃ）

ｐｉ０ｋ（ｓ）＋Δｐ０ｋ（ｓ）＝ｐ
ｉ
ｋ（ｓ，０）＋Δｐｋ（ｓ，０）＝

　［ｐｉｓｋ（ｓ，０）＋Δｐｓｋ（ｓ，０），ｐ
ｉ
ｒｋ（ｓ，０）＋

　Δｐｒｋ（ｓ，０）］＝珓ｐ
ｉ
０ｋ（ｓ）＋Δ珓ｐ０ｋ（ｓ）＝

　［珓ｐｉｓ０ｋ（ｓ）＋Δ珓ｐｓ０ｋ（ｓ），珓ｐ
ｉ
ｒ０ｋ（ｓ）＋Δ珓ｐｒ０ｋ（ｓ）］（７ｄ）

７５２
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式中珘ｕｉ０ｊ（ｓ），Δ珘ｕ０ｊ（ｓ），珓ｐ
ｉ
０ｊ（ｓ），Δ珓ｐ０ｊ（ｓ），珘ｕ

ｉ
０ｋ（ｓ），Δ珘ｕ０ｋ

（ｓ），珓ｐｉ０ｋ（ｓ），Δ珓ｐ０ｋ（ｓ）为已知初始值．
（８）梁柱交结点的联结条件

①梁柱交结点的位移协调条件：
ｕｉｌ３＋０＋Δｕｌ３＋０＝［ｕ

ｉ
ｘ，ｌ３＋０＋Δｕｘ，ｌ３＋０，ｕ

ｉ
ｚ，ｌ３＋０＋

　Δｕｚ，ｌ３＋０］
Ｔ＝ｕｉｌ３＋１－０＋Δｕｌ３＋１－０＝

　［ｕｉｘ，ｌ３＋１－０＋Δｕｘ，ｌ３＋１－０，ｕ
ｉ
ｚ，ｌ３＋１－０＋

　Δｕｚ，ｌ３＋１－０］
Ｔ＝ｕｉｊ１，ｋ１＋Δｕｊ１，ｋ１ （８ａ）

ｕｉｌ３－０＋Δｕｌ３－０＝［ｕ
ｉ
ｘ，ｌ３－０＋Δｕｘ，ｌ３－０，ｕ

ｉ
ｚ，ｌ３－０＋

　Δｕｚ，ｌ３－０］
Ｔ＝ｕｉｌ３－１＋０＋Δｕｌ３－１＋０＝

　［ｕｉｘ，ｌ３－１＋０＋Δｕｘ，ｌ３－１＋０，ｕ
ｉ
ｚ，ｌ３－１＋０＋

　Δｕｚ，ｌ３－１＋０］
Ｔ＝ｕｉｊ１－１，ｋ１＋Δｕｊ１－１，ｋ１

ｌ３≠ ，ｌ３－１≠ ，ｍ，２ｍ，…，（ｎ－１）ｍ

ｌ３＋１≠ ，ｍ＋１，２ｍ＋１，…，（ｎ－１）ｍ＋( )























１

（８ｂ）
ｕｉｌ４＋０＋Δｕｌ４＋０＝［ｕ

ｉ
ｘ，ｌ４＋０＋Δｕｘ，ｌ４＋０，ｕ

ｉ
ｚ，ｌ４＋０＋

　Δｕｚ，ｌ４＋０］
Ｔ＝ｕｉｌ４＋１－０＋Δｕｌ４＋１－０＝

　［ｕｉｘ，ｌ４＋１－０＋Δｕｘ，ｌ４＋１－０，ｕ
ｉ
ｚ，ｌ４＋１－０＋

　Δｕｚ，ｌ４＋１－０］
Ｔ＝ｕｉｊ１，ｋ１＋Δｕｊ１，ｋ１ （８ｃ）

ｕｉｌ４－０＋Δｕｌ４－０＝［ｕ
ｉ
ｘ，ｌ４－０＋Δｕｘ，ｌ４－０，ｕ

ｉ
ｚ，ｌ４－０＋

　Δｕｚ，ｌ４－０］
Ｔ＝ｕｉｌ４－１＋０＋Δｕｌ４－１＋０＝

　［ｕｉｘ，ｌ４－１＋０＋Δｕｘ，ｌ４－１＋０，ｕ
ｉ
ｚ，ｌ４－１＋０＋

　Δｕｚ，ｌ４－１＋０］
Ｔ＝ｕｉｊ１－１，ｋ１＋Δｕｊ１－１，ｋ１

ｌ４≠，ｌ４－１≠，（ｍ＋１）ｎ，（ｍ＋２）ｎ，…，（２ｍ－１）ｎ

ｌ４＋１≠，（ｍ＋１）ｎ＋１，（ｍ＋２）ｎ＋１，…，（２ｍ－１）ｎ＋( )























１

（８ｄ）

②梁柱交结点的力平衡条件：
Ｔｉｌ３＋０＋ΔＴｌ３＋０＝［Ｔ

ｉ
ｘ，ｌ３＋０＋ΔＴｘ，ｌ３＋０，Ｔ

ｉ
ｚ，ｌ３＋０＋

　ΔＴｚ，ｌ３＋０］
Ｔ＝Ｔｉｌ３＋１－０＋ΔＴｌ３＋１－０＝

　［Ｔｉｘ，ｌ３＋１－０＋ΔＴｘ，ｌ３＋１－０，Ｔ
ｉ
ｚ，ｌ３＋１－０＋

　ΔＴｚ，ｌ３＋１－０］
Ｔ＝Ｔｉｊ１，ｋ１＋ΔＴｊ１，ｋ１ （８ｅ）

Ｔｉｌ３－０＋ΔＴｌ３－０＝［Ｔ
ｉ
ｘ，ｌ３－０＋ΔＴｘ，ｌ３－０，Ｔ

ｉ
ｚ，ｌ３－０＋

　ΔＴｚ，ｌ３－０］
Ｔ＝Ｔｉｌ３－１＋０＋ΔＴｌ３－１＋０＝

　［Ｔｉｘ，ｌ３－１＋０＋ΔＴｘ，ｌ３－１＋０，Ｔ
ｉ
ｚ，ｌ３－１＋０＋

　ΔＴｚ，ｌ３－１＋０］
Ｔ＝Ｔｉｊ１－１，ｋ１＋ΔＴｊ１－１，ｋ１

ｌ３≠ ，ｌ３－１≠ ，ｍ，２ｍ，…，（ｎ－１）ｍ

ｌ３＋１≠ ，ｍ＋１，２ｍ＋１，…，（ｎ－１）ｍ＋( )























１

（８ｆ）

Ｔｉｌ４＋０＋ΔＴｌ４＋０＝［Ｔ
ｉ
ｘ，ｌ４＋０＋ΔＴｘ，ｌ４＋０，Ｔ

ｉ
ｚ，ｌ４＋０＋

　ΔＴｚ，ｌ４＋０］
Ｔ＝Ｔｉｌ４＋１－０＋ΔＴｌ４＋１－０＝

　［Ｔｉｘ，ｌ４＋１－０＋ΔＴｘ，ｌ４＋１－０，Ｔ
ｉ
ｚ，ｌ４＋１－０＋

　ΔＴｚ，ｌ４＋１－０］
Ｔ＝Ｔｉｊ１，ｋ１＋ΔＴｊ１，ｋ１ （８ｇ）

Ｔｉｌ４－０＋ΔＴｌ４－０＝［Ｔ
ｉ
ｘ，ｌ４－０＋ΔＴｘ，ｌ４－０，Ｔ

ｉ
ｚ，ｌ４－０＋

　ΔＴｚ，ｌ４－０］
Ｔ＝Ｔｉｌ４－１＋０＋ΔＴｌ４－１＋０＝

　［Ｔｉｘ，ｌ４－１＋０＋ΔＴｘ，ｌ４－１＋０，Ｔ
ｉ
ｚ，ｌ４－１＋０＋

　ΔＴｚ，ｌ４－１＋０］
Ｔ＝Ｔｉｊ１－１，ｋ１＋ΔＴｊ１－１，ｋ１

ｌ４≠，ｌ４－１≠，（ｍ＋１）ｎ，（ｍ＋２）ｎ，…，（２ｍ－１）ｎ

ｌ４＋１≠，（ｍ＋１）ｎ＋１，（ｍ＋２）ｎ＋１，…，（２ｍ－１）ｎ＋( )























１

（８ｈ）

２　增量广义虚功原理、增量虚功原理

可以证明，对于任意无关的 ｐ，Ｑ，ｕ，有下列积
分关系式成立：

∑
ｍｌ

ｊ＝
{

１
∫
ｔ１

０∫ｌｊ［ｐＴｊｕｊ－ＱＴｊ（Ｂｕｊ）］ｄｓｄｔ＋
　∫

ｔ１

０∫ｌｊ［ｐＴｊｕｊ－（ＢＱｊ）Ｔｕｊ］ｄｓｄｔ－
　∫ｌｊ［ｕＴｊ（ｓ，ｔ１）ｐｊ（ｓ，ｔ１）－ｕＴｊ（ｓ，０）ｐｊ（ｓ，０）］ }ｄｓ ＋

　∑
ｍｚ

ｋ＝
{

１
∫
ｔ１

０∫ｌｋ［ｐＴｋｕｋ－ＱＴｋ（Ｂｕｋ）］ｄｓｄｔ＋
　∫

ｔ１

０∫ｌｋ［ｐＴｋｕｋ－（ＢＱｋ）Ｔｕｋ］ｄｓｄｔ－
　∫ｌｋ［ｕＴｋ（ｓ，ｔ１）ｐｋ（ｓ，ｔ１）－ｕＴｋ（ｓ，０）ｐｋ（ｓ，０）］ }ｄｓ ＋

　∫
ｔ１

０
［∑
ｍｆ

ｌ２＝１
ＴＴｌ２ｕｌ２＋∑

ｍｓ

ｌ１＝１
ＴＴｌ１ｕｌ１］ｄｔ＋

　∫
ｔ１{
０
∑
ｍｎ

ｌ３＝１
［（ＴＴｌ３＋０ｕｌ３＋０－Ｔ

Ｔ
ｌ３＋１－０ｕｌ３＋１－０）＋

　（ＴＴｌ３－０ｕｌ３－０－Ｔ
Ｔ
ｌ３－１＋０ｕｌ３－１＋０）］＋

　 ∑
（２ｍ＋１）ｎ

ｌ４＝ｍｎ＋１
［（ＴＴｌ４＋０ｕｌ４＋０－Ｔ

Ｔ
ｌ４＋１－０ｕｌ４＋１－０）＋

　（ＴＴｌ４－０ｕｌ４－０－Ｔ
Ｔ
ｌ４－１＋０ｕｌ４－１＋０ }）］ ｄｔ＝０ （９）

上式即为平面框架结构动力学的广义虚功原理．
根据（９）式，对于互不相关的任意函数 ｐｉ，Ｑｉ，

ｕｉ可得

∑
ｍｌ

ｊ＝
{

１
∫
ｔ１

０∫ｌｊ［ｐｉｊＴｕｉｊ－ＱｉｊＴ（Ｂｕｉｊ）＋ｐｉｊＴｕｉｊ－
　（ＢＱｉｊ）

Ｔｕｉｊ］ｄｓｄｔ－∫ｌｊ［ｕｉｊＴ（ｓ，ｔ１）ｐｉｊ（ｓ，ｔ１）－
　ｕｉｊ

Ｔ（ｓ，０）ｐｉｊ（ｓ，０）］ }ｄｓ ＋∑
ｍｚ

ｋ＝
{

１
∫
ｔ１

０∫ｌｋ［ｐｉｋＴｕｉｋ－

８５２
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　Ｑｉｋ
Ｔ（Ｂｕｉｋ）＋ｐ

ｉ
ｋ
Ｔｕｉｋ－（ＢＱ

ｉ
ｋ）
Ｔｕｉｋ］ｄｓｄｔ－

　∫ｌｋ［ｕｉｋＴ（ｓ，ｔ１）ｐｉｋ（ｓ，ｔ１）－ｕｉｋＴ（ｓ，０）ｐｉｋ（ｓ，０）］ }ｄｓ ＋

　∫
ｔ１

０
［∑
ｍｆ

ｌ２＝１
Ｔｉｌ２

Ｔｕｉｌ２＋∑
ｍｓ

ｌ１＝１
Ｔｉｌ１

Ｔｕｉｌ１］ｄｔ＋

　∫
ｔ１{
０
∑
ｍｎ

ｌ３＝１
［（Ｔｉｌ３＋０）

Ｔｕｌ３＋０－（Ｔ
ｉ
ｌ３＋１－０）

Ｔｕｌ３＋１－０＋

　（Ｔｉｌ３－０）
Ｔｕｌ３－０－（Ｔ

ｉ
ｌ３－１＋０）

Ｔｕｌ３－１＋０）］＋

　 ∑
（２ｍ＋１）ｎ

ｌ４＝ｍｎ＋１
［（Ｔｉｌ４＋０）

Ｔｕｌ４＋０－（Ｔ
ｉ
ｌ４＋１－０）

Ｔｕｌ４＋１－０＋

　（Ｔｉｌ４－０）
Ｔｕｌ４－０－（Ｔ

ｉ
ｌ４－１＋０）

Ｔｕｌ４－１＋０ }）］ ｄｔ＝０

（１０）
对于互不相关的任意函数 ｐｉ＋Δｐ，Ｑｉ＋ΔＱ，ｕｉ

＋Δｕ可得

∑
ｍｌ

ｊ＝１
｛∫
ｔ１

０∫ｌｊ｛（ｐｉｊ＋Δｐｊ）Ｔ（ｕｉｊ＋Δｕｊ）－
　（Ｑｉｊ＋ΔＱｊ）

Ｔ［（Ｂｕｉｊ）＋（ＢΔｕｊ）］＋
　［ｐｉｊ＋Δｐｊ－（ＢＱ

ｉ
ｊ）－（ＢΔＱｊ）］

Ｔ（ｕｉｊ＋

　Δｕｊ）｝ｄｓｄｔ－∫ｌｊ｛［ｕｉｊ（ｓ，ｔ１）＋Δｕｊ（ｓ，ｔ１）］Ｔ·
　［ｐｉｊ（ｓ，ｔ１）＋Δｐｊ（ｓ，ｔ１）］－［ｕ

ｉ
ｊ（ｓ，０）＋

　Δｕｊ（ｓ，０）］
Ｔ［ｐｉｊ（ｓ，０）＋Δｐｊ（ｓ，０）］｝ｄｓ｝＋

　∑
ｍｚ

ｋ＝１
｛∫
ｔ１

０∫ｌｋ｛（ｐｉｋ＋Δｐｋ）Ｔ（ｕｉｋ＋Δｕｋ）－
　（Ｑｉｋ＋ΔＱｋ）

Ｔ［（Ｂｕｉｋ）＋（ＢΔｕｋ）］＋［ｐ
ｉ
ｋ＋

　Δｐｋ－（ＢＱ
ｉ
ｋ）－（ＢΔＱｋ）］

Ｔ（ｕｉｋ＋Δｕｋ）｝ｄｓｄｔ－

　∫ｌｋ｛［ｕｉｋ（ｓ，ｔ１）＋Δｕｋ（ｓ，ｔ１）］Ｔ［ｐｉｋ（ｓ，ｔ１）＋
　Δｐｋ（ｓ，ｔ１）］－［ｕ

ｉ
ｋ（ｓ，０）＋Δｕｋ（ｓ，０）］

Ｔ·

　［ｐｉｋ（ｓ，０）＋Δｐｋ（ｓ，０）］｝ｄｓ｝＋

　∫
ｔ１

０
｛∑
ｍｆ

ｌ２＝１
［（Ｔｉｌ２＋ΔＴｌ２）

Ｔ（ｕｉｌ２＋Δｕｌ２）］＋

　∑
ｍｓ

ｌ１＝１
［（Ｔｉｌ１＋ΔＴｌ１）

Ｔ（ｕｉｌ１＋Δｕｌ１）］｝ｄｔ＋

　∫
ｔ１

０
｛∑
ｍｎ

ｌ３＝１
［（Ｔｉｌ３＋０＋ΔＴｌ３＋０）

Ｔ（ｕｉｌ３＋０＋Δｕｌ３＋０）－

　（Ｔｉｌ３＋１－０＋ΔＴｌ３＋１－０）
Ｔ（ｕｉｌ３＋１－０＋Δｕｌ３＋１－０）＋

　（Ｔｉｌ３－０＋ΔＴｌ３－０）
Ｔ（ｕｉｌ３－０＋Δｕｌ３－０）－

　（Ｔｉｌ３－１＋０＋ΔＴｌ３－１＋０）
Ｔ（ｕｉｌ３－１＋０＋Δｕｌ３－１＋０）］＋

　 ∑
（２ｍ＋１）ｎ

ｌ４＝ｍｎ＋１
［（Ｔｉｌ４＋０＋ΔＴｌ４＋０）

Ｔ（ｕｉｌ４＋０＋Δｕｌ４＋０）－

　（Ｔｉｌ４＋１－０＋ΔＴｌ４＋１－０）
Ｔ（ｕｉｌ４＋１－０＋Δｕｌ４＋１－０）＋

　（Ｔｉｌ４－０＋ΔＴｌ４－０）
Ｔ（ｕｉｌ４－０＋Δｕｌ４－０）－

　（Ｔｉｌ４－１＋０＋ΔＴｌ４－１＋０）
Ｔ（ｕｉｌ４－１＋０＋

　Δｕｌ４－１＋０）］｝ｄｔ＝０ （１１）

将式（１１）和式（１０）相减，可得

∑
ｍｌ

ｊ＝１
∫
ｔ１

０∫ｌｊ［（ｐｉｊ＋Δｐｊ）ＴΔｕｊ＋ΔｐＴｊｕｉｊ－
　（Ｑｉｊ＋ΔＱｊ）

Ｔ（ＢΔｕｊ）－ΔＱ
Ｔ
ｊ（Ｂｕ

ｉ
ｊ）］ｄｓｄｔ＋

　∑
ｍｌ

ｊ＝１
∫
ｔ１

０∫ｌｊ｛（ｐｉｊ＋Δｐｊ）ＴΔｕｊ＋ΔｐＴｊｕｉｊ－
　［（ＢＱｉｊ）＋（ＢΔＱｊ）］

ＴΔｕｊ－（ＢΔＱｊ）
Ｔｕｉｊ｝ｄｓｄｔ－

　∑
ｍｌ

ｊ＝１
∫
ｔ１

０∫ｌｊ｛［ｕｉｊ（ｓ，ｔ１）＋Δｕｊ（ｓ，ｔ１）］ＴΔｐｊ（ｓ，ｔ１）＋
　ΔｕＴｊ（ｓ，ｔ１）ｐ

ｉ
ｊ（ｓ，ｔ１）－［ｕ

ｉ
ｊ（ｓ，０）＋Δｕｊ（ｓ，０）］

Ｔ·

　Δｐｊ（ｓ，０）－Δｕ
Ｔ
ｊ（ｓ，０）ｐ

ｉ
ｊ（ｓ，０）｝ｄｓ＋

　∑
ｍｚ

ｋ＝１
∫
ｔ１

０∫ｌｋ［（ｐｉｋ＋Δｐｋ）ＴΔｕｋ＋ΔｐＴｋｕｉｋ－
　（Ｑｉｋ＋ΔＱｋ）

Ｔ（ＢΔｕｋ）－ΔＱ
Ｔ
ｋ（Ｂｕ

ｉ
ｋ）］ｄｓｄｔ＋

　∑
ｍｚ

ｋ＝１
∫
ｔ１

０∫ｌｋ｛（ｐｉｋ＋Δｐｋ）ＴΔｕｋ＋ΔｐＴｋｕｉｋ－
　［（ＢＱｉｋ）－（ＢΔＱｋ）］

ＴΔｕｋ－（ＢΔＱｋ）
Ｔｕｉｋ｝ｄｓｄｔ－

　∑
ｍｚ

ｋ＝１
∫
ｔ１

０∫ｌｋ｛［ｕｉｋ（ｓ，ｔ１）＋Δｕｋ（ｓ，ｔ１）］ＴΔｐｋ（ｓ，ｔ１）＋
　ΔｕＴｋ（ｓ，ｔ１）ｐ

ｉ
ｋ（ｓ，ｔ１）－［ｕ

ｉ
ｋ（ｓ，０）＋Δｕｋ（ｓ，０）］

Ｔ·

　Δｐｋ（ｓ，０）－Δｕ
Ｔ
ｋ（ｓ，０）ｐ

ｉ
ｋ（ｓ，０）｝ｄｓ＋

　∫
ｔ１

０
｛∑
ｍｆ

ｌ２＝１
［（Ｔｉｌ２＋ΔＴｌ２）

ＴΔｕｌ２＋ΔＴ
Ｔ
ｌ２ｕ
ｉ
ｌ２］＋

　∑
ｍｓ

ｌ１＝１
［（Ｔｉｌ１＋ΔＴｌ１）

ＴΔｕｌ１＋ΔＴ
Ｔ
ｌ１ｕ
ｉ
ｌ１］｝ｄｔ＋

　∫
ｔ１

０
｛∑
ｍｎ

ｌ３＝１
［（Ｔｉｌ３＋０＋ΔＴｌ３＋０）

ＴΔｕｌ３＋０＋

　（ΔＴｌ３＋０）
Ｔｕｉｌ３＋０－（Ｔ

ｉ
ｌ３＋１－０＋ΔＴｌ３＋１－０）

ＴΔｕｌ３＋１－０－
　（ΔＴｌ３＋１－０）

Ｔｕｉｌ３＋１－０＋（Ｔ
ｉ
ｌ３－０＋ΔＴｌ３－０）

ＴΔｕｉｌ３－０＋
　（ΔＴｌ３－０）

Ｔｕｉｌ３－０－（Ｔ
ｉ
ｌ３－１＋０＋ΔＴｌ３－１＋０）

ＴΔｕｌ３－１＋０－

　（ΔＴｌ３－１＋０）
Ｔｕｉｌ３－１＋０＋∑

（２ｍ＋１）ｎ

ｌ４＝ｍｎ＋１
［（Ｔｉｌ４＋０＋

　ΔＴｌ４＋０）
Ｔｕｉｌ４＋０＋（ΔＴｌ４＋０）

Ｔｕｉｌ４＋０－（Ｔ
ｉ
ｌ４＋１－０＋

　（ΔＴｌ４＋１－０）
ＴΔｕｌ４＋１－０－ΔＴｌ４＋１－０）

Ｔｕｉｌ４＋１－０＋
　（Ｔｉｌ４－０＋ΔＴｌ４－０）

ＴΔｕｌ４－０＋（ΔＴｌ４－０）
Ｔｕｉｌ４－０－

　（Ｔｉｌ４－１＋０＋ΔＴｌ４－１＋０）
ＴΔｕｌ４－１＋０－（ΔＴｌ４－１＋０）

Ｔ·

　ｕｉｌ４－１＋０］｝ｄｔ＝Ｔ１＋Ｔ２－Ｔ３＋Ｔ４＋Ｔ５－
　Ｔ６＋Ｔ７＋Ｔ８ ＝０ （１２）

式（１２）是本文给出的一个重要关系式，在力学上可称
为平面框架结构动力学增量广义虚功原理．从该式出
发，不仅能系统建立增量虚功原理和平面框架结构材

料非线性动力学的非传统Ｈａｍｉｌｔｏｎ型增量变分原理，
而且能清楚地阐明这些原理之间的内在联系．

当Δｐ，ΔＱ满足方程（３ａ，ｃ）和条件（６ｂ），（７ｂ，ｄ），
（８ｅ－ｈ）；Δｕ满足方程（１ａ，ｂ），（４ａ，ｂ）和条件（６ａ），

９５２
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（７ａ，ｃ），（８ａ－ｄ）时，由式（１２）可得

∑
ｍｌ

ｊ＝１
∫
ｔ１

０∫ｌｊ［（Ｑｉｊ＋ΔＱｊ）ＴΔκｊ＋ΔＱＴｊκｉｊ－
　（ｐｉｊ＋Δｐｊ）

ＴΔｖｊ－Δｐ
Ｔ
ｊｖ
ｉ
ｊ］ｄｓｄｔ＋

　∑
ｍｚ

ｋ＝１
∫
ｔ１

０∫ｌｋ［（Ｑｉｋ＋ΔＱｋ）ＴΔκｋ＋ΔＱＴｋκｉｋ－（ｐｉｋ＋
　Δｐｋ）

ＴΔｖｋ－Δｐ
Ｔ
ｋｖ
ｉ
ｋ］ｄｓｄｔ＝∑

ｍｌ

ｊ＝１
∫
ｔ１

０∫ｌｊ［（ｆｉｊ＋
　Δｆｊ－ｃｕ

ｉ
ｊ－ｃΔｕｊ）

ＴΔｕｊ＋（
－
Δｕ
ｉ
ｊ］ｄｓｄｔ＋

　∑
ｍｚ

ｋ＝１
∫
ｔ１

０∫ｌｋ［（ｆｉｋ＋Δｆｋ－ｃｕｉｋ－ｃΔｕｋ］ＴΔｕｋ＋
　（Δｆｋ－ｃΔｕｋ）

Ｔｕｉｋ］ｄｓｄｔ＋

　∫
ｔ１

０ ∑
ｍｆ

ｌ２＝１
［（Ｔｉｌ２＋ΔＴｌ２）{ ＴΔｕｌ２＋ΔＴ

Ｔ
ｌ２ｕ
ｉ
ｌ２］＋

　∑
ｍｓ

ｌ１＝１
［（Ｔｉｌ１＋ΔＴｌ１）

ＴΔｕｌ１＋ΔＴ
Ｔ
ｌ１ｕ
ｉ
ｌ１］｝ｄｔ－

　∫ｌｊ｛［ｕｉｊ（ｓ，ｔ１）＋Δｕｊ（ｓ，ｔ１）］ＴΔｐｊ（ｓ，ｔ１）＋
　ΔｕＴｊ（ｓ，ｔ１）ｐ

ｉ
ｊ（ｓ，ｔ１）－［珘ｕ

ｉ
０ｊ（ｓ）＋Δ珘ｕ０ｊ（ｓ）］

Ｔ·

　Δ珓ｐ０ｊ（ｓ）－Δｕ
Ｔ
０ｊ（ｓ）珓ｐ

ｉ
０ｊ（ｓ）｝ｄｓ｝－

　∫ｌｋ｛［ｕｉｋ（ｓ，ｔ１）＋Δｕｋ（ｓ，ｔ１）］ＴΔｐｋ（ｓ，ｔ１）＋
　ΔｕＴｋ（ｓ，ｔ１）ｐ

ｉ
ｋ（ｓ，ｔ１）－珘ｕ

ｉ
０ｋ（ｓ）＋Δ珘ｕ０ｋ（ｓ）］

Ｔ·

　Δ珓ｐ０ｋ（ｓ）－Δ珘ｕ
Ｔ
０ｋ（ｓ）珓ｐ

ｉ
０ｋ（ｓ）｝ｄｓ｝ （１３）

式（１３）可以看成是平面框架结构动力学增量
虚功原理的表式，它反映广义动力可能状态与广义

运动可能状态之间的最一般关系，或者说，它反映

阴变量 Δｕ，Δｖ，Δκ与阳变量 Δｆ，Δｐ，ΔＱ这两组对
偶变量之间的最一般关系．

３　平面框架结构折线型弹塑性动力学增量
变分原理

３．１　５类变量增量变分原理
对于互不相关的任意函数ｐ和ｖ，有下列关系式：
ｐＴｖ＝Ｋ（ｖ）＋Ｋ（ｐ）－Ｂ（ｖ，ｐ） （１４ａ）

式中，Ｋ（ｖ）＝ρＡｖＴｖ／２，Ｋ（ｐ）＝ｐＴｐ／２ρＡ，Ｂ（ｖ，ｐ）
＝（ρＡｖ－ｐ）Ｔ（ρＡｖ－ｐ）／２ρＡ，Ｋ（ｖ）和Ｋ（ｐ）分别为
动能密度和余动能密度．

根据式（１４），对于增量段，可得
ｐｉＴｖｉ＝Ｋ（ｖｉ）＋Ｋ（ｐｉ）－Ｂ（ｖｉ，ｐｉ） （１４ｂ）
（ｐｉ＋Δｐ）Ｔ（ｖｉ＋Δｖ）＝Ｋ（ｖｉ＋Δｖ）＋Ｋ（ｐｉ＋Δｐ）－
　Ｂ（ｖｉ＋Δｖ，ｐｉ＋Δｐ） （１４ｃ）
将式（１４ｃ）和式（１４ｂ）相减，可得
（ｐｉ＋Δｐ）ＴΔｖ＋ΔｐＴｖｉ＝Ｋ（ｖｉ＋Δｖ）－Ｋ（ｖｉ）＋
　Ｋ（ｐｉ＋Δｐ）－Ｋ（ｐｉ）－［Ｂ（ｖｉ＋Δｖ，ｐｉ＋

　Δｐ）－Ｂ（ｖｉ，ｐｉ）］ （１５ａ）
式中

Ｋ（ｖｉ＋Δｖ）－Ｋ（ｖｉ）＝ρＡ（ｖｉ＋Δｖ）Ｔ（ｖｉ＋
　Δｖ）／２－ρＡｖｉＴｖｉ／２＝ｐｉＴΔｖ＋ＫΔ（Δｖ） （１５ｂ）
Ｋ（ｐｉ＋Δｐ）－Ｋ（ｐｉ）＝
　（ｐｉ＋Δｐ）Ｔ（ｐｉ＋Δｐ）／２ρＡ－ｐｉＴｐｉ／２ρＡ＝
　ｖｉＴΔｐ＋ＫΔ（Δｐ） （１５ｃ）
Ｂ（ｖｉ＋Δｖ，ｐｉ＋Δｐ）－Ｂ（ｖｉ，ｐｉ）＝［（ρＡｖｉ＋
　ρＡΔｖ－ｐｉ－Δｐ）Ｔ（ρＡｖｉ＋ρＡΔｖ－ｐｉ－Δｐ）－
　（ρＡｖｉ－ｐｉ）Ｔ（ρＡｖｉ－ｐｉ）］／２ρＡ＝ＢΔ（Δｖ，Δｐ）

（１５ｄ）
其中

ＢΔ（Δｖ，Δｐ）＝（ρＡｖｉ－ｐｉ）Ｔ（ρＡΔｖ－Δｐ）／ρＡ＋
　（ρＡΔｖ－Δｐ）Ｔ（ρＡΔｖ－Δｐ）／２ρＡ，
ＫΔ（Δｖ）＝ρＡΔｖＴΔｖ／２，ＫΔ（Δｐ）＝ΔｐＴΔｐ／２ρＡ
由（３．２），（３．２ａ－ｃ）式可得
（ｐｉ＋Δｐ）ＴΔｖ＋ΔｐＴｖｉ＝ｐｉＴΔｖ＋ＫΔ（Δｖ）＋
　ΔｐＴｖｉ＋ＫΔ（Δｐ）－ＢΔ（Δｖ，Δｐ） （１６）
当且仅当Δｐ，Δｖ之间满足（２ａ，ｂ）式时，才有
（ｐｉ＋Δｐ）ＴΔｖ＋ΔｐＴｖｉ＝ｐｉＴΔｖ＋ＫΔ（Δｖ）＋
　ΔｐＴｖｉ＋ＫΔ（Δｐ） （１７）
当Ｑ与 κ分别是互不相关的任意函数时，可

以得到下列关系式

ＱＴκ＝Φ（κ）＋Ψ（Ｑ）＋Ａ（Ｑ，κ） （１８ａ）
式中

Ａ（Ｑ，κ）＝（Ｑ－［Ｄ］κ）Ｔ（κ－［Ｄ］－１Ｑ）／２
（１８ｂ）

根据式（１８ａ），对于增量段，可得
ＱｉＴκｉ＝Φ（κｉ）＋Ψ（Ｑｉ）＋Ａ（κｉ，Ｑｉ） （１９ａ）
（Ｑｉ＋ΔＱ）Ｔ（κｉ＋Δκ）＝Φ（κｉ＋Δκ）＋
　Ψ（Ｑｉ＋ΔＱ）＋Ａ（κｉ＋Δκ，Ｑｉ＋ΔＱ） （１９ｂ）
将式（１９ｂ）和式（１９ａ）相减，可得
（Ｑｉ＋ΔＱ）Ｔ（κｉ＋Δκ）－ＱｉＴκｉ＝Φ（κｉ＋
　Δκ）－Φ（κｉ）＋Ψ（Ｑｉ＋ΔＱ）－Ψ（Ｑｉ）＋
　Ａ（κｉ＋Δκ，Ｑｉ＋ΔＱ）－Ａ（κｉ，Ｑｉ） （２０）
考虑到增量段线性化的广义内力与广义应变

关系，于是有

Φ（κｉ＋Δκ）－Φ（κｉ）＝［（κｉ＋Δκ）Ｔ［Ｄ］ｉ（κｉ＋
　Δκ）－κｉＴ［Ｄ］ｉκｉ］／２＝ＱｉＴΔκ＋ΦΔ（Δκ） （２１）

式中

ΦΔ（Δκ）＝ΔκＴ［Ｄ］ｉΔκ／２ （２２）
同理

Ψ（Ｑｉ＋ΔＱ）－Ψ（Ｑｉ）＝［（Ｑｉ＋ΔＱ）Ｔ［Ｄ］ｉ－１（Ｑｉ＋
　ΔＱ）－ＱｉＴ［Ｄ］ｉ－１Ｑｉ］／２＝κｉＴΔＱ＋ΨΔ（ΔＱ）

（２３）

０６２
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式中

ΨΔ（ΔＱ）＝ΔＱＴ［Ｄ］ｉ－１ΔＱ／２ （２４）
而

Ａ（κｉ＋Δκ，Ｑｉ＋ΔＱ）－Ａ（κｉ，Ｑｉ）＝｛［Ｑｉ＋ΔＱ－
　［Ｄ］ｉ（κｉ＋Δκ）］Ｔ［κｉ＋Δκ－［Ｄ］ｉ－１（Ｑｉ＋
　ΔＱ）］－［（Ｑｉ－［Ｄ］ｉκｉ）Ｔ（κｉ－
　［Ｄ］ｉ－１Ｑｉ）］｝／２＝ＡΔ（Δκ，ΔＱ） （２５）

式中

ＡΔ（Δκ，ΔＱ）＝（Ｑｉ－［Ｄ］ｉκｉ）Ｔ（Δκ－［Ｄ］ｉ－１ΔＱ）＋
　（ΔＱ－［Ｄ］ｉΔκ）Ｔ（Δκ－［Ｄ］ｉ－１ΔＱ）／２ （２６）
由式（１９）～（２６）可得
（Ｑｉ＋ΔＱ）ＴΔκ＋ΔＱＴκｉ＝ＱｉＴΔκ＋ΦΔ（Δκ）＋
　κｉＴΔＱ＋ΨΔ（ΔＱ）＋ＡΔ（Δκ，ΔＱ） （２７）
当且仅当ΔＱ和Δκ之间满足式（５）时，才有
（Ｑｉ＋ΔＱ）ＴΔκ＋ΔＱＴκｉ＝ＱｉＴΔκ＋ΦΔ（Δκ）＋
　κｉＴΔＱ＋ΨΔ（ΔＱ） （２８ａ）
上述的（１７）和（２７）式是本文给出的广义 Ｌｅｇ

ｅｎｄｒｅ变换式．
因此，式（１２）中（ｐｉｊ＋Δｐｊ）

ＴΔｕｊ＋Δｐ
Ｔ
ｊｕ
ｉ
ｊ和（ｐ

ｉ
ｋ

＋Δｐｋ）
ＴΔｕｋ＋Δｐ

Ｔ
ｋｕ
ｉ
ｋ可分别变换为

（ｐｉｊ＋Δｐｊ）
ＴΔｕｊ＋Δｐ

Ｔ
ｊｕ
ｉ
ｊ＝ｐ

ｉ
ｊ
ＴΔｖｊ＋ＫΔｊ（Δｖｊ）＋

　ｖｉｊ
ＴΔｐｊ＋ＫΔｊ （Δｐｊ）－ＢΔｊ（Δｐｊ，Δｖｊ）－

　Δｐｉｊ
Ｔ（ｖｉｊ＋Δｖｊ－ｕ

ｉ
ｊ－Δｕｊ）－ｐ

ｉ
ｊ
Ｔ（Δｖｊ－Δｕｊ） （２８ｂ）

（ｐｉｋ＋Δｐｋ）
ＴΔｕｋ＋Δｐ

Ｔ
ｋｕ
ｉ
ｋ＝ｐ

ｉ
ｋ
ＴΔｖｋ＋ＫΔｋ（Δｖ

ｉ
ｋ）＋

　ｖｉｋ
ＴΔｐｋ＋ＫΔｋ （Δｐｋ）－ＢΔｋ（Δｐｋ，Δｖｋ）－

　Δｐｉｋ
Ｔ（ｖｉｋ＋Δｖｋ－ｕ

ｉ
ｋ－Δｕｋ）－ｐ

ｉ
ｋ
Ｔ（Δｖｋ－Δｕｋ）

（２８ｃ）
式（１２）的（Ｑｉｊ＋ΔＱｊ）

Ｔ（ＢΔｕｊ）＋ΔＱ
Ｔ
ｊ（Ｂｕ

ｉ
ｊ）和

（Ｑｉｋ＋ΔＱｋ）
Ｔ（ＢΔｕｋ）＋ΔＱ

Ｔ
ｋ（Ｂｕ

ｉ
ｋ）可以变换为

（Ｑｉｊ＋ΔＱｊ）
Ｔ（ＢΔｕｊ）＋ΔＱ

Ｔ
ｊ（Ｂｕ

ｉ
ｊ）＝Ｑ

ｉ
ｊ
ＴΔκｊ＋

　ΦΔｊ（Δκｊ）＋κ
ｉ
ｊ
ＴΔＱｊ＋ＡΔｊ（Δκｊ，ΔＱｊ）＋

　ΨΔｊ（ΔＱｊ）－ΔＱ
ｉ
ｊ
Ｔ［κｉｊ＋Δκｊ－（Ｂｕ

ｉ
ｊ）－

　（ＢΔｕｊ）］－Ｑ
ｉ
ｊ
Ｔ（Δκｊ－ＢΔｕｊ） （２９ａ）

－（Ｑｉｋ＋ΔＱｋ）
Ｔ（ＢΔｕｋ）＋ΔＱ

Ｔ
ｋ（Ｂｕ

ｉ
ｋ）＝Ｑ

ｉ
ｋ
ＴΔκｋ＋

　ΦΔｋ（Δκｋ）＋κ
ｉ
ｋ
ＴΔＱｋ＋ＡΔｋ（Δκｋ，ΔＱｋ）＋

　ΨΔｋ（ΔＱｋ）－ΔＱ
ｉ
ｋ
Ｔ［κｉｋ＋Δκｋ－（Ｂｕ

ｉ
ｋ）－

　（ＢΔｕｋ）］－Ｑ
ｉ
ｋ
Ｔ（Δκｋ－ＢΔｕｋ） （２９ｂ）

将式（１２）的Ｔ２－Ｔ３＋Ｔ５－Ｔ６＋Ｔ７＋Ｔ８变换为
Ｔ２－Ｔ３＋Ｔ５－Ｔ６＋Ｔ７＋Ｔ８ ＝

　∑
ｍｌ

ｊ＝１
∫
ｔ１

０∫ｌｊ［（ｐｉｊ－ＢＱｉｊ－ｆｉｊ＋ｃｕ
°ｉ
ｊ）
ＴΔｕｊ＋（Δｐｊ－

　ＢΔＱｊ－Δｆｊ＋ｃΔｕ
°
ｊ）
Ｔ（ｕｉｊ＋Δｕｊ）］ｄｓｄｔ＋

　∑
ｍｌ

ｊ＝１
∫
ｔ１

０∫ｌｊ［（ｆｉｊ－ｃｕ
°ｉ
ｊ）
ＴΔｕｊ＋

　（Δｆｊ－ｃΔｕ
°
ｊ）
Ｔ（ｕｉｊ＋Δｕｊ）］ｄｓｄｔ＋

　∑
ｍｚ

ｋ＝１∫
ｔ１

０∫ｌｋ{ ［（ｐｉｋ－ＢＱ
ｉ
ｋ－ｆ

ｉ
ｋ＋ｃｕ

°ｉ
ｊ）
ＴΔｕｋ＋

　（Δｐｋ－ＢΔＱｋ－Δｆｋ＋ｃΔｕ
°
ｋ）
Ｔ（ｕｉｋ＋

　Δｕｋ）］ｄｓｄｔ＋∑
ｍｚ

ｋ＝１
∫
ｔ１

０∫ｌｋ［（ｆｉｋ－ｃｕ
°ｉ
ｋ）
ＴΔｕｋ＋

　（Δｆｋ－ｃΔｕ
°
ｋ）
Ｔ（ｕｉｋ＋Δｕｋ）］ｄｓｄｔ＋

　ΠΔＩＢ ＋ΠΔＩＣ ＋Π
°Δ＋ΓΔＩＢ ＋ΓΔＩＣ ＋Γ

°Δ （３０）
式中

Π°Δ ＝－∑
ｍｌ

ｊ＝１
∫ｌｊ［（ｐ°ｉ１ｊ＋Δｐ°１ｊ）ＴΔｕ１ｊ＋Δｐ°Ｔ１ｊｕｉ１ｊ＋

　（ｐ°ｉ０ｊ＋Δｐ°０ｊ）
ＴΔｕ１ｊ＋Δｐ°

Ｔ
０ｊｕ
ｉ
１ｊ］ｄｓ－

　∑
ｍｚ

ｋ＝１
∫ｌｋ［（ｐ°ｉ１ｋ＋Δｐ°１ｋ）ＴΔｕ１ｋ＋Δｐ°Ｔ１ｋｕｉ１ｋ＋

　（ｐ°ｉ０ｋ＋Δｐ°０ｋ］
ＴΔｕ１ｋ＋Δｐ°

Ｔ
０ｋｕ

ｉ
１ｋ］ｄｓ

Γ°Δ ＝－∑
ｍｌ

ｊ＝１
∫ｌｊ［（ｕ°ｉ１ｊ＋Δｕ°１ｊ）ＴΔｐ１ｊ＋Δｕ°Ｔ１ｊｐｉ１ｊ－

　（ｐ°ｉ０ｊ＋Δｐ°０ｊ）
ＴΔｕ１ｊ－Δｐ°

Ｔ
０ｊｕ
ｉ
１ｊ］ｄｓ－

　∑
ｍｚ

ｋ＝１
∫ｌｋ［（ｕ°ｉ１ｋ＋Δｕ°１ｋ）ＴΔｐ１ｋ＋Δｕ°Ｔ０ｋｐｉ１ｋ－

　（ｐ°ｉ０ｋ＋Δｐ°０ｋ）
ＴΔｕ１ｋ－Δｐ°

Ｔ
０ｋｕ

ｉ
１ｋ］ｄｓ

ΠΔＩＢ ＝∫
ｔ１

０
｛∑
ｍｆ

ｌ２＝１
［（Ｔｉｌ２＋ΔＴｌ２）

Ｔ
Δｕｌ２＋ΔＴ

Ｔ
ｌ２ｕ
ｉ
ｌ２］＋

　∑
ｍｓ

ｌ１＝１
［（Ｔｉｌ１＋ΔＴｌ１）

Ｔ（Δｕｌ１－Δｕｌ１）＋ΔＴ
Ｔ
ｌ１（ｕ

ｉ
ｌ１－

　ｕｉｌ１）］｝ｄｔ＋∑
ｍｌ

ｊ＝１
∫ｌｊ［（珓ｐｉ０ｊ＋Δ珓ｐ０ｊ）ＴΔｕ１ｊ＋

　Δ珓ｐＴ０ｊｕ
ｉ
１ｊ－（珘ｕ

ｉ
０ｊ＋Δ珘ｕ０ｊ－ｕ

ｉ
０ｊ－Δｕ０ｊ）

ＴΔｐ０ｊ－

　（Δ珘ｕ０ｊ－Δｕ０ｊ）
Ｔｐｉ０ｊ］ｄｓ＋∑

ｍｚ

ｋ＝１
∫ｌｋ［（珓ｐｉ０ｋ＋

　Δ珓ｐ０ｋ）
ＴΔｕ１ｋ＋Δ珓ｐ

Ｔ
０ｋｕ

ｉ
１ｋ－（珘ｕ

ｉ
０ｋ＋Δ珘ｕ０ｋ－

　ｕｉ０ｋ－Δｕ０ｋ）
ＴΔｐ０ｋ－（Δ珘ｕ０ｋ－Δｕ０ｋ）

Ｔｐｉ０ｋ］ｄｓ

ΓΔＩＢ ＝∫
ｔ１

０
｛∑
ｍｆ

ｌ２＝１
［（Ｔｉｌ２＋ΔＴｌ２－Ｔ

ｉ
ｌ２－

　ΔＴｌ２）
ＴΔｕｌ２＋（ΔＴｌ２－ΔＴｌ２）

Ｔｕｉｌ２］＋

　∑
ｍｓ

ｌ１＝１
［（Ｔｉｌ１＋ΔＴｌ１）

ＴΔｕｌ１＋ΔＴ
Ｔ
ｌ１ｕ
ｉ
ｌ１］｝ｄｔ＋

　∑
ｍｌ

ｊ＝１
∫ｌｊ［（珘ｕｉ０ｊ＋Δ珘ｕ０ｊ）ＴΔｐ０ｊ＋Δ珘ｕＴ０ｊｐｉ０ｊ－

　（珓ｐｉ０ｊ＋Δ珓ｐ０ｊ）
ＴΔｕ１ｊ－Δ珓ｐ

Ｔ
０ｊｕ
ｉ
１ｊ］ｄｓ＋

　∑
ｍｚ

ｋ＝１
∫ｌｋ［（珘ｕｉ０ｋ＋Δ珘ｕ０ｋ）ＴΔｐ０ｋ＋Δ珘ｕＴ０ｋｐｉ０ｋ－

　（珓ｐｉ０ｋ＋Δ珓ｐ０ｋ）
ＴΔｕ１ｋ－Δ珓ｐ

Ｔ
０ｋｕ

ｉ
１ｋ］ｄｓ

ΠΔＩＣ ＝∫
ｔ１

０
｛∑
ｍｎ

ｌ３＝１
［ΔＴＴｌ３＋０（ｕ

ｉ
ｌ３＋０＋Δｕｌ３＋０－ｕ°

ｉ
ｊ１，ｋ１－

１６２
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　Δｕ°ｊ１，ｋ１）＋（Ｔ
ｉ
ｌ３＋０）

Ｔ（Δｕｌ３＋０－Δｕ°ｊ１，ｋ１）－
　ΔＴＴｌ３＋１－０（ｕ

ｉ
ｌ３＋１－０＋Δｕｌ３＋１－０－ｕ°

ｉ
ｊ１，ｋ１－Δｕ°ｊ１，ｋ１）－

　（Ｔｉｌ３＋１－０）
Ｔ（Δｕｌ３＋１－０－Δｕ°ｊ１，ｋ１）－（Ｔ

ｉ
ｌ３＋１－０）

Ｔ·

　（Δｕｌ３＋１－０－Δｕ°ｊ１，ｋ１）－（Ｔ
°ｉ
ｊ１，ｋ１＋ΔＴ

°ｉ
ｊ１，ｋ１）

ＴΔｕｌ３＋０－

　ΔＴ°Ｔｊ１，ｋ１ｕ
ｉ
ｌ３＋０＋（Ｔ

°ｉ
ｊ１，ｋ１＋ΔＴ

°
ｊ１，ｋ１）

ＴΔｕｌ３＋１－０＋

　ΔＴ°Ｔｊ１，ｋ１ｕ
ｉ
ｌ３＋１－０＋ΔＴ

Ｔ
ｌ３－０（ｕ

ｉ
ｌ３－０＋Δｕｌ３－０－ｕ°

ｉ
ｊ１－１，ｋ１－

　Δｕ°ｊ１－１，ｋ１）＋（Ｔ
ｉ
ｌ３－０）

Ｔ（Δｕｌ３－０－Δｕ°ｊ１－１，ｋ１）－
　ΔＴＴｌ３－１＋０（ｕ

ｉ
ｌ３－１＋０＋Δｕｌ３－１＋０－ｕ°

ｉ
ｊ１－１，ｋ１－Δｕ°ｊ１－１，ｋ１）－

　（Ｔｉｌ３－１＋０）
Ｔ（Δｕｌ３－１＋０－Δｕ°ｊ１－１，ｋ１）－（Ｔ

ｉ
ｊ１－１，ｋ１＋

　ΔＴ°ｉｊ１－１，ｋ１）
ＴΔｕｌ３－０－ΔＴ

°Ｔ
ｊ１－１，ｋ１ｕ

ｉ
ｌ３－０＋（Ｔ

ｉ
ｊ１－１，ｋ１＋

　ΔＴ°ｉｊ１－１，ｋ１）
ＴΔｕｌ３－１＋０＋ΔＴ

°Ｔ
ｊ１－１，ｋ１ｕ

ｉ
ｌ３－１＋０］＋

　∑
（２ｍ＋１）ｎ

ｌ４＝ｍｎ＋１
［ΔＴＴｌ４＋０（ｕ

ｉ
ｌ４＋０＋Δｕｌ４＋０－ｕ°

ｉ
ｊ１，ｋ１－Δｕ°ｊ１，ｋ１）＋

　（Ｔｉｌ４＋０）
Ｔ（Δｕｌ４＋０－Δｕ°ｊ１，ｋ１）－ΔＴ

Ｔ
ｌ４＋１－０（ｕ

ｉ
ｌ４＋１－０＋

　Δｕｌ４＋１－０－ｕ°
ｉ
ｊ１，ｋ１－Δｕ°ｊ１，ｋ１）＋（Ｔ

ｉ
ｌ４＋１－０）

Ｔ（Δｕｌ４＋１－０－

　Δｕ°ｊ１，ｋ１）－（Ｔ
ｉ
ｊ１，ｋ１＋ΔＴ

°ｉ
ｊ１，ｋ１）

ＴΔｕｌ４＋０－

　ΔＴ°Ｔｊ１，ｋ１ｕ
ｉ
ｌ４＋０＋（Ｔ

°ｉ
ｊ１，ｋ１＋ΔＴ

°
ｊ１，ｋ１）

ＴΔｕｌ４＋１－０＋

　ΔＴ°Ｔｊ１，ｋ１ｕ
ｉ
ｌ４＋１－０＋ΔＴ

Ｔ
ｌ４－０（ｕ

ｉ
ｌ４－０＋Δｕｌ４－０－ｕ°

ｉ
ｊ１，ｋ１－１－

　Δｕ°ｊ１，ｋ１－１）＋（Ｔ
ｉ
ｌ４－０）

Ｔ（Δｕｌ４－０－Δｕ°ｊ１，ｋ１－１）－
　ΔＴＴｌ４－１＋０（ｕ

ｉ
ｌ４－１＋０＋Δｕｌ４－１＋０－ｕ°

ｉ
ｊ１，ｋ１－１－Δｕ°ｊ１，ｋ１－１）－

　（Ｔｉｌ４－１＋０）
Ｔ（Δｕｌ４－１＋０－Δｕ°ｊ１，ｋ１－１）－（Ｔ

ｉ
ｊ１，ｋ１＋１＋

　ΔＴ°ｊ１，ｋ１＋１）
ＴΔｕｌ４－０－ΔＴ

°Ｔ
ｊ１，ｋ１－１ｕ

ｉ
ｌ４－０＋（Ｔ

ｉ
ｊ１，ｋ１－１＋

　ΔＴ
°
ｊ１，ｋ１－１）

ＴΔｕｌ４－１＋０＋ΔＴ
°Ｔ
ｊ１，ｋ１－１ｕ

ｉ
ｌ４－１＋０］｝ｄｔ

ΓΔＩＣ ＝∫
ｔ１

０
｛∑
ｍｎ

ｌ３＝１
［（Ｔｉｌ３＋０＋ΔＴｌ３＋０－Ｔ

°ｉ
ｊ１，ｋ１－

　ΔＴ°ｊ１，ｋ１）
ＴΔｕｌ３＋０＋（ΔＴｌ３＋０－Ｔ

°ｉ
ｊ１，ｋ１）

Ｔｕｉｌ３＋０－

　（Ｔｉｌ３＋１－０＋ΔＴｌ３＋１－０－Ｔ
°ｉ
ｊ１，ｋ１－ΔＴ

°
ｊ１，ｋ１）

ＴΔｕｌ３＋１－０－

　（ΔＴｌ３＋１－０－Ｔ
°ｉ
ｊ１，ｋ１）

ＴΔｕｉｌ３＋１－０－ΔＴ
Ｔ
ｌ３＋０（ｕ°

ｉ
ｊ１，ｋ１＋

　Δｕ°ｊ１，ｋ１）－（Ｔ
ｉ
ｌ３＋０）

ＴΔｕ°ｊ１，ｋ１＋ΔＴ
Ｔ
ｌ３＋１－０（ｕ°

ｉ
ｊ１，ｋ１＋

　Δｕ°ｊ１，ｋ１）＋（Ｔ
ｉ
ｌ３＋１－０）

ＴΔｕ°ｊ１，ｋ１＋（Ｔ
ｉ
ｌ３－０＋

　ΔＴｌ３－０－Ｔ
ｉ
ｊ１－１，ｋ１－ΔＴｊ１－１，ｋ１）

ＴΔｕｌ３－０＋

　（ΔＴｌ３－０－ΔＴ
°
ｊ１－１，ｋ１）

Ｔｕｉｌ３－０－ΔＴ
ｉ
ｌ３－０（ｕ°

ｉ
ｊ１，ｋ１＋

　Δｕｊ１－１，ｋ１）＋（ΔＴｌ３－１＋０－ΔＴ
°
ｊ１－１，ｋ１）

Ｔｕｉｌ３－１＋０＋

　（Ｔｉｌ３－１＋０）
ＴΔｕ°ｊ１－１，ｋ１］＋∑

（２ｍ＋１）ｎ

ｌ４＝ｍｎ＋１
［（Ｔｉｌ４＋０＋

　ΔＴｌ４＋０－Ｔ
°ｉ
ｊ１，ｋ１－ΔＴ

°
ｊ１，ｋ１）

ＴΔｕｌ４＋０＋（ΔＴｌ４＋０－

　Ｔ°ｉｊ１，ｋ１）
Ｔｕｉｌ４＋０－（Ｔ

ｉ
ｌ４＋１－０＋ΔＴｌ４＋１－０－Ｔ

°ｉ
ｊ１，ｋ１－

　Ｔ°ｊ１，ｋ１）
Ｔｕｌ４＋１－０－（ΔＴｌ４＋１－０－Ｔ

°ｉ
ｊ１，ｋ１）

Ｔｕｉｌ４＋１－０－
　ΔＴＴｌ４＋０（ｕ°

ｉ
ｊ１，ｋ１＋Δｕ°ｊ１，ｋ１）－（Ｔ

ｉ
ｌ４＋０）

ＴΔｕ°ｊ１，ｋ１＋
　ΔＴＴｌ４＋１－０（ｕ°

ｉ
ｊ１，ｋ１＋Δｕ°ｊ１，ｋ１）＋（Ｔ

ｉ
ｌ４＋１－０）

ＴΔｕ°ｊ１，ｋ１＋

　（Ｔｉｌ４－０＋ΔＴｌ４－０－Ｔ
ｉ
ｊ１，ｋ１－１－ΔＴ

°
ｊ１，ｋ１－１）

ＴΔｕｌ４－０＋

　（ΔＴｌ４－０－ΔＴｊ１，ｋ１－１）
Ｔｕｉｌ４－０－（Ｔ

ｉ
ｌ４－１＋０＋

　ΔＴｌ４－１＋０－Ｔ
ｉ
ｊ１，ｋ１－１－ΔＴ

°
ｊ１，ｋ１－１）

ＴΔｕｌ４－１＋０－

　（ΔＴｌ４－０－ΔＴ
°
ｊ１，ｋ１－１）

Ｔｕｉｌ４－０－ΔＴ
Ｔ
ｌ４－０（ｕ°

ｉ
ｊ１，ｋ１－１＋

　Δｕ°ｊ１，ｋ１－１）＋（ΔＴｌ４－１＋０－ΔＴ
°
ｊ１，ｋ１－１）

Ｔｕｉｌ４－１＋０＋
　（Ｔｉｌ４－１＋０）

ＴΔｕ°ｊ１，ｋ１－１］｝ｄｔ
其中带上标°的量为限制变分量．

将（２８ａ，ｂ），（２９ａ，ｂ）和（３０）式代入（１２）式
中，经整理后可得

ΠΔＬ５（Δｐ，Δｖ，ΔＱ，Δκ，Δｕ）＋
　ΓΔＬ５（Δｐ，Δｖ，ΔＱ，Δκ，Δｕ）＝０ （３１ａ）

而泛函ΠΔＬ５和ΓΔＬ５分别为

ΠΔＬ５ ＝∑
ｍｌ

ｊ＝１
∫
ｔ１

０∫ｌｊ｛ＫΔｊ（Δｖｊ）＋ｐｉｊＴΔｕｊ－ΔｐＴｊ（ｖｉｊ＋
　Δｖｊ－ｕ

ｉ
ｊ－Δｕｊ）－Ｑ

ｉ
ｊ
Ｔ（ＢΔｕｊ）－ΦΔｊ（Δκｊ）＋

　ΔＱＴｊ［κ
ｉ
ｊ＋Δκｊ－（Ｂｕ

ｉ
ｊ）－（ＢΔｕｊ）］＋

　（ｆｉｊ－ｃｕ
ｉ
ｊ）
ＴΔｕｊ＋（Δｆｊ－ｃｕｊ）

Ｔ（ｕｉｊ＋Δｕｊ）｝ｄｓｄｔ＋

　∑
ｍｚ

ｋ＝１
∫
ｔ１

０∫ｌｋ｛ＫΔｋ（Δｖｋ）＋ｐｉｋＴΔｕｋ－ΔｐＴｋ（ｖｉｋ＋
　Δｖｋ－ｕ

ｉ
ｋ－Δｕｋ）－ΦΔｋ（Δκｋ）－Ｑ

ｉ
ｋ
Ｔ（ＢΔｕｋ）＋

　ΔＱＴｋ［κ
ｉ
ｋ＋Δκｋ－（Ｂｕ

ｉ
ｋ）－（ＢΔｕｋ）］＋

　（ｆｉｋ－ｃｕ
°ｉ
ｋ）
ＴΔｕｋ＋（Δｆｋ－ｃｕ

°ｉ
ｋ）
Ｔ（ｕｉｋ＋

　Δｕｋ）｝ｄｓｄｔ＋ΠΔＩＢ ＋ΠΔＩＣ ＋Π
°Δ （３１ｂ）

ΓΔＬ５ ＝∑
ｍｌ

ｊ＝１
∫
ｔ１

０∫ｌｊ［ｖｉｊＴΔｐｊ＋ＫΔｊ （Δｐｊ）－κｉｊＴΔＱｊ－
　ΨΔｊ（ΔＱｊ）－ＢΔｊ（Δｖｊ，Δｐｊ）－ＡΔｊ（Δκｊ，ΔＱｊ）－

　（ＢＱｉｊ＋ｆ
ｉ
ｊ－ｐ

ｉ
ｊ－ｃｕ

°ｉ
ｊ）
ＴΔｕｊ－（ＢΔＱｊ＋

　Δｆｊ－Δｐ
ｊ－ｃΔｕ°ｊ）

Ｔ（ｕｉｊ＋Δｕｊ）］ｄｓｄｔ＋

　∑
ｍｚ

ｋ＝１
∫
ｔ１

０∫ｌｋ［ｖｉｋＴΔｐｋ＋ＫΔｋ （Δｐｋ）－κｉｋＴΔＱｋ－
　ΨΔｋ（ΔＱｋ）－ＢΔｋ（Δｖｋ，Δｐｋ）－ＡΔｋ（Δκｋ，ΔＱｋ）－

　（ＢＱｉｋ＋ｆ
ｉ
ｋ－ｐ

ｉ
ｋ－ｃｕ

°ｉ
ｋ）
ＴΔｕｋ－（ＢΔＱｋ＋

　Δｆｋ－Δｐ
ｋ－ｃΔｕ°ｋ）

Ｔ（ｕｉｋ＋Δｕｋ）］ｄｓｄｔ＋

　ΓＩＣ ＋ΓΔＩＢ ＋Γ
°Δ （３１ｃ）

定理１　当且仅当Δｐ，Δｖ，ΔＱ，Δκ，Δｕ是混合问题
（１ａ，ｂ），（２ａ，ｂ），（３ａ，ｃ），（４ａ，ｂ），（５ａ，ｃ），（６ａ，
ｂ），（７ａ－ｄ），（８ａ－ｈ）式的解，则必定满足下列变
分式

δΠΔＬ５＝０　或　δΓΔＬ５＝０ （３２）
证明　将（３１ｂ）式对自变函数 Δｐ，Δｖ，ΔＱ，Δκ，Δｕ
变分，可得

δΠΔＬ５ ＝∑
ｍｌ

ｊ＝１
｛∫
ｔ１

０∫ｌｊ｛（ρｊＡｊΔｖｊ－Δｐｊ）ＴδΔｖｊ－
　δΔｐＴｊ（ｖ

ｉ
ｊ＋Δｖｊ－ｕ

ｉ
ｊ－Δｕｊ）＋δΔＱ

Ｔ
ｊ［κ

ｉ
ｊ＋

２６２
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　Δκｊ－Ｂ（ｕ
ｉ
ｊ＋Δｕｊ）］－（［Ｄ］

ｉ
ｊΔκｊ－

　ΔＱｊ）
ＴδΔκｊ＋［ＢＱ

ｉ
ｊ＋ＢΔＱｊ－ｐ

ｉ
ｊ－Δｐｊ＋

　ｆｉｊ＋Δｆｊ－ｃｕ
°ｉ
ｊ－ｃΔｕ

°
ｊ］
ＴδΔｕｊ｝ｄｓｄｔ－

　∫ｌｊ［（ｐ°ｉ０ｊ＋Δｐ°０ｊ－珓ｐｉ０ｊ－Δ珓ｐ０ｊ）ＴδΔｕ１ｊ－
　（ｕｉ０ｊ＋Δｕ０ｊ－珘ｕ

ｉ
０ｊ
－Δ珘ｕ０ｊ）

ＴδΔｐ０ｊ］ｄｓ｝＋

　∑
ｍｚ

ｋ＝１
｛∫
ｔ１

０∫ｌｋ｛（ρｋＡｋΔｖｋ－Δｐｋ）ＴδΔｖｋ－
　δΔｐＴｋ（ｖ

ｉ
ｋ＋Δｖｋ－ｕ

ｉ
ｋ－Δｕｋ）＋δΔＱ

Ｔ
ｋ［κ

ｉ
ｋ＋

　Δκｋ－（Ｂ（ｕ
ｉ
ｋ＋Δｕｋ）］－（［Ｄ］

ｉ
ｋΔκｋ－

　ΔＱｋ）
ＴδΔκｋ＋［ＢＱ

ｉ
ｋ＋ＢΔＱｋ－ｐ

ｉ
ｋ－Δｐｋ＋

　ｆｉｋ＋Δｆｋ－ｃｕ
°ｉ
ｋ－ｃΔｕ

°
ｋ］
ＴδΔｕｋ｝ｄｓｄｔ－

　∫ｌｋ［（ｐ°ｉ０ｋ＋Δｐ°０ｋ－珓ｐｉ０ｋ－Δ珓ｐ０ｋ）ＴδΔｕ１ｋ－
　（ｕｉ０ｋ＋Δｕ０ｋ－珘ｕ

ｉ
０ｋ－Δ珘ｕ０ｋ）

ＴδΔｐ０ｋ］ｄｓ｝＋

　∫
ｔ１

０
｛∑
ｍｎ

ｌ３＝１
［δΔＴＴｌ３＋０（ｕ

ｉ
ｌ３＋０＋Δｕｌ３＋０－ｕ

ｉ
ｊ１，ｋ１－

　Δｕｊ１，ｋ１）－δΔＴ
Ｔ
ｌ３＋１－０（ｕ

ｉ
ｌ３＋１－０＋Δｕｌ３＋１－０－

　ｕｉｊ１，ｋ１－Δｕｊ１，ｋ１）＋（Ｔ
ｉ
ｌ３＋０＋ΔＴｌ３＋０－Ｔ

ｉ
ｊ１，ｋ１－

　ΔＴｊ１，ｋ１）
ＴδΔｕｌ３＋０－（Ｔ

ｉ
ｌ３＋１－０＋ΔＴｌ３＋１－０－

　Ｔｉｊ１，ｋ１－ΔＴｊ１，ｋ１）
ＴδΔｕｌ３＋１－０＋δΔＴ

Ｔ
ｌ３－０（ｕ

ｉ
ｌ３－０＋

　Δｕｌ３－０－ｕ
ｉ
ｊ１，ｋ１－１－Δｕｊ１，ｋ１－１）－

　δΔＴＴｌ３－１＋０（ｕ
ｉ
ｌ３－１＋０＋Δｕｌ３－１＋０－ｕ

ｉ
ｊ１，ｋ１－１－

　Δｕｊ１，ｋ１－１）＋（Ｔ
ｉ
ｌ３－０＋ΔＴｌ３－０－Ｔ

ｉ
ｊ１－１，ｋ１－

　ΔＴｊ１－１，ｋ１）
ＴδΔｕｌ３－０－（Ｔ

ｉ
ｌ３－１＋０＋ΔＴｌ３－１＋０－

　Ｔｉｊ１－１，ｋ１－ΔＴｊ１－１，ｋ１）
ＴδΔｕｌ３－１＋０＋

　∫
ｔ１

０
｛∑
（２ｍ＋１）ｎ

ｌ４＝ｍｎ＋１
［δΔＴＴｌ４＋０（ｕ

ｉ
ｌ４＋０＋Δｕｌ４＋０－ｕ

ｉ
ｊ１，ｋ１－

　Δｕｊ１，ｋ１）－δΔＴ
Ｔ
ｌ４＋１－０（ｕ

ｉ
ｌ４＋１－０＋Δｕｌ４＋１－０－

　ｕｉｊ１，ｋ１－Δｕｊ１，ｋ１）＋（Ｔ
ｉ
ｌ４＋０＋ΔＴｌ４＋０－Ｔ

ｉ
ｊ１，ｋ１－

　ΔＴｊ１，ｋ１）
ＴδΔｕｌ４＋０－（Ｔ

ｉ
ｌ４＋１－０＋ΔＴｌ４＋１－０－

　Ｔｉｊ１，ｋ１－ΔＴｊ１，ｋ１）
ＴδΔｕｌ４＋１－０＋

　δΔＴＴｌ４－０（ｕ
ｉ
ｌ４－０＋Δｕｌ４－０－ｕ

ｉ
ｊ１，ｋ１－１－Δｕｊ１，ｋ１－１）－

　δΔＴＴｌ４－１＋０（ｕ
ｉ
ｌ４－１＋０＋Δｕｌ４－１＋０－ｕ

ｉ
ｊ１，ｋ１－１－

　Δｕｊ１，ｋ１－１）＋（Ｔ
ｉ
ｌ４－０＋ΔＴｌ４－０－Ｔ

ｉ
ｊ１，ｋ１－１－

　ΔＴｊ１，ｋ１－１）
ＴδΔｕｌ４－０＋（Ｔ

ｉ
ｌ４－１＋０＋ΔＴｌ４－１＋０－

　Ｔｉｊ１，ｋ１－１－ΔＴｊ１，ｋ１－１）
ＴδΔｕｌ４－１＋０＋

　∫
ｔ１

０
［∑
ｍｓ

ｌ１＝１
（ｕｉｌ１＋Δｕｌ１－ｕ

ｉ
ｌ１－Δｕｌ１）

Ｔ
δΔＴｌ１－

　∑
ｍｆ

ｌ２＝１
（Ｔｉｌ２＋ΔＴｌ２－Ｔ

ｉ
ｌ２－ΔＴｌ２）

ＴδΔｕｌ２］ｄｔ

（３３）
充分性　若 Δｐ，Δｖ，ΔＱ，Δκ，Δｕ是混合问题（１ａ，
ｂ）～（８ａ－ｈ）式的解，则（３３）式就变成为δΠΔＬ５＝０，

即（３２）式成立．
必要性　若（３２）式成立，即 δΠΔＬ５＝０，注意到（３３）
式，由于 δΔｐ，δΔｖ，δΔＱ，δΔκ，δΔｕ的任意性，并根
据变分法的有关引理，故由此可得（１ａ，ｂ），（２ａ，
ｂ），（３ａ，ｃ），（４ａ，ｂ），（５ａ，ｃ），（６ａ，ｂ），（７ａ－ｄ），
（８ａ－ｈ）式，即 Δｐ，Δｖ，ΔＱ，Δκ，Δｕ是混合问题
（１ａ，ｂ）～（８ａ－ｈ）式的解．

ΠΔＬ５和ΓΔＬ５分别是５类变量平面框架结构折线
型弹塑性动力学非传统 Ｈａｍｉｌｔｏｎ型增量变分原理
的势能形式和余能形式的泛函．对于任意无关的
Δｐ，Δｖ，ΔＱ，Δκ，Δｕ它们之间存在互补关系（３１ａ）．
３．２　１类变量增量变分原理

当Δｐ，Δｖ，Δｕ满足（１ａ，ｂ）和（２ａ，ｂ）式，Δκ，
Δｕ满足（４ａ，ｂ）式时，泛函ΠΔＬ５就变成为

ΠΔＬ１ ＝∑
ｍｌ

ｊ＝１
∫
ｔ１

０∫ｌｊ｛ＫΔｊ（Δｕｊ）＋ρｊＡｊｕｉｊＴΔｕｊ－
　［Ｂ（ｕｉｊ＋Δｕｊ／２）］

Ｔ［Ｄ］ｉｊ（ＢΔｕｊ）＋（ｆ
ｉ
ｊ－

　ｃｕ°ｉｊ）
ＴΔｕｊ＋（Δｆｊ－ｃΔｕ

°
ｊ）
Ｔ（ｕｉｊ＋Δｕｊ）｝ｄｓｄｔ－

　∑
ｍｌ

ｊ＝１
∫ｌｊρｊＡｊ［（ｕ

°ｉ
１ｊ＋Δｕ

°
１ｊ＋ｕ

°ｉ
０ｊ＋Δｕ

°
０ｊ）

ＴΔｕ１ｊ＋

　（Δｕ°Ｔ１ｊ＋Δｕ
°Ｔ
０ｊ）

Ｔｕｉ１ｊ］ｄｓ＋∑
ｍｚ

ｋ＝１
∫
ｔ１

０∫ｌｋ｛ＫΔｋ（Δｕｋ）＋
　ρｋＡｋｕ

ｉ
ｋ
ＴΔｕｋ－［Ｂ（ｕ

ｉ
ｋ＋Δｕｋ／２）］

Ｔ·

　［Ｄ］ｉｋ（ＢΔｕｋ）＋（ｆ
ｉ
ｋ－ｃｕ

°ｉ
ｋ）
ＴΔｕｋ＋

　（Δｆｋ－ｃΔｕ
°
ｋ）
Ｔ（ｕｉｋ＋Δｕｋ）｝ｄｓｄｔ－

　∑
ｍｚ

ｋ＝１
∫ｌｋρｋＡｋ［（Δｕ

°Ｔ
１ｋ＋Δｕ

°Ｔ
０ｋ）

Ｔｕｉ１ｋ＋（ｕ
°ｉ
１ｋ＋

　Δｕ°１ｋ＋ｕ
°ｉ
０ｋ＋Δｕ

°
０ｋ）

ＴΔｕ１ｋ］ｄｓ＋ΠΔＩＢ ＋ΠΔＩＣ
（３４）

定理２　当且仅当 Δｕ是混合问题（６ａ，ｂ），（７ａ－
ｄ），（８ａ－ｈ）及下式

Ｂ｛［Ｄ］ｉｊ［（Ｂｕ
ｉ
ｊ）＋（ＢΔｕｊ）］｝－ρｊＡｊ（̈ｕ

ｉ
ｊ＋

　Δ̈ｕｊ）＋ｆ
ｉ
ｊ＋Δｆｊ－ｃｕ

ｉ
ｊ－ｃΔｕｊ＝０

Ｂ｛［Ｄ］ｉｊ［（Ｂｕ
ｉ
ｋ）＋（ＢΔｕｋ）］｝＋ρｋＡｋ（̈ｕ

ｉ
ｋ＋

　Δ̈ｕｋ）－ｆ
ｉ
ｋ－Δｆｋ－ｃｕ

ｉ
ｋ－ｃΔｕｋ＝










０

（３５）
的解，则必定满足变分式δΠΔＬ１＝０．

ΠΔＬ１是１类变量平面框架结构折线型弹塑性动
力学非传统 Ｈａｍｉｌｔｏｎ型增量变分原理势能形式的
泛函．
３．３　相空间非传统Ｈａｍｉｌｔｏｎ型增量变分原理

当Δｐ与Δｖ和 Δκ与 Δｕ分别满足（２ａ，ｂ）式
和（４ａ，ｂ）式时，泛函ΠΔＬ５就变为

３６２
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珟ΠΔＬ２（Δｐ，Δｕ）＝∑
ｍｌ

ｊ＝１
∫
ｔ１

０∫ｌｊ［（ｐｉｊ＋Δｐｊ）Δｕｊ＋
　Δｐｊｕ

ｉ－Ｈｉｊ（Δｐ，Δｕ）］ｄｓｄｔ＋∑
ｍｚ

ｋ＝１
∫
ｔ１

０∫ｌｋ［（ｐｉｋ＋
　Δｐｊ）Δｕｋ－Ｈ

ｉ
ｋ（Δｐｋ，Δｕｋ）］ｄｓｄｔ＋

　ΠΔＩＢ ＋ΠΔＩＣ ＋Π
°Δ （３６）

式中Ｈａｍｉｌｔｏｎ函数Ｈ（Δｐ，Δｕ）＝ＫΔ（Δｐ）＋ΔｐＴｐ／
ρＡ＋ΦΔ（ＢΔｕ）＋（Ｂｕ）Ｔ［Ｄ］（ＢΔｕ）－（ｆ－ｃｕ°）ＴΔｕ
－（Δｆ－ｃΔｕ°）Ｔ（ｕ＋Δｕ）
由δ珟ΠΔＬ２（Δｕ，Δｐ）＝０，可以推导出 Ｈａｍｉｌｔｏｎ正

则方程

ｕｉｊ＋Δｕｊ＝Ｈ
ｉ
ｊ（Δｕｊ，Δｐｊ）／Δｐｊ＝Ｈ

ｉ
ｊΔｐｊ，

ｕｉｋ＋Δｕｋ＝Ｈ
ｉ
ｋ（Δｕｋ，Δｐｋ）／Δｐｋ＝Ｈ

ｉ
ｋΔｐｋ

ｐｉｊ＋Δｐｊ＝－Ｈ
ｉ
ｊ（Δｕｊ，Δｐｊ）／Δｕｊ＝－ＨｊΔｕｊ，

ｐｉｋ＋Δｐｋ＝－Ｈ
ｉ
ｋ（Δｕｋ，Δｐｋ）／Δｕｋ＝－Ｈ

ｉ
ｋΔｕ













ｋ

（３７）
或者

ｕｉｊ＋Δｕｊ＝（ｐ
ｉ
ｊ＋Δｐｊ）／ρｊＡｊ，

ｕｉｋ＋Δｕｋ＝（ｐ
ｉ
ｋ＋Δｐｋ）／ρｋＡｋ

ｐｉｊ＋Δｐｊ－Ｂ｛［Ｄ］
ｉ
ｊ［Ｂ（ｕ

ｉ
ｊ＋Δｕｊ）］｝＝

　ｆｉｊ＋Δｆｊ－ｃｕ
°ｉ
ｊ－ｃΔｕ

°
ｊ

ｐｉｋ＋Δｐｋ－Ｂ｛［Ｄ］
ｉ
ｊ［Ｂ（ｕ

ｉ
ｋ＋Δｕｋ）］｝＝

　ｆｉｋ＋Δｆｋ－ｃｕ
°ｉ
ｋ－ｃΔｕ

°















ｋ

（３８）

和边界条件（６ａ，ｂ）与初始条件（７ａ－ｄ）及联结条
件（８ａ－ｈ）．
定理３　当且仅当 Δｕ，Δｐ是混合问题（３６），（６ａ，
ｂ），（７ａ－ｄ）与式（８ａ－ｈ）的解，则必定满足变分式
δ珟ΠΔＬ２（Δｕ，Δｐ）＝０．

珟ΠΔＬ２是２类变量平面框架结构折线型弹塑性动
力学相空间非传统 Ｈａｍｉｌｔｏｎ型增量变分原理的泛
函．

为了揭示Ｈａｍｉｌｔｏｎ正则方程的数学结构，就要
打破传统概念的限制，引进新概念．为此，将（３７）
式写成矩阵形式

［ｕｉｊ＋Δｕｊ，ｕ
ｉ
ｋ＋Δｕｋ，ｐ

ｉ
ｊ＋Δｐｊ，ｐ

ｉ
ｋ＋Δｐｋ］

Ｔ＝

　Ｊ［Ｈｉｊｕｊ，Ｈ
ｉ
ｋｕｋ，Ｈ

ｉ
ｊΔｐｊ，Ｈ

ｉ
ｋΔｐｋ］

Ｔ （３９）

式中，Ｊ＝
０ Ｉ４
－Ｉ４[ ]０，Ｉ４为４阶单位阵，方阵 Ｊ是

辛几何的度量矩阵，它是辛矩阵．
式（３９）揭示了 Ｈａｍｉｌｔｏｎ正则方程和相应的相

空间非传统Ｈａｍｉｌｔｏｎ变分原理都具有自然辛结构．

４　结语

本文所建立的平面框架结构折线型弹塑性动

力学各类变量非传统 Ｈａｍｉｌｔｏｎ型增量变分原理都
是限制变分原理，它们能反映空间框架结构弹性动

力学初值－边值问题的全部特征．文中所建立的这
些新的增量变分原理，不仅在平面框架结构动力学

理论及建立有关工程实用理论方面有重要的意义，

而且为建立基于增量变分原理的直接解法，如有限

元法等提供了重要的理论基础．因篇幅所限，有关
这些变分原理的应用研究，将另文阐述．
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