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状态空间中约束系统的运动方程
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摘要　引入状态变量表示力学系统的约束方程；建立状态空间中运动约束系统的新型变分原理；导出运动

约束系统的带乘子的运动微分方程和广义状态变量运动微分方程；证明状态空间中运动约束系统的运动方

程是奇异的；举例说明所得结果的应用．
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引言

上世纪９０年代初期，我国力学界围绕非完整系
统的力学模型曾发生过一场影响深远的争论［１］，其

中一些重要工作涉及状态空间［２－５］．对状态空间中
完整系统的分析力学理论已进行过研究［６］，本文将

上述工作拓展到存在与速度相关的运动约束系统，

给出对应的变分原理和运动微分方程，并证明了方

程的奇异性．这种从位形空间中力学系统运动方程
到对应的状态空间中运动方程的变换，在数学上等

效，在物理上有可能带来新的结果．例如，在上世纪
初，曾经围绕是否所有的二阶微分方程都可以表示

成为Ｌａｇｒａｎｇｅ方程的问题进行过讨论，得到的结论
是否定的［７］；值得注意的是，有些二阶方程虽然不能

直接或间接地从变分原理导出，但是Ｈｏｊｍａｎ证明将
这些方程变换成等效的一阶微分方程后，就能够导

出一阶Ｌａｇｒａｎｇｅ函数，将其表示为Ｌａｇｒａｎｇｅ方程［８］．
此外，虽然本文得到的理论不同于通常的非完整力

学，但是在某些特殊条件下却与非完整力学结果一

致．最后通过实例说明所得结果的应用．

１　状态空间中力学系统的约束

１．１　力学系统的状态空间
经典力学中引入多种空间描述系统的运动，并

在其中分别建立对应的动力学理论．对于由 Ｎ个
质点组成的Ｎｅｗｔｏｎ力学系统，其全部质点在时刻ｔ

的位置集合

Ｃ＝｛ｘｋ１，ｘｋ２，ｘｋ３；ｋ＝１，…，Ｎ｝ （１）
描述了系统的位形，由位置坐标（位形变量）

张成的空间称为位形空间．系统全部质点在时刻 ｔ
的位置和速度集合

Ｓ＝｛ｘｋ１，ｘｋ２，ｘｋ３；ｖｋ１，ｖｋ２，ｖｋ３；ｋ＝１，…，Ｎ｝ （２）
描述了系统的状态，由状态变量（位置和速

度）张成的空间称为状态空间．在位形空间中速度
的定义是坐标对时间的微商，即

ｖｋｉ＝ｘｋｉ，（ｋ＝１，…，Ｎ；ｉ＝１，２，３） （３）
但是，在状态空间中速度变量应作为独立变

量，方程（３）不能再看作当然成立的定义式．以下
把ｘｋｉ，ｖｋｉ写成ｘｊ，ｖｊ，（ｊ＝３ｋ－２，３ｋ－１，３ｋ；ｋ＝１，…，
Ｎ）．以上的坐标速度变量是严格力学意义上的状
态变量，这种空间可以称为狭义的状态空间．
１．２　状态空间中的约束方程

位形空间中和状态空间中的约束方程的形式

和约束的分类有所不同，集中表现在运动约束上．
几何约束仅限制质点的几何位置，两种空间中

这种约束方程都写成

Ｆｒ＝Ｆｒ（ｘ１，…，ｘ３Ｎ，ｔ）＝Ｆｒ（ｘ，ｔ）＝０，
　（ｒ＝１，…，ｌ＜３Ｎ） （４）
运动约束是与速度相关的约束，在位形空间中

这种约束方程写成

Φｒ＝Φｒ（ｘ，ｘ，ｔ）＝０，（ｒ＝１，…，ｇ＜３Ｎ） （５）
其中线性运动约束方程写成
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Φｒ＝Ａｒｊ（ｘ，ｔ）ｘｊ＋Ａｒ（ｘ，ｔ）＝ｃｒ，
　（ｊ＝１，…，３Ｎ；ｒ＝１，…，ｇ） （６）
方程（５）和（６）所表示的约束有时称为微分约

束，这些微分约束又分成可积分的和不可积分的，

因而带来了完整和非完整约束的分类．这里以及后
面的求和约定是，对同一项中重复的拉丁下标 ｉ，ｊ
自动从１到３Ｎ求和；对重复的拉丁下标 ｒ，ｓ自动
从１到ｇ求和；对重复的希腊下标α，β自动从１到
Ｓ＝３Ｎ－ｇ求和．

在状态空间中，将一般的运动约束方程写成

Φｒ＝Φｒ（ｘ，ｖ，ｔ）＝０，（ｒ＝１，…，ｇ＜３Ｎ） （７）
其中线性运动约束方程写成

Φｒ＝Ａｒｊ（ｘ，ｔ）ｖｊ＋Ａｒ（ｘ，ｔ）＝Ｃｒ，
　（ｊ＝１，…，３Ｎ；ｒ＝１，…，ｌ） （８）
方程（７）和（８）中，ｘ１，…，ｘ３Ｎ；ｖ１，…，ｖ３Ｎ是彼此

独立的变量．在本文中按照式（７）表达的运动约束
方程与式（４）表达的几何约束方程，都是有限形式
的方程，而不是微分方程，方程（７）和（８）没有可积
和不可积的区别，也就是说，在状态空间中约束力

学系统没有完整和非完整系统的区别．下面的讨论
中，如果不作专门说明，就将状态空间中系统受到

的约束统一写成式（７）形式，而将几何约束看成它
的特殊情形．
１．３　状态变量的虚变更

考虑力学系统状态的虚变更，约束加在其上的

限制条件为

Φｒ
ｘｊ
δｘｊ＋

Φｒ
ｖｊ
δｖｊ＝０，（ｒ＝１，…，ｇ） （９）

将δｘｊ，δｖｊ全体称为系统在状态空间中的虚变
更，δｘｊ和 δｖｊ分别称为坐标虚变更和速度虚变更．
这里的虚变更定义可以看作通常几何约束对虚位

移定义的自然推广，当约束Φｒ是几何约束时，即

Φｒ
ｖｊ
＝０，（ｊ＝１，…，３Ｎ） （１０）

式（９）就化作几何约束对虚位移的限制条件．

２　状态空间中力学系统的变分原理

２．１　微分形式的变分原理
设系统由Ｎ个质点组成，质点ｋ的质量为ｍｋ，

坐标为ｘ３ｋ－２，ｘ３ｋ－１，ｘ３ｋ，速度分量为 ｖ３ｋ－２，ｖ３ｋ－１，ｖ３ｋ，
作用于其上的合力的分量 Ｆ３ｋ－２，Ｆ３ｋ－１，Ｆ３ｋ，系统受
到ｇ个式（７）形式的约束．将 Ｄ′Ａｌｅｍｂｅｒｔ原理推广

到状态空间，得到

－ｍｊｖｊ＋Ｆｊ＋Ｒｊ＝０，
ｍｊｘｊ－ｍｊｖｊ＋Ｕｊ＝０，（ｊ＝１，…，３Ｎ） （１１）
应当指出，这里以及下面公式中质量 ｍｊ的下

标作为求和约定的例外处理，不求和．式中 Ｒｊ，Ｕｊ
分别是约束对系统运动的影响，在坐标子空间和速

度子空间中的表现．
引入系统状态变量的虚变更δｘｊ，δｖｊ，则可以从

方程（１１）导出下列关系式
　（－ｍｊｖｊ＋Ｆｊ＋Ｒｊ）δｘｊ＋［ｍｊ（ｘｊ－ｖｊ）＋Ｕｊ］δｖｊ＝０

推广位形空间力学系统理想约束定义，引入满

足下列条件的状态空间中的理想约束

Ｒｊδｘｊ＋Ｕｊδｖｊ＝０ （１２）
就导出状态空间中理想约束系统的微分形式的变

分原理

（－ｍｊｖｊ＋Ｆｊ）δｘｊ＋ｍｊ（ｘｊ－ｖｊ）δｖｊ＝０ （１３）
这是一种新的微分形式的变分原理，在系统只

存在几何约束的特殊情况下，这个原理就变换成为

通常的Ｄ′Ａｌｅｍｂｅｒｔ－Ｌａｇｒａｎｇｅ原理．
２．２　积分形式的变分原理

式（１３）乘以ｄｔ并从ｔ＝ｔ１到ｔ＝ｔ２积分，得到

∫
ｔ２

ｔ１
［（－ｍｊｖｊ＋Ｆｊ）δｘｊ＋ｍｊ（ｘｊ－ｖｊ）δｖｊ］ｄｔ＝

　∫
ｔ２

ｔ１
［－ｍｊｖｊδｖｊ＋Ｆｊδｘｊ＋ｍｊｘｊδｖｊ＋ｍｊｖｊδｘｊ］ｄｔ－

　［ｍｊｖｊδｘｊ］
ｔ２
ｔ１ ＝０ （１４）

上式推导过程中利用了对易关系

ｄ
ｄｔδｘｊ＝δｘｊ （１５）

这个对易关系与约束方程（７）是有限形式的相关．
取端点条件为

δｘｊ（ｔ１）＝δｘｊ（ｔ２）＝０ （１６）
上述条件与位形空间 Ｌａｇｒａｎｇｅ力学的变分原

理端点条件相同，只要求两个端点在坐标子空间中

是固定的，并没有要求在整个状态空间中固定．
定义虚功和动能

δＷ＝Ｆｊδｘｊ （１７）

Ｔ＝１２ｍｊｖｊｖｊ＝
１
２ｍｊｖ

２
ｊ （１８）

引入新的状态函数

Ｇ＝ｍｊｖｊｘｊ－Ｔ＝
Ｔ
ｖｊ
（ｘｊ－ｖｊ）＋Ｔ （１９）

则从式（１４）得到状态空间中力学系统积分形式变

１５２
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分原理的一般形式

∫
ｔ２

ｔ１
（δＷ＋δＧ）ｄｔ＝０ （２０）

如果系统是有势的，即存在势能函数 Ｖ＝
Ｖ（ｘｊ，ｔ），使得

Ｆｊ＝－
Ｖ
ｘｊ

（２１）

代人式（１７），得到δＷ ＝－δＶ，则式（２０）写成

∫
ｔ２

ｔ１
δ（Ｇ－Ｖ）ｄｔ＝０

由于约束方程（７）是有限形式的，故从上式可
以得到

δＳ＝δ∫
ｔ２

ｔ１
Ｋｄｔ＝０ （２２）

式中引入了力学系统在状态空间中的特性函数

Ｋ＝Ｋ（ｘｊ，ｖｊ，ｘｊ，ｔ）＝Ｇ－Ｖ＝
Ｌ
ｖｊ
（ｘｊ－ｖｊ）＋Ｌ

（２３）
Ｌ＝Ｌ（ｘ，ｖ，ｔ）＝Ｔ－Ｖ （２４）

这个结果与文献［６］一致．

３　状态空间中力学系统带乘子的运动方程

由于存在式（７）运动约束，微分变分原理（１３）
中状态的虚变更受到条件（９）限制，引入不定乘子

λｒ，从式（１３）和（９）导出

（－ｍｊｖｊ＋Ｆｊ＋λｒ
Φｒ
ｘｊ
）δｘｊ＋

　［ｍｊ（ｘｊ－ｖｊ）＋λｒ
Φｒ
ｖｊ
］δｖｊ＝０

由此得到带乘子的运动微分方程

ｍｊｖｊ＝Ｆｊ＋λｒ
Φｒ
ｘｊ

ｍｊｘｊ＝ｍｊｖｊ－λｒ
Φｒ
ｖｊ

（２５）

关于方程（２５），作如下说明：
１）如果系统约束都是几何约束，满足条件

（１０），那么从式（２５）的第二组方程得到
ｘｊ＝ｖｊ （２６）

代人式（２５）的第二组方程得到

ｍｊ̈ｘｊ＝Ｆｊ＋λｒ
Φｒ
ｘｊ

（２７）

这组方程就是分析力学中的第一类Ｌａｇｒａｎｇｅ方程．
２）如果系统约束不满足条件（１０），即约束中

存在与速度相关的运动约束，那么就得不到式

（２６）的结果．从方程（２５）可以导出

ｍｊ̈ｘｊ＝Ｆｊ＋λｒ（
Φｒ
ｘｊ
－ｄｄｔ

Φｒ
ｖｊ
）－λｒ

Φｒ
ｖｊ

（２８）

这组方程与通常非完整力学中的 Ｒｏｕｔｈ方程
不同，笛卡尔坐标下Ｒｏｕｔｈ方程为［９］

ｍｊ̈ｘｊ＝Ｆｊ＋λｒ
Φｒ
ｘｊ

（２９）

笛卡尔坐标下Ｖａｃｃｏ方程为［１０］

ｍｊ̈ｘｊ＝Ｆｊ＋μｒ（
Φｒ
ｘｊ
－ｄｄｔ

Φｒ
ｘｊ
）－μｒ

Φｒ
ｘｊ

（３０）

由于对运动约束系统而言，式（２６）不成立，故
方程（２８）与Ｖａｃｃｏ方程形式相似而实质不同．
３）在下面讨论中，将指出方程（２５）是奇异的，

它的解不是唯一确定的．
综上所述，对几何约束系统方程（２５）与传统

的第一类Ｌａｇｒａｎｇｅ方程一致，这是这组方程可能成
立的必然要求；但是，对运动约束系统，这组方程是

新型的运动微分方程．

４　状态空间中广义状态变量的运动方程

４．１　广义状态变量运动方程的导出
引入Ｓ个广义状态变量 ｑα（Ｓ＝６Ｎ－ｇ），系统

的坐标和速度的变换方程为

ｘｊ＝ｘｊ（ｑα，ｔ）；ｖｊ＝ｖｊ（ｑα，ｔ）
　（α＝１，…，Ｓ；ｊ＝１，…，３Ｎ） （３１）

将上述变换方程代人（７），所有约束方程都应当成
为恒等式．将以下各式

δｘｊ＝
ｘｊ
ｑα
δｑα，ｘｊ＝

ｘｊ
ｔ
＋
ｘｊ
ｑβ
ｑβ；

δｖｊ＝
ｖｊ
ｑα
δｑα，ｖｊ＝

ｖｊ
ｔ
＋
ｖｊ
ｑβ
ｑβ （３２）

代人变分原理（１３），展开并整理得到

［Ｍαβｑβ＋Ｎα－
Ｔ
ｑα
＋Ｑα］δｑα＝０ （３３）

这是广义状态变量表示的微分形式变分原理．式中

Ｍαβ＝ｍｊ（
ｖｊ
ｑα
ｘｊ
ｑβ
－
ｖｊ
ｑβ
ｘｊ
ｑα
） （３４）

Ｎα＝ｍｊ（
ｘｊ
ｔ
ｖｊ
ｑα
－
ｖｊ
ｔ
ｘｊ
ｑα
） （３５）

Ｔ＝１２ｍｊｖｊｖｊ＝
１
２ｍｊｖ

２
ｊ （３６）

Ｑα＝Ｆｊ
ｘｊ
ｑα

（３７）

２５２
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由于广义状态变量变更δｑα是独立的，故从式（３３）
得到

Ｍαβｑβ＋Ｎα－
Ｔ
ｑα

＋Ｑα＝０，（α＝１，…，Ｓ）（３８）

这就是广义状态变量表示的状态空间中运动

约束系统的运动方程．容易证明上述方程可以从变
分原理（２０）导出．

对于有势系统，运动微分方程可以直接从变分

原理（２２）导出，即
ｄ
ｄｔ
Ｋ
ｑα

－Ｋ
ｑα

＝０，（α＝１，…，Ｓ） （３９）

将式（２３）中Ｋ代入方程（３９），导出的方程与（３８）
形式一致，其中广义力为有势力

Ｑα＝Ｆｊ
ｘｊ
ｑα
＝－Ｖ
ｘｊ
ｘｊ
ｑα
＝－Ｖ
ｑα

（４０）

４．２　广义状态变量运动方程是奇异的
方程（３８）（和（３９））形式上与完整系统的状态

空间中的Ｌａｇｒａｎｇｅ方程相同［６］，但是，实质上存在

重大区别，即运动约束系统的运动方程是奇异的．
可以直接看出，如果约束数 ｇ是奇数，即 Ｓ也是奇
数，而Ｍαβ是反对称的，则行列式［Ｍαβ］为零，系统
是奇异的．但是，根本问题在于对方程（３８）而言，
不论ｇ（或Ｓ）是奇数还是偶数，系统都必然是奇异
的．证明如下：

对存在ｇ个运动约束（７）的系统，将式（７）对
时间求导可得到

（
Φｒ
ｘｊ
ｘｊ
ｑβ
＋
Φｒ
ｖｊ
ｖｊ
ｑβ
）ｑβ＋

Φｒ
ｔ
＋
Φｒ
ｘｊ
ｘｊ
ｔ
＋

　
Φｒ
ｖｊ
ｖｊ
ｔ≡
０，（ｒ＝１，…，ｇ） （４１）

上述恒等式可以看作是对运动方程的限制条件

Ａｒβｑβ＋Ｂｒ＝０，（ｒ＝１，…，ｇ） （４２）
这就是说ｑα不是全部独立的，它们之间存在

上述ｇ个齐次线性相关的关系，即矩阵［Ｍαβ］的最
高秩只能是Ｓ－ｇ，行列式

ｄｅｔ（Ｍαβ）≡０ （４３）
系统（３８）是奇异的，方程中广义速度 ｑα不是全部
独立的的．对于奇异系统，应当补充条件才能求解，
即方程的解不是唯一确定的．与 Ｌａｇｒａｎｇｅ力学类
似，方程（２５）和（３８）是等价的，因此方程组（３８）的
奇异性，在方程（２５）中也应当表现出来，换句话
说，带乘子的运动微分方程的解也不是唯一确定

的，下面将结合例题讨论说明．

５　算例分析

讨论受线性运动约束的质点运动的典型问题．
设单位质量的质点所受主动力分量为 Ｆ１，Ｆ２，Ｆ３，
约束为

ｖ１－ｘ３ｖ２＝０ （４４）
列出质点运动微分方程，并讨论下列两种情况

下质点的运动．１）质点不受任何主动力作用；２）质
点在重力场中运动．

首先，列出带乘子的运动方程．引入乘子 λ，根
据方程（２５）得到

ｖ１＝Ｆ１，ｖ２＝Ｆ２，ｖ３＝Ｆ３－λｖ２；
ｘ１＝ｖ１－λ，ｘ２＝ｖ２＋λｘ３，ｘ３＝ｖ３． （４５）

其次，列出广义状态变量运动微分方程．选取变量
ｑα（α＝１，２，３，４，５），变换方程为

ｘ１＝ｑ１，ｘ２＝ｑ２，ｘ３＝ｑ３
ｖ１＝ｑ３ｑ４，ｖ２＝ｑ４，ｖ３＝ｑ５ （４６）

由式（３４）－（３７）得到
Ｍ１１＝Ｍ２２＝Ｍ３３＝Ｍ４４＝Ｍ５５＝Ｍ１２＝Ｍ２１＝Ｍ１５＝
　Ｍ５１＝Ｍ２３＝Ｍ３２＝Ｍ２５＝Ｍ５２＝Ｍ３４＝Ｍ４３＝
　Ｍ４５＝Ｍ５４＝０，
Ｍ１３＝－Ｍ３１＝－ｑ４，Ｍ１４＝－Ｍ４１＝－ｑ３，
Ｍ２４＝－Ｍ４２＝Ｍ３５＝－Ｍ５３＝－１． （４７）
Ｎ１＝Ｎ２＝Ｎ３＝Ｎ４＝Ｎ５＝０，Ｑ１＝Ｆ１，
Ｑ２＝Ｆ２，Ｑ３＝Ｆ３，Ｑ４＝Ｑ５＝０，

Ｔ＝１２（ｑ
２
４＋ｑ

２
５＋ｑ

２
３ｑ
２
４） （４８）

代入方程（３８），得到质点状态空间中运动方程为
－ｑ４ｑ３－ｑ３ｑ４＋Ｆ１＝０，－ｑ４＋Ｆ２＝０

ｑ４ｑ１－ｑ５－ｑ３ｑ
２
４＋Ｆ３＝０，

ｑ３ｑ１＋ｑ２－ｑ４－ｑ
２
３ｑ４＝０，

ｑ３－ｑ５＝０． （４９）
结合约束方程（４４），从方程（４５）中消去乘子，就导
出方程（４９），这说明带乘子方程与广义变量运动
方程是一致的，而且容易证明方程（４９）是奇异的，
相对应的方程（４５）结合约束方程（４４）也不能唯一
确定的解．

方程（４９）中５个 ｑα不是全部独立的，必须引
入补充条件．如果假设

ｑ５＝ｆ５（ｔ） （５０）
则方程（４９）约化成为

－ｑ４ｑ３－ｑ３ｑ４＋Ｆ１＝０，

３５２
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－ｑ４＋Ｆ２＝０

ｑ４ｑ１－ｆ５－ｑ３ｑ
２
４＋Ｆ３＝０，

ｑ３ｑ１＋ｑ２－ｑ４－ｑ
２
３ｑ４＝０． （５１）

这个方程中４个广义速度是独立的，可以求解．
需要指出，从数学上要考虑主动力和补充条件

的函数形式，使导出的约化方程是否相容和可积；

从力学物理学上要考虑这些条件是否合理，能否实

现；当然补充条件的引入也给解决实际问题以新的

可能．下面讨论两种简单的情况：
１）主动力为零，即
Ｆ１＝Ｆ２＝Ｆ３＝０ （５２）

并设

ｑ５＝ｆ５（ｔ）＝０ （５３）
代人方程（５１），并结合方程（４９）第５式，可以得到
如下的一组解：

ｑ１＝ｃ３ｃ４ｔ＋ｃ１，　ｑ２＝ｃ４ｔ＋ｃ２，

ｑ３＝ｃ３，　ｑ４＝ｃ４，　ｑ５＝ｃ５＝０ （５４）
式中 ｃ１，ｃ２，ｃ３，ｃ４是积分常数．上述解满足约束
（４），而且可以导出

ｑ１＝ｖ１，ｑ２＝ｖ２＝ｑ４，ｑ３＝ｖ３＝ｑ５ （５５）

这时约束方程（４４）与典型的非完整约束方程［９］

ｘ１－ｘ３ｘ２＝０ （５６）
一致，但是，质点运动犹如作自由运动，非完整约束

的影响消失了［１１］．需要指出的是，这种情况下与
方程（４９）对应的方程（４５）的解中λ＝０．
２）质点在重力场中运动，轴向上，即
Ｆ１＝Ｆ２＝０，Ｆ３＝－ｇ （５７）

方程（５１）写成
－ｑ４ｑ３－ｑ３ｑ４＝０，－ｑ４＝０，

ｑ４ｑ１－ｆ５－ｑ３ｑ
２
４－ｇ＝０，

ｑ３ｑ１＋ｑ２－ｑ４－ｑ
２
３ｑ４＝０ （５８）

仍然选择式（５３），方程（５８）的一组解为

ｑ１＝ｃ３ｃ４ｔ＋
ｇｔ
ｃ４
＋ｃ１，ｑ２＝ｃ４ｔ－

ｃ３
ｃ４
ｇｔ＋ｃ２，

ｑ３＝ｃ３，ｑ４＝ｃ４，ｑ５＝ｃ５＝０ （５９）
与解（５４）比较，解（５９）反映了约束（４４）的影响，对
应的乘子运动方程（４５）中λ＝ｇ／ｃ４，回到原来的变
量，ｘ１≠ｖ１，ｘ２≠ｖ２，约束（４４）不再能写成式（５６）形
式．

如果设

ｑ５＝ｆ５（ｔ）＝－ｇ （６０）

在物理上上述假设可以实现，引入一个控制装置以

抵消重力影响．从表面上看，方程（５８）又成为１）中
讨论过的情况，又导出解（５４），然而，这是不可以
的，因为这组解将导致方程（４９）中第５式不成立．
但是，可以给出另一组解

ｑ１＝ｃ１，ｑ２＝ｃ２，ｑ３＝－
１
２ｇｔ

２＋ｃ５ｔ＋ｃ３，

ｑ４＝０，ｑ５＝－ｇｔ＋ｃ５ （６１）
这组解实际上表示自由落体运动，讨论的约束条件

已失去意义．在质点所受的主动力为零时，也存在
与（６１）相似的解，即质点沿ｘ３轴作匀速直线运动，
也是一个数学上允许的而物理上失去意义的解．

６　结论和讨论

（１）本文以状态变量为描述力学系统的基本
量，将状态空间几何约束系统的Ｌａｇｒａｎｇｅ力学理论
推广的带有与速度相关的运动约束系统，建立了一

种新的力学理论．这个理论处理与速度相关的约束
问题的模式，与通常位形空间分析力学理论处理几

何约束相似．
（２）本文给出的理论在只存在几何约束情况

下，与传统的Ｌａｇｒａｎｇｅ力学一致，这是新理论立足
的基点，表明它是经典分析力学的一种符合逻辑的

推广；但是，对于存在与速度相关的运动约束情况

下，则与通常的非完整力学以及Ｖａｃｃｏ力学理论都
不相同．

（３）本文给出的力学理论是自洽的，避开了通
常的位形空间中处理非完整系统时所存在的一些

矛盾．在一定条件下，本文状态空间中的运动约束
与位形空间中的微分约束形式一致，运动约束的作

用消失，这种条件需要进一步深入研究．
（４）本文证明引入状态变量处理运动约束系

统问题时，运动方程是奇异的，这是一个重要的新

结论，这种性质会带来解的不确定性问题，但是给

引入补充条件来处理实际问题带来新的可能．
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