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一种新的改进精细直接积分法
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摘要　针对结构动力方程转化为状态空间方程后矩阵维数增加而导致计算量增大的问题，考虑状态空间方

程中所含外部荷载的特点，提出了一种新的改进精细直接积分法．给出了利用梯形公式、复化梯形公式、辛

普生公式、复化辛普生公式、科特斯公式、高斯公式计算杜哈姆积分时的计算格式，分析了不同计算格式下

的计算精度和计算效率．数值算例表明本文改进方法的正确性．

关键词　结构动力方程，　直接积分，　分块计算，　精细积分，　改进方法
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引言

结构动力方程广泛应用于航空、航天、航海等

多个领域，其求解一直备受关注．由钟万勰提出的
精细积分法［１－２］，为结构动力方程的求解提供了一

种高精度方法，并在各个领域得到了广泛应

用［３－５］．由于矩阵求逆有计算量大和稳定性差的缺
点，为了避免矩阵求逆，张森文等［５］利用辛普生积

分公式计算杜哈姆积分，提出了状态方程直接积分

法．储德文等［６］进一步讨论了积分方法的选择，指

出科特斯积分和高斯积分是精度的较高，是较好的

积分方法．后来一些学者尝试用不同的数值积分方
法来求解杜哈姆积分［７－９］，取得了比较好的结果．
由于结构动力方程转化为状态空间方程后矩阵维

数增加，并且数值积分都是利用插值方法，因而存

在插值点过多导致计算量增大的问题，计算时间较

长，效率需要提高．为了提高计算效率，有很多学者
做了许多非常有益工作［１０－１２］．

本文在文献［１０］的基础上，针对结构动力方
程转化为状态空间方程后矩阵维数增加而导致计

算量增大的问题，考虑状态空间方程中外部荷载的

特点，提出一种新的改进精细直接积分法．给出利
用梯形公式、复化梯形公式、辛普生公式、复化辛普

生公式、科特斯公式、高斯公式计算杜哈姆积分时

的计算格式，同时分析不同计算格式下的计算精度

和计算效率．

１　精细直接积分法的简化计算

１．１　精细直接积分法
采用集中质量法或有限元法进行动力学分析

时，有如下所示的结构动力方程：

Ｍｘ̈＋Ｃｘ＋Ｋｘ＝－ＭＩ̈ｕｇ （１）

其中初始值 ｘ（０），ｘ（０）给定，Ｍ、Ｃ、Ｋ∈Ｒｎ×ｎ

（ｘ∈Ｒｎ）分别为质量矩阵，阻尼矩阵和刚度矩阵，

Ｉ̈ｕｇ为外部荷载列向量．引入状态变量Ｘ＝{ }ｘｘ＝
Ｘ１
Ｘ{ }
２

，

可以把（１）转化为状态空间方程：
Ｘ－ＡＸ－Ｆ（ｔ）＝０ （２）
其中Ａ和Ｆ（ｔ）分别为：

Ａ＝
０ Ｉ

－Ｍ－１Ｋ －Ｍ－１[ ]Ｃ２ｎ×２ｎ

Ｆ（ｔ）＝
０
－Ｉ̈ｕ[ ]

ｇ ２ｎ×１

利用常微分方程理论，对式（２）的非齐次方程
求解可以采用如下迭代格式：

Ｘｋ＋１ ＝ｅｘｐ（ＡΔｔ）Ｘｋ＋

　∫
Δｔ

０
ｅｘｐ［Ａ（Δｔ－ξ）］Ｆ（ｔｋ＋ξ）ｄξ （３）

直接积分法一般是对式（３）的杜哈姆项数值
积分，其间出现的ｅｘｐ（ＡΔｔ）可用精细计算［２］得到．
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１．２　精细直接积分法简化计算［１０］

式（３）的计算过程中将会出现如下矩阵运算：
Ｄ＝Ｔ２ｎ×２ｎ×Ｆ２ｎ×１ （４）
对Ｔ和Ｆ（ｔ）进行如下分块：

Ｔ２ｎ×２ｎ＝ Ｔ
（１）
２ｎ×ｎ Ｔ（２）２[ ]ｎ×ｎ 　Ｆ２ｎ×１＝

Ｆ（１）ｎ×１
Ｆ（２）ｎ×

[ ]
１

（５）

考虑上式中的Ｆ（１）ｎ×１是０，这样可以得到：

Ｄ＝Ｔ２ｎ×２ｎ×Ｆ２ｎ×１＝Ｔ
（２）
２ｎ×ｎ×Ｆ

（２）
ｎ×１ （６）

下面通过式（６）进行简化计算：
（１）当用梯形公式对杜哈姆项进行计算时，可

得：

∫
Δｔ

０
ｅｘｐ［Ａ（Δｔ－ξ）］Ｆ（ｔｋ＋ξ）ｄξ＝

　Δｔ２（Ｔ
（２）×Ｆ（２）（ｔｋ）＋Ｆ（ｔｋ＋１）） （７）

（２）当用复化梯形公式对杜哈姆项进行计算

时，将Δｔ分为 ｎ等份，子区间长度为 ｈ＝ｂ－ａｎ，可

得：

∫
Δｔ

０
ｅｘｐ［Ａ（Δｔ－ξ）］Ｆ（ｔｋ＋ξ）ｄξ＝

　 ｈ
２（Ｔ

（２）×Ｆ（２）（ｔｋ）＋２∑
ｎ－１

ｉ＝１
Ｔ（２）ｉｈ ×

　Ｆ（２）（ｔｋ＋ｉｈ）＋Ｆ（ｔｋ＋１）） （８）
（３）当用辛普生公式对杜哈姆项进行计算时，

可得：

∫
Δｔ

０
ｅｘｐ［Ａ（Δｔ－ξ）］Ｆ（ｔｋ＋ξ）ｄξ＝

Δｔ
６（Ｔ

（２）×

　Ｆ（２）（ｔｋ）＋４Ｔ
（２）
Δｔ
２
×Ｆ（２）（ｔｋ＋

Δｔ
２）＋Ｆ（ｔｋ＋１））

（９）
（４）当用复化辛普生公式对杜哈姆项进行计算

时，将Δｔ分为ｎ等份，子区间长度为ｈ＝ｂ－ａｎ，可得：

∫
Δｔ

０
ｅｘｐ［Ａ（Δｔ－ξ）］Ｆ（ｔｋ＋ξ）ｄξ＝

ｈ
３（Ｔ

（２）×

　Ｆ（２）（ｔｋ）＋４∑
ｎ－１

ｉ＝０
Ｔ（２）ｉｈ＋ｈ２ ×Ｆ

（２）（ｔｋ＋ｉｈ＋
ｈ
２）＋

　２∑
ｎ－１

ｉ＝０
Ｔ（２）ｉｈ ×Ｆ

（２）（ｔｋ＋ｉｈ）＋Ｆ（ｔｋ＋１）） （１０）

（５）当用科特斯公式对杜哈姆项进行计算时，
可得：

∫
Δｔ

０
ｅｘｐ［Ａ（Δｔ－ξ）］Ｆ（ｔｋ＋ξ）ｄξ＝

Δｔ
９０（７Ｔ

（２）×

　Ｆ（２）（ｔｋ）＋３２Ｔ
（２）
３Δｔ
４
×Ｆ（２）（ｔｋ＋

Δｔ
４）＋１２Ｔ

（２）
Δｔ
２
×

　Ｆ（２）（ｔｋ＋
Δｔ
２）＋３２Ｔ

（２）
Δｔ
４
×Ｆ（２）（ｔｋ＋

３Δｔ
４）＋

　７Ｆ（ｔｋ＋１）） （１１）
（６）当用高斯积分公式对杜哈姆项进行计算

时，可得：

∫
Δｔ

０
ｅｘｐ［Ａ（Δｔ－ξ）］Ｆ（ｔｋ＋ξ）ｄξ＝

　∫
Δｔ

０
ＴΔｔ
２（１－ｙ）

×Ｆ（ｔｋ＋
Δｔ
２（１－ｙ））×

Δｔ
２ｄｙ＝

　∑
ｎ

ｉ＝１
ｗｉ×Ｔ

（２）
Δｔ
２（１－ｙｉ）

×Ｆ（２）（ｔｋ＋
Δｔ
２（１－ｙｉ））×

Δｔ
２

（１２）
当ｎ＝３时上式中的参数为：ｗ１＝８／９，ｙ１＝０，

ｗ２＝５／９，ｙ２＝－ ０．槡 ６，ｗ３＝５／９，ｙ３＝ ０．槡 ６．

２　改进精细直接积分法

２．１　改进精细直接积分法及计算格式
一般进行动力学分析时不一定每个质点上都

作用有外荷载，所以外荷载可能出现有零项，因而

可以通过对矩阵分块，去掉对应的零项，将外荷载

是零的部分行不参加矩阵运算．
在矩阵运算以前将外荷载是零的行对应的部

分重新分块，根据外荷载有零的特点，假设外荷载

不为零的部分为ｍ行，可以在式（６）的基础上继续
分块如下：

Ｔ２ｎ×２ｎ＝ Ｔ
（１）
２ｎ×ｎ Ｔ（２）２ｎ×（ｎ－ｍ） Ｔ（３）２[ ]ｎ×ｍ

Ｆ２ｎ×１＝

Ｆ（１）ｎ×１
Ｆ（２）（ｎ－ｍ）×１
Ｆ（３）ｍ×









１

（１３）

去掉零项对应的部分，则相应的式（６）可以改写
为：

Ｄ＝Ｔ２ｎ×２ｎ×Ｆ２ｎ×１＝Ｔ
（３）
２ｎ×ｍ×Ｆ

（３）
ｍ×１ （１４）

下面分别给出梯形公式、复化梯形公式、辛普

生公式、复化辛普生公式、科特斯公式、高斯公式计

算时的改进计算格式，这些计算格式都是以式

（１３）和式（１４）为基础进行计算，可以不同程度的
提高计算效率．

（１）当用梯形公式对杜哈姆项进行计算时，利
用式（１４）分块计算可得：

∫
Δｔ

０
ｅｘｐ［Ａ（Δｔ－ξ）］Ｆ（ｔｋ＋ξ）ｄξ＝

　Δｔ２（Ｔ
（３）×Ｆ（３）（ｔｋ）＋Ｆ（ｔｋ＋１）） （１５）

（２）当用复化梯形公式对杜哈姆项进行计算

２４２
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时，利用式（１４）分块计算可得：

∫
Δｔ

０
ｅｘｐ［Ａ（Δｔ－ξ）］Ｆ（ｔｋ＋ξ）ｄξ＝

　 ｈ
２（Ｔ

（３）×Ｆ（３）（ｔｋ）＋

　２∑
ｎ－１

ｉ＝１
Ｔ（３）ｉｈ ×Ｆ

（３）（ｔｋ＋ｉｈ）＋Ｆ（ｔｋ＋１））（１６）

（３）当用辛普生公式对杜哈姆项进行计算时，
利用式（１４）分块计算可得：

∫
Δｔ

０
ｅｘｐ［Ａ（Δｔ－ξ）］Ｆ（ｔｋ＋ξ）ｄξ＝

　Δｔ６（Ｔ
（３）×Ｆ（３）（ｔｋ）＋

　４Ｔ（３）Δｔ
２
×Ｆ（３）（ｔｋ＋

Δｔ
２）＋Ｆ（ｔｋ＋１）） （１７）

（４）当用复化辛普生公式对杜哈姆项进行计

算时，将 Δｔ分为 ｎ等份，子区间长度为 ｈ＝ｂ－ａｎ，

利用式（１４）分块计算可得：

∫
Δｔ

０
ｅｘｐ［Ａ（Δｔ－ξ）］Ｆ（ｔｋ＋ξ）ｄξ＝

ｈ
３（Ｔ

（３）×

　Ｆ（３）（ｔｋ）＋４∑
ｎ－１

ｉ＝０
Ｔ（３）ｉｈ＋ｈ２ ×Ｆ

（３）（ｔｋ＋ｉｈ＋
ｈ
２）＋

　２∑
ｎ－１

ｉ＝０
Ｔ（３）ｉｈ ×Ｆ

（３）（ｔｋ＋ｉｈ）＋Ｆ（ｔｋ＋１）） （１８）

（５）当用科特斯公式对杜哈姆项进行计算时，
利用式（１４）分块计算可得：

∫
Δｔ

０
ｅｘｐ［Ａ（Δｔ－ξ）］Ｆ（ｔｋ＋ξ）ｄξ＝

Δｔ
９０（７Ｔ

（３）×

　Ｆ（３）（ｔｋ）＋３２Ｔ
（３）
３Δｔ
４
×Ｆ（３）（ｔｋ＋

Δｔ
４）＋１２Ｔ

（３）
Δｔ
２
×

　Ｆ（３）（ｔｋ＋
Δｔ
２）＋３２Ｔ

（３）
Δｔ
４
×Ｆ（３）（ｔｋ＋

３Δｔ
４）＋

　７Ｆ（ｔｋ＋１）） （１９）
（６）当用高斯积分公式对杜哈姆项进行计算

时，利用式（１４）分块计算可得：

∫
Δｔ

０
ｅｘｐ［Ａ（Δｔ－ξ）］Ｆ（ｔｋ＋ξ）ｄξ＝

　∫
Δｔ

０
ＴΔｔ
２（１－ｙ）

×Ｆ（ｔｋ＋
Δｔ
２（１－ｙ））×

Δｔ
２ｄｙ＝

　∑
ｎ

ｉ＝１
ｗｉ×Ｔ

（３）
Δｔ
２（１－ｙｉ）

×Ｆ（３）（ｔｋ＋
Δｔ
２（１－ｙｉ））×

Δｔ
２

（２０）
当ｎ＝３时上式中的参数为：ｗ１＝８／９，ｙ１＝０，

ｗ２＝５／９，ｙ２＝－ ０．槡 ６，ｗ３＝５／９，ｙ３＝ ０．槡 ６．
２．２　改进算法精度分析

对于计算精度来讲，对比计算式（６）和（１４）可

以发现二者的差别在于对矩阵分块后去掉了零项，

因此式（１５）～式（２０）的改进过程中不会有计算精度
的变化，所以改进方法仍能保持原有算法的精度．
２．３　改进算法效率分析

通过式（１４）的改进可以将２ｎ×ｎ次乘法变为
２ｎ×ｍ次乘法．本改进方法节约的时间会随着 ｍ
的变化而变化，其极限情况就是外荷载只有一行不

为零，只有一行参加计算，即最大能将矩阵与矩阵

的相乘变为矩阵和数字相乘，计算效率可以提高．
只考虑矩阵乘法计算，定量分析一个迭代步内

的各计算格式下的计算效率，以下分别给出各计算

格式减少时间的预估公式：

（１）梯形公式对杜哈姆项进行计算
式（７）一个迭代步内乘法计算量为：
２ｎ×２ｎ＋２ｎ×ｎ＋２ｎ （２１）
利用式（１５）改进后一个迭代步内乘法计算量

为：

２ｎ×２ｎ＋２ｎ×ｍ＋２ｎ （２２）
改进后和改进前二者比值为：

２ｎ×２ｎ＋２ｎ×ｍ＋２ｎ
２ｎ×２ｎ＋２ｎ×ｎ＋２ｎ＝

２ｎ＋ｍ＋１
３ｎ＋１ （２３）

上式中ｍ的范围为１～ｎ，故改进方法最多可
节约大约３３％的时间．

（２）辛普生公式对杜哈姆项进行计算
式（９）一个迭代步内乘法计算量为：
２ｎ×２ｎ＋２ｎ×ｎ＋２ｎ×ｎ＋２ｎ＋２ｎ （２４）
利用式（１７）改进后一个迭代步内乘法计算量

为：

２ｎ×２ｎ＋２ｎ×ｍ＋２ｎ×ｍ＋２ｎ＋２ｎ （２５）
改进后和改进前二者比值为：

２ｎ×２ｎ＋２ｎ×ｍ＋２ｎ×ｍ＋２ｎ＋２ｎ
２ｎ×２ｎ＋２ｎ×ｎ＋２ｎ×ｎ＋２ｎ＋２ｎ＝

ｎ＋ｍ＋１
２ｎ＋１
（２６）

上式中ｍ的范围为１～ｎ，故改进方法最多可
节约大约５０％的时间．

（３）科特斯公式对杜哈姆项进行计算
式（１１）一个迭代步内乘法计算量为：
２ｎ×２ｎ＋４×（２ｎ×ｎ）＋４×２ｎ＋ｎ＋２ｎ （２７）
利用式（１９）改进后一个迭代步内乘法计算量为：
２ｎ×２ｎ＋４×（２ｎ×ｍ）＋４×２ｎ＋ｍ＋２ｎ（２８）
改进后和改进前二者比值为：

２ｎ×２ｎ＋４×（２ｎ×ｍ）＋４×２ｎ＋ｍ＋２ｎ
２ｎ×２ｎ＋４×（２ｎ×ｎ）＋４×２ｎ＋ｎ＋２ｎ＝

３４２
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　４ｎ
２＋８ｍｎ＋１０ｎ＋ｍ
１２ｎ２＋１１ｎ

≤４ｎ＋８ｍ＋１１１２ｎ＋１１ （２９）

上式中ｍ的范围为１～ｎ，故改进方法最多可
节约大约６７％的时间．

（４）高斯积分公式对杜哈姆项进行计算
式（１２）一个迭代步内乘法计算量为：
２ｎ×２ｎ＋３×（２ｎ×ｎ）＋２ｎ （３０）
利用式（２０）改进后一个迭代步内乘法计算量为：
２ｎ×２ｎ＋３×（２ｎ×ｍ）＋２ｎ （３１）
改进后和改进前二者比值为：

２ｎ×２ｎ＋３×（２ｎ×ｍ）＋２ｎ
２ｎ×２ｎ＋３×（２ｎ×ｎ）＋２ｎ＝

４ｎ＋６ｍ＋２
１０ｎ＋２

（３２）
上式中ｍ的范围为１～ｎ，故改进方法最多可

节约大约６０％的时间．

３　算例分析

文献［１０］已经说明了改进方法保持了计算原
有算法的计算精度，为了验证本文改进方法的计算

效率，选取如下结构动力方程：

Ｍｘ̈＋Ｃｘ＋Ｋｘ＝ｆ（ｔ）
其中：

Ｍ＝

１００
１００


１００















１００ｎ×ｎ

Ｃ＝０

Ｋ＝

２ｋ －ｋ
－ｋ ２ｋ －ｋ


－ｋ ２ｋ －ｋ

－ｋ ２















ｋ ｎ×ｎ

荷载列向量：

ｆ（ｔ）＝

１００
１００

１００















１００ｎ×ｎ

０
０


０
ｃｏｓ（πｔ















）ｎ×１

ｋ＝１０５，初始条件为：ｘ（０）＝０，ｘ（０）＝０．
取ｎ＝１０００，在相同步长情况下，利用本文方

法和文献［１０］方法对算例进行了计算，计算十次
平均所需时间的比较结果列于表１．

表１　数值计算效率的比较（单位：秒）

Ｔａｂｌｅ１　Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎｏｆｎｕｍｅｒｉｃａｌｃａｌｃｕｌａｔｉｏｎｅｆｆｉｃｉｅｎｃｙ

（ｕｎｉｔ：ｓｅｃｏｎｄ）

ｔｈｅｔｉｍｅｏｆｉｔｅｒａｔｉｎｇ１０００ｓｔｅｐｓ
ｓｉｍｐｌｉｆｉｅｄＴｒａｐｅｚｉｕｍｆｏｒｍｕｌａ［１０］ ３．４２
ｉｍｐｒｏｖｅｄＴｒａｐｅｚｉｕｍｆｏｒｍｕｌａ ２．３３
ｓｉｍｐｌｉｆｉｅｄＳｉｍｐｓｏｎｆｏｒｍｕｌａ［１０］ ４．６７
ｉｍｐｒｏｖｅｄＳｉｍｐｓｏｎｆｏｒｍｕｌａ ２．３８
ｓｉｍｐｌｉｆｉｅｄＣｏｔｅｓｆｏｒｍｕｌａ［１０］ ６．９７
ｉｍｐｒｏｖｅｄＣｏｔｅｓｆｏｒｍｕｌａ ２．３８

ｓｉｍｐｌｉｆｉｅｄＧａｕｓｓｆｏｒｍｕｌａ［１０］ ５．８５
ｉｍｐｒｏｖｅｄＧａｕｓｓｆｏｒｍｕｌａ ２．３８

从表１可得本文方法提高了计算效率，针对本
算例，改进梯形公式可以节约大约３２％的时间，改进
辛普生公式可以节约大约４９％的时间，改进科特斯
公式可以节约大约６６％的时间，改进高斯公式可以
节约大约５９％的时间．算例计算和前文的时间预估
公式保持一致，也证明了时间预估公式的有效性．

４　结论

本文考虑状态空间方程外荷载的特点，提出了

一种新的改进精细直接积分法．推导了利用梯形公
式、复化梯形公式、辛普生公式、复化辛普生公式、

科特斯公式、高斯公式计算杜哈姆积分时的计算格

式，给出了改进梯形公式、改进辛普生公式、改进科

特斯公式、改进高斯公式的节约时间公式，证明了

改进梯形公式最大可以节约３３％的时间，改进辛
普生公式最大可以节约５０％的时间，改进科特斯
公式最大可以节约６７％的时间，改进高斯公式最
大可以节约６０％的时间．数值算例表明本文改进
方法提高了计算效率．
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