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摘要　含有大变形非线性约束的结构中，往往存在不同程度的预变形，导致系统静平衡点的改变．预变形的

存在使得系统的动力学控制方程同时含有平方和立方非线性．实验结果表明，较小的激励力就能激发出含

预变形非线性结构的软弹簧频响特征．以实验中的参数作仿真分析，结果表明，随着预变形的逐渐增大，非

线性结构频响特征呈现从硬弹簧特性向软弹簧特性的转变，并求出了转变过程的临界变形．而随着外载荷

幅值的增大，则是从软弹簧特性向硬弹簧特性转变．在不同预变形和激励力幅值下，还出现了超谐波共振和

次谐波共振的现象．
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引言

局部非线性在许多复杂机械和工程结构中都

存在，通常位于部件的结合处，例如轴承［１，２］、套

管［３］、齿轮［２，４］等．关于局部非线性的理论研究方
法，姚红良等［５］做出了突出的贡献．然而实际情况
中，整个系统尤其是非线性元件除了受动态激励

外，还常常受到其它载荷，如重力、装配缺陷等引起

的预载等．这些载荷大小的变化会改变系统的静平
衡点，进一步影响非线性元件的动态特性．例如，在
零静载时对称的非线性弹簧，在预载荷作用下会成

为非对称［６］，由此使得一些适用于处理对称非线性

的方法，例如描述函数［７］等不再适用．与此同时，外
激励的类型和幅值也多种多样，导致非线性结构表

现出非常复杂的响应特征．
已经有一些学者对存在预载和复杂外激励的

非线性系统进行了理论和实验研究，典型的是一种

Ｔ字型的梁结构，最初由 Ｆｅｒｒｅｉｒａ［８］采用，此后 Ｓｉｌ
ｌｅｒ［９］和 Ｏｚｇｅ［１０］等也将其应用于各自的研究．研究
表明，当响应位移较大时，实验中的装配缺陷会对

非线性系统响应有明显的影响，包括缝隙，预变形

等．例如，存在预变形的立方刚度弹簧会表现得像
一个不对称的软弹簧［８］；这些研究初步揭示了带预

变形非线性系统复杂的响应特征，但没有关注在不

同的外激励和预变形下非线性结构响应特征的变

化过程．
本文在与实验结合的基础上，进行了仿真分

析．在仿真计算过程中，通过自动判断稳定性、递归
细分和并行计算，极大地减少了计算时间．仿真结
果表明，不同参数下的非线性系统存在丰富的非线

性现象，预变形和外激励幅值对系统的非线性特征

影响显著，进一步揭示了在不同的外激励和预变形

下非线性结构响应特征的演变过程．

１　实验梁的非线性频响特征

本文采用文献［８－１０］中的 Ｔ字型结构进行
实验研究，实验试件和激振器如图１ａ所示．其中，
矩形截面主梁尺寸 １０００×１２×８，二个横梁尺寸
５００×１３×１．４２（单位：ｍｍ）；材料常数 Ｅ＝２．１×
１０１１Ｐａ，ρ＝７．８×１０３ｋｇ／ｍ３．外激励下横梁的大变形
使得主梁的一端受到非线性约束支撑．实验装置搭
建过程中，由于重力、装配误差等因素的影响，使得

Ｔ字型梁成为一个带预变形的非线性结构，如图１ｂ
所示．

图２为改变外激励幅值的大小，进行恒力控制
下从低到高的单向扫频实验结果．
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图３为当外激励幅值逐渐从增大到时，分别从
高频到低频（黄色）、再从低频到高频（其他颜色）

扫频，测量到的离端点２５０ｍｍ处的位移响应．

图１　Ｔ字型梁结构的实验装置

Ｆｉｇ．１　ＴｈｅｅｘｐｅｒｉｍｅｎｔｅｑｕｉｐｍｅｎｔｏｆｔｈｅＴ
!

ｂｅａｍｓｔｒｕｃｔｕｒｅ

图２　恒力控制下端点处自频响应的实验结果

Ｆｉｇ．２　Ｔｈｅｅｘｐｅｒｉｍｅｎｔａｌｒｅｓｕｌｔｓｏｆｔｈｅｓｅｌｆ－ｅｘｃｉｔｅｄｒｅｓｐｏｎｓｅ

ｕｎｄｅｒｃｏｎｓｔａｎｔｆｏｒｃｅａｍｐｌｉｔｕｄｅ

图３　离端点２５０ｍｍ处的位移响应

Ｆｉｇ．３　Ｔｈｅｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔｒｅｓｐｏｎｓｅ２５０ｍｍａｗａｙｆｒｏｍｔｈｅｂｅａｍ’ｓｅｎｄ

２　含预变形非线性结构的理论与计算

对于带预变形的 Ｔ字型梁，从图 ２中可以看
出，存在着明显的软特性．而在图３中不难发现，当

外激励幅值较小（如０．４Ｎ）时就已经出现跳跃现
象．为此，本文接下来对含预变形的非线性结构进
行理论和数值的仿真分析．
２．１　基本理论

考虑图４所示的单自由度质量—阻尼—弹簧
系统，其中大变形产生的非线性弹簧同时具有线性

和立方刚度，即弹簧的变形 ｘ（取弹簧自然伸长时
为ｘ＝０）与弹簧对ｍ的作用力Ｆ存在如下关系：

Ｆ＝－ｋｘ－ｋｘ３ （１）
式中，ｋ为线性刚度系数，ｋ为立方刚度系数；负号
则表示结构受到的弹簧力方向与位移方向相反．

图４　含非线性弹簧的单自由度质量－阻尼－弹簧系统

Ｆｉｇ．４　Ａｍａｓｓ－ｄａｍｐ－ｓｔｒｉｎｇｓｙｓｔｅｍｏｆｏｎｅｄｉｍｅｎｓｉｏｎ

ｗｉｔｈａｎｏｎｌｉｎｅａｒｓｔｒｉｎｇ

若因为重力等原因，系统静平衡状态时弹簧存

在一个预变形ｘ０，则此时弹簧对ｍ的作用力为：

Ｆ０＝－ｋｘ０－ｋｘ
３
０ （２）

当ｍ相对静平衡位置有一个位移 Δｘ，弹簧对
ｍ作用力的增量为：

ΔＦ＝［－ｋ（ｘ０＋Δｘ）－ｋ（ｘ０＋Δｘ）
３］－

　［－ｋｘ０－ｋｘ
３
０］＝－（ｋ＋３ｋｘ

２
０）Δｘ－

　３ｋｘ０Δｘ
２－ｋΔｘ３ （３）

不难发现，式（３）中线性项的系数（ｋ＋３ｋｘ２０）
是随ｘ０变化的．如果 ｍ受到的其它作用力（如重
力）不会因为 Δｘ的产生而有任何改变，则上式即
是ｍ受到的合力．于是系统在外激励 Ｐ作用下的
运动微分方程为：

ｍΔ̈ｘ＋ｃΔｘ＋（ｋ＋３ｋｘ２０）Δｘ＋３ｋｘ０Δｘ
２＋

　ｋΔｘ３＝Ｐ （４）
由于Δｘ的一次项系数随着ｘ０而变化，系统理

论上的线性频率表达式为：

ωｎ＝
ｋ＋３ｋｘ２０
槡 ｍ × １－２ζ槡

２，　ｆｎ＝
１
２πωｎ

（５）

显然，也与预变形ｘ０相关．
在单频简谐激励下（即 Ｐ＝Ｆｓｉｎ（２πｆｔ）），考虑

９８１



动　力　学　与　控　制　学　报 ２０１５年第１３卷

一阶近似，则正的三次项体现刚度硬化，二次项无

论系数正负均体现刚度软化［１１］．显然上述系统中
三次项体现刚度硬化而二次项体现刚度软化．

对于式（４）可以作如下简要分析：
１．当Δｘ为小量时，二次项和三次项相对于一

次项可以忽略，系统主要表现线性行为；随着Δｘ的
增大，二次项影响逐渐显著；Δｘ继续增大，三次项
开始占据主导地位．
２．当ｘ０＝０时，系统只存在三次项的非线性；

随着ｘ０的增大，二次项开始体现作用．ｘ０继续增
大，则非线性项相对线性项越来越不重要，系统又

呈线性特征．
因此，对于这样一个同时存在平方和立方非线

性的模型，随着预变形ｘ０和外激励幅值Ｆ的变化，
将会出现跳跃、超谐波共振、次谐波共振等丰富的

非线性现象．
２．２　计算方法的改进

为模拟扫频实验中从低频到高频，以及从高频

到低频的实验过程，本文在ｍａｔｌａｂ计算平台上进行
了仿真计算，主要步骤有：

１）采用经典的５阶定步长龙格 －库塔法，计
算系统在某一初始条件、一定预变形和恒力幅值简

谐外激励作用下的响应．
２）待系统稳定后，截取一段时域响应进行傅

利叶变换；考虑到弱非线性时的主频响应占主导，

以及与扫频实验相匹配，取幅值最大的一个频率作

为主频响应，并以这个幅值与激励力幅值之比作为

拟线性的频响．
３）为模拟实验时的扫频，初始频率点时以位

移和速度均为０作为初始条件，此后的频率点均以
系统在上一个频率点（已达到稳定）最后时刻的运

动状态（位移和速度）作为初始条件；参照实验进

行从低到高和从高到低改变外激励频率的大小，并

比较计算结果．
龙格－库塔法计算时域响应时，关键在于如何

判断系统是否达到稳定，是第２步计算的前提，也
是最主要的计算耗费所在．文献［１１］中对任意参
数都采用固定的计算周期数．事实上，系统在不同
频率点达到稳定需要的时间是很不一致的；一般

地，在初始点（零初始条件，而其它点是一个较接近

稳态的初始条件）和突变点需要较长的时间，而在

曲线光滑的位置只需要很短的时间就能达到稳定；

在一些特殊的点比如次谐波共振点则需要非常长

的时间．文献［１１］采用固定周期数的方法，在大部
分点上浪费计算时间，而在某些点处又不能真实地

反映稳态情况．针对上述情形，本文在计算中采用
了自动判断稳定性的方法，基本思想是：以外激励

周期截取系统时域响应，比较邻近几段的差异，以

此来判断系统是否达到稳定．由此，在曲线的光滑
点可以极大地减少计算时间；而对长时间不收敛的

参数点则可认为是可能的特殊点．
为了进一步减少计算量，在扫频范围内首先采

用较大的初始频率间隔进行扫频计算，当发现频响

曲线出现“异常”，即斜率的绝对值变化很大或者

斜率的正负号改变（峰值或谷值）时，进行递归细

分，直到斜率变化平缓或细分到设定的下限值．由
此，既准确地描述了频响曲线的整体形状和关键位

置细节信息，又大大加快了计算速度．
此外，由于不同物理参数（预变形和外激励幅

值）取值的频响曲线计算时，相互之间没有影响，因

此，本文在ｍａｔｌａｂ计算平台上采用并行计算，又一
次极大地节约了计算时间．

综上所述，本文在仿真计算过程中，通过自动

判断稳定性、递归细分和并行计算，极大地减少了

计算时间．
２．３　参数设置

仿真计算中物理参数的取值，是以Ｔ字型梁的
静力学和扫频实验测得的数据为基础的．图５ａ为
Ｔ字型梁的静力学实验所测得的力和位移关系曲
线，图５ｂ是外激励幅值为 Ｆ＝０．０２５Ｎ时的恒力扫
频实验结果曲线．按照（３）式将图５ａ中的实验数
据进行非线性拟合，求出线性刚度系数 ｋ＝３．
４３２４Ｎ／ｍｍ和立方刚度系数 ｋ ＝０．１５３３Ｎ／ｍｍ３．
根据ｋ和图５ｂ的线性扫频实验得到的一阶固有频
率，取定等效质量ｍ＝０．１ｋｇ．

采用粘性阻尼模型即ｃ＝２ｍζ ｋ
槡ｍ

，为了加快系

统稳定速度以减少计算量，本文计算时取ζ＝０．１．预
变形ｘ０的计算范围为０～１０ｍｍ，取Δｘ０＝０．１ｍｍ；激
励力幅值Ｆ的变化范围为２～１６Ｎ，取ΔＦ＝０．１Ｎ；计
算扫频范围ｆ为２０～１２０Ｈｚ，递归细分时设定间隔下
限Δｆｍｉｎ＝０．１Ｈｚ．采用本文２．２节提出的时域上自动
判断稳定性、递归细分以及并行计算等改进的计算

方法后，在ＰＣ机上的计算时间约为３０小时．

０９１
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图５　确定Ｔ字型梁物理参数的实验结果

Ｆｉｇ．５　Ｔｈｅｅｘｐｅｒｉｍｅｎｔａｌｒｅｓｕｌｔｓｔｏｉｄｅｎｔｉｆｙｔｈｅｐｈｙｓｉｃａｌ

ｐａｒａｍｅｔｅｒｓｏｆｔｈｅＴ－ｂｅａｍ

３　仿真结果的非线性现象分析

在计算结果中，对任意４个外激励频率相邻的
数据点（ｆｉ，ｘｉ），ｉ＝１，２，３，４，（ｆ１＜ｆ２＜ｆ３＜ｆ４），其中
ｘｉ为对应于频率ｆｉ激励下的响应，令：

ｄｉ＝
ｘｉ＋１－ｘｉ
ｆｉ＋１－ｆｉ

　（ｉ＝１，２，３）

计算结果中，当｜ｄ２｜＞ｎ｜ｄ１｜且｜ｄ２｜＞ｎ｜ｄ３｜
时，其中ｎ为给定的常数，定义频率点：

ｆ ＝１２（ｆ２＋ｆ３）

处为一个跳跃点，ｄ２为ｆ处的斜率，本文分析中取
ｎ＝２．通过计算结果中跳跃点的筛选，能有效地反
映频响曲线跳跃的位置．
３．１　硬化和软化的跳跃

对于不同的预变形和激励力幅值的取值，系统

表现出了硬化和软化的跳跃现象．
（图中颜色表示跳跃点的斜率，其中从高到低

扫频时的斜率为通常意义下斜率的相反数）

图６是固定激励力幅值Ｆ＝１０Ｎ时，跳跃点ｆ

位置随预变形的变化，图７是此时几条典型的频响
曲线．从图中可以清晰地看出，随着预变形的增大，
系统由硬化逐渐过渡到软化，临界点在大约 ｘ０＝
５ｍｍ处；最终跳跃消失，呈线性特征．这与理论分
析完全符合．

图６　跳跃点位置随预变形的变化

Ｆｉｇ．６　Ｔｈｅｃｈａｎｇｅｏｆｔｈｅｊｕｍｐｐｏｉｎｔｉｎｔｅｒｍｓｏｆｔｈｅｉｎｉｔｉａｌｄｅｆｏｒｍａｔｉｏｎ

图７　Ｆ＝１０Ｎ时几条典型的频响曲线

Ｆｉｇ．７　ＳｏｍｅｔｙｐｉｃａｌｆｒｅｑｕｅｎｃｙｒｅｓｐｏｎｓｅｃｕｒｖｅｗｈｉｌｅＦ＝１０Ｎ

图８　跳跃点位置随外激励幅值的变化

Ｆｉｇ．８　Ｔｈｅｃｈａｎｇｅｏｆｔｈｅｊｕｍｐｐｏｉｎｔｉｎｔｅｒｍｓｏｆ

ｔｈｅｅｘｔｅｒｎａｌｅｘｃｉｔｉｎｇａｍｐｌｉｔｕｄｅ

（颜色表示跳跃点的斜率，其中从高到低扫频

时的斜率为通常意义下斜率的相反数）

图８是固定预变形 ｘ０＝５ｍｍ时，跳跃点位置
随激励力幅值的变化．图９是此时几条典型的频响
曲线．由图中可以看出，随着激励力幅值的增大，系
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统由线性逐渐过渡到软化，最终呈现硬化．考虑到
本模型中各项系数均为正，则激励力幅值与系统响

应幅值呈单调关系，这些结果也与理论完全符合．

图９　ｘ０＝５ｍｍ时几条典型的频响曲线

Ｆｉｇ．９　Ｓｏｍｅｔｙｐｉｃａｌｆｒｅｑｕｅｎｃｙｒｅｓｐｏｎｓｅｃｕｒｖｅｗｈｉｌｅｘ０＝５ｍｍ

３．２　超谐波共振
图１０是固定激励力幅值 Ｆ＝１０Ｎ时，峰值位

置随预变形的变化．由图中可以看出，左端的峰值
正好对应于约线性固有频率１／２处的超谐波共振，
这是平方非线性的特征，随着预变形的增大最终消

失；两种扫频方式在此处是完全重合的．而两种扫
频方式的主共振峰值相对位置的变化也体现了系

统硬化→软化→线性的变化．

图１０　峰值位置随预变形的变化

Ｆｉｇ．１０　Ｔｈｅｃｈａｎｇｅｏｆｔｈｅｐｅａｋｐｏｓｉｔｉｏｎｉｎｔｅｒｍｓｏｆ

ｔｈｅｉｎｉｔｉａｌｄｅｆｏｒｍａｔｉｏｎ

图１１是固定预变形 ｘ０＝５．１ｍｍ时，峰值位置
随激励力幅值的变化．左上角的峰值对应于线性固
有频率１／３处的超谐波共振，这是立方非线性的特
征，在激励力幅值比较大时才开始出现；两种扫频

方式在此处也是完全重合的．

图１１　峰值位置随外激励幅值的变化

Ｆｉｇ．１１　Ｔｈｅｃｈａｎｇｅｏｆｔｈｅｐｅａｋｐｏｓｉｔｉｏｎｉｎｔｅｒｍｓ

ｏｆｔｈｅｅｘｔｅｒｎａｌｅｘｃｉｔｉｎｇａｍｐｌｉｔｕｄｅ

３．３　次谐波共振
计算过程中通过观察时域收敛的情况，发现当

预变形ｘ０＝１．８～２．６ｍｍ，外激励幅值超过临界值

Ｆ≈１５Ｎ时，固有频率２倍处出现了次谐波共振
的现象，如图１２所示．这一现象与文献［１１］中的
理论预测相符．另一方面，次谐波共振随着 ｘ０的增
加从无到有再消失的变化过程，也体现了二次项的

影响逐渐增大再减小的变化过程．

图１２　次谐波共振示例

Ｆｉｇ．１２　Ａｎｅｘａｍｐｌｅｏｆｓｕｂｈａｒｍｏｎｉｃｒｅｓｏｎａｎｃｅ

（所取参数下，系统线性固有频率为３５．３１Ｈｚ，
约为外激励频率７０Ｈｚ的一半左右）

４　结论

本文在实验研究的基础上，通过建立单自由度

仿真模型，数值求解过程中通过计算方法的改进，

极大地减少了计算量，成功地对存在预变形的立方

刚度非线性进行了仿真．随着预变形和激励力幅值
的变化，观察到了丰富的时域和频域的非线性响应

现象，并揭示了其变化的过程，得到了与理论推测

相符的结果．进一步需要研究的问题是如何更有效
地提高计算速度，以更完整地体现非线性现象；并
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扩展到多自由度系统，直至模拟连续系统（如梁）

的非线性效应．可以预见，多自由度系统将出现内
共振等更加丰富的非线性现象，但也对程序和算法

的优化提出了严峻的挑战．
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