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基于逆阵更新方法的局部非线性结构频响分析
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摘要　针对含有非线性连接的大型局部非线性结构，采用描述函数表示其所连接的非线性内力，将非线性

结构频响表示为拟线性动柔度矩阵（ＱｕａｓｉｌｉｎｅａｒＲｅｃｅｐｔａｎｃｅＭａｔｒｉｘ），提出一种逆阵更新（ＩｎｖｅｒｓｅＭａｔｒｉｘＵｐｄａ

ｔｉｎｇＭｅｔｈｏｄ，ＩＭＵ）方法，将求解系统动柔度（频响特性）的高阶矩阵求逆转化为低阶矩阵的求逆，从而获得

大型局部非线性结构主频响应的快速计算方法．仿真结果表明，本文的分析方法具有较好的稳定性，并能大

幅提高大型局部非线性结构主频响应的计算效率．

关键词　局部非线性，　逆阵更新，　频率响应，　动柔度

ＤＯＩ：　１０．６０５２／１６７２６５５３２０１５００４

引言

对于含有非线性连接的大型局部非线性结构，

主频响应的稳定性及其稳态响应的幅值通常是结

构设计中不容忽视的动力学特性．如航天器系统
中，铰接结构的基频运动特性对航天器的在轨运动

影响较大，是设计航天器时必须加以解决的问题之

一［１］．
Ｅ．Ｂｕｄａｋ和 Ｈ．Ｎ．Ｏｚｇｕｖｅｎ［２］，Ｏ．Ｔａｎｒｉｋｕｌｕ

和Ｈ．Ｎ．Ｏｚｇｕｖｅｎ等［３］针对含有非线性连接的多

自由度系统，提出一种基于非线性力描述函数的迭

代求解非线性主频响应的方法；在此基础上，Ｍ．
Ｂ．Ｏｚｅｒ等［４］进一步探索了系统的非线性参数识别

问题，并在含有一个非线性连接参数的多自由度系

统中实现了非线性类型和参数的仿真识别；Ｏｚｇｅ
Ａｒｓｌａｎ等［５］则实验验证了上述非线性参数辨识的

有效性；尉飞、郑钢铁等［６－８］将该方法应用于计算

含有非线性连接的航天器的主频响应，通过选取结

构中的非线性自由度、激励自由度和目标自由度，

大幅度减少频响的计算规模．上述研究主要针对含
有单个非线性连接位置（或参数）的结构，对于含

多个（ｎ≥２）非线性连接（或参数）的结构，目前相
关的研究还很少看到．

Ｚ．Ｋ．Ｐｅｎｇ等［９］基于 Ｖｏｌｔｅｒｒａ级数理论，提出

了利用非线性输出频响函数辨识周期结构中非线

性部件位置的方法；Ｚ．Ｑ．Ｌａｎｇ等［１０］将该方法应用

于工程结构的故障诊断；姚红良等［１１］基于非线性

输出频响函数理论，针对因与外部接触而发生局部

非线性的动力学系统，研究其频响分析及非线性位

置的辨识．但其中的仿真算例都仅含有单个非线性
连接．

对基于系统动柔度进行结构响应分析或参数

辨识的研究，近年来逐渐受到国内外学者的关注．
Ｍ．Ｂ．Ｏｚｅｒ和 Ｔ．Ｊ．Ｒｏｙｓｔｏｎ［１２］、Ｓ．Ｓ．Ｐａｒｋ和 Ｊ．
Ｃｈａｅ［１３］各自提出了用动柔度识别耦合系统中连接
参数的方法；ＨｕａｊｉａｎｇＯｕｙａｎｇ等［１４－１５］尝试了采用

动柔度方法解决非经典系统的振动控制问题；云永

旺等［１６］将动柔度修改方法应用于轴向杆件系统，

并做了鲁棒性分析．上述研究目前还限于线性结
构，但已经可以看出利用动柔度方法解决多自由度

系统中多个参数辨识或修改问题的可行性．
本文针对含有多个非线性连接的结构，提出基

于动柔度矩阵的拟线性分析方法，即逆阵更新（Ｉｎ
ｖｅｒｓｅＭａｔｒｉｘＵｐｄａｔｉｎｇＭｅｔｈｏｄ，ＩＭＵ）方法，将求解系
统动柔度的高阶矩阵求逆问题转化为低阶矩阵的

求逆，从而获得大型局部非线性结构主频响应的快

速计算方法．仿真结果表明，本文的分析方法具有
较好的稳定性，并能大幅提高大型局部非线性结构
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主频响应的计算效率．

１　逆阵更新方法的理论推导

１．１　含有非线性连接结构的响应分析
研究含有局部非线性连接的结构，其受外力激

励时的振动微分方程如下：

Ｍｘ̈＋Ｃｘ＋Ｋｘ＋Ｎ＝ｆ （１）
式中，Ｍ、Ｃ、Ｋ分别为结构的质量、阻尼和刚度矩

阵，Ｎ为非线性内力，ｆ为外激励力．
当系统受到简谐激励时，即：

ｆ＝Ｉｍ（ｆ０ｅ
ｉωｔ） （２）

系统响应可表示为：

ｘ＝∑
!

ｒ＝０
ｘｒ＝ (Ｉｍ ∑

!

ｒ＝０
Ｘｒｅ

ｉｒω )ｔ （３）

局部非线性结构一般关注其主频响应，即：

ｘ＝Ｉｍ Ｘｅｉω( )ｔ （４）

其中，Ｘ为系统主频响应幅值向量．
对于受到简谐激励的系统，若假设其非线性内

力也可以用简谐形式表示，即：

Ｎ＝Ｉｍ Ｇｅｉω( )ｔ （５）

将式（２）、（４）、（５）代入式（１）中，于是系统振

动微分方程转化为代数方程：

（－ω２Ｍ＋ｉωＣ＋Ｋ）·Ｘ＋Ｇ＝ｆ０ （６）

若将非线性内力幅值向量表示为形如［３］：

Ｇ＝Δ（Ｘ）·Ｘ （７）
则式（６）可写成：

（－ω２Ｍ＋ｉωＣ＋Ｋ＋Δ）·Ｘ＝ｆ０ （８）

于是得到具有非线性连接结构的响应：

Ｘ＝Θ·ｆ０ （９）

其中：

Θ＝（－ω２Ｍ＋ｉωＣ＋Ｋ＋Δ）－１ （１０）

称为拟线性动柔度矩阵（ＱｕａｓｉｌｉｎｅａｒＲｅｃｅｐｔａｎｃｅ

Ｍａｔｒｉｘ）［３］，类似于线性结构的动柔度，式（１０）仅在

弱非线性时成立．
式（１０）中相应的线性部分动柔度矩阵记为：

α＝ －ω２Ｍ＋ｉω( )Ｃ＋Ｋ －１ （１１）

将式（１１）代入式（１０），得到

Θ＝ α－１＋( )Δ －１ （１２）

１．２　非线性内力的描述函数表示

文献［３］提出了利用描述函数表示非线性内力

的方法．将式（１）中的非线性内力向量Ｎ的第 ｋ个

元素表示成级数的形式：

Ｎｋ ＝∑
ｎ

ｊ＝１
ｎｋｊ （１３）

其中，ｎｋｊ表示非线性结构的两个连接位置ｋ和

ｊ之间的非线性力（ｋ≠ｊ；当一端固结时则令 ｋ＝ｊ），

并假设非线性力具有对称形式，且：

ｎｋｊ＝ｎｊｋ （１４）

在式（５）的情形下，可将ｎｋｊ用简谐形式近似表

示为：

ｎｋｊＩｍ Ａｋｊｅ
ｉω( )ｔ （１５）

其中，非线性力的幅值 Ａｋｊ可由 Ｆｏｕｒｉｅｒ积分求

得：

Ａｋｊ＝
ｉ
π∫

２π

０
ｎｋｊｅ

－ｉωｔｄω （１６）

若定义系统主频响应幅值向量 Ｘ中的任意两

个分量之差为：

Ｙｋｊ＝Ｘｋ－Ｘｊ　ｋ≠ｊ

Ｙｋｊ＝Ｘｋ{ 　ｋ＝ｊ
（１７）

进一步令：

νｋｊＡｋｊ／Ｙｋｊ＝νｋｊ（Ｙｋｊ，ω） （１８）

则称νｋｊ为非线性力ｎｋｊ的描述函数
［３］．

将式（１８）代入式（１５），得到：

ｎｋｊＩｍ（νｋｊＹｋｊｅ
ｉωｔ） （１９）

进一步代入式（１３），得到：

Ｎｋ ＝ (Ｉｍ ∑
ｎ

ｊ＝１
νｋｊＹｋｊｅ

ｉω )ｔ （２０）

对比式（５）和式（２０），可得：

Ｇｋ ＝∑
ｎ

ｊ＝１
νｋｊＹｋｊ （２１）

由式（２１），可推导得到式（７）中Δ的表达式：

Δｋｋ ＝νｋｋ＋∑
ｎ

ｊ＝１，ｊ≠ｋ
νｋｊ

Δｋｊ＝－νｋｊ，ｋ≠
{

ｊ
（２２）

称Δ为拟线性矩阵［３］．

１．３　逆阵更新（ＩＭＵ）方法

由式（９）和式（１０）可知，求解含有非线性连接

的系统频响，实质上是矩阵求逆的过程，对于大型

结构，则是高阶矩阵求逆的问题．

在大型局部非线性结构中，非线性连接通常仅

跟很少量的自由度有关．以含有２个非线性连接的

结构为例（如图１所示），其拟线性矩阵Δ表示为：

８７１
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图１　含有２个非线性连接结构的质量弹簧系统

Ｆｉｇ．１　Ｔｈｅｍａｓｓｓｐｒｉｎｇｓｙｓｔｅｍｗｉｔｈｔｗｏｎｏｎｌｉｎｅａｒｃｏｎｎｅｃｔｉｏｎｓ

Δ＝

０ … ０ … ０



νｉｊ … －νｉｊ

  

－νｉｊ … ν
[ ]

ｉｊ

  



  

νｒｓ … －νｒｓ

  

－νｒｓ … ν
[ ]

ｒｓ



０ … ０ …























０

…第ｉ行

…第ｊ行

…第ｒ行

…第ｓ行

　　　　
   

第ｉ列 第ｊ列 第ｒ列 第ｓ列
（２３）

上式进一步可写成：

Δ＝δ·Ｖ·δＴ （２４）
其中，

Ｖ＝
νｉｊ ０

０ ν[ ]
ｒｓ

，δ＝

０


１


－１


０


０


０

０


０


０


－１


１














































０

（２５）

将式（２４）代入式（１２），可得：

Θ＝（α－１＋δ·Ｖ·δＴ）－１

＝α·［ＩＮ＋δ·Ｖ·δ
Ｔ·α］－１ （２６）

式中Ｎ为结构自由度数．通过矩阵运算，将式
（２６）进一步写成：

Θ＝α·［ＩＮδ·Ｖ（Ｉｍ＋δ
Ｔ·α·δ·Ｖ）－１δＴ·α］

＝α－α·δ·Ｖ［Ｉｍ＋δ
Ｔ·α·δ·Ｖ］－１·δＴ·α

（２７）
式中ｍ为所连接的非线性结构的数目．一般来说，
ｍＮ，则式的高阶求逆问题转化成式的低阶求逆，
称之为逆阵更新（ＩｎｖｅｒｓｅＭａｔｒｉｘＵｐｄａｔｉｎｇＭｅｔｈｏｄ，
ＩＭＵ）方法．不难发现，在局部非线性结构中，如果

线性部分的频响特性 α可以通过实测或有限元方
法获得，有限的非线性连接位置 δ和模型 Ｖ已知，
则由式可计算得到局部非线性结构的主频响应．

２　逆阵更新（ＩＭＵ）方法求解系统频响的数
值计算

由式（２７）可知，若线性部分的频响特性及非
线性连接特性已知，即可求解系统的频响．由于 Ｖ
（或Δ）同时又与响应Ｘ相关，因此在数值计算中，
通常需要构造迭代方法来进行．

将式（２７）代入式（９），构造迭代公式：
Ｘｉ＋１（ω±Δω）＝Θｉ（ω）·ｆ０，ｉ＝１，２，３，…

Ｘ１（ωｌ，ｈ）＝α（ωｌ，ｈ）·ｆ{
０

（２８）

上式中，Δω为迭代步长，ωｌ，ｈ为扫频的最低或
最高的频率．在实际计算中，迭代公式（２８）在共振
频率附近通常较难收敛，一般需引入加权因子 λ，
构造迭代为［３］：

Ｘｉ＋１＝λ·Ｘｉ＋１＋（１－λ）·Ｘｉ （２９）
加权因子λ的值一般可取０～０．５．

３　仿真算例

３．１　含有立方非线性的单自由度系统频响分析
如图２所示的单自由度（Ｓｉｎｇｌｅｄｅｇｒｅｅｏｆｆｒｅｅ

ｄｏｍ，ＳＤＯＦ）系统，质量块与固壁间连接的是立方
非线性刚度（Ｃｕｂｉｃｓｔｉｆｆｎｅｓｓ）弹簧，系统特性参数如
下：

ｍ＝１ｋｇ，ｋ＝１．０×１０３Ｎ／ｍ，ε＝１．０×１０４Ｎ／ｍ３，
ｃ＝ηｋ，η＝０．０１．

图２　含有立方非线性的单自由度系统

Ｆｉｇ．２　Ｔｈｅｓｉｎｇｌｅｄｅｇｒｅｅｏｆｆｒｅｅｄｏｍｓｙｓｔｅｍｗｉｔｈａｃｕｂｉｃｓｔｉｆｆｎｅｓｓｓｐｒｉｎｇ

当所加激励 Ｆ＝２００Ｎ时，采用龙格库塔法
（ＲｕｎｇｅＫｕｔｔａ）求解，取３个振动周期后的稳态响
应，得到的频响曲线如图３所示，计算过程用时约
２３０秒（ＨＰ电脑，ＣＰＵ为４ＧＨｚ）．

９７１
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图３　龙格库塔法计算的单自由度系统频响曲线

Ｆｉｇ．３　ＴｈｅｆｒｅｑｕｅｎｃｙｒｅｓｐｏｎｓｅｏｆｔｈｅＳＤＯＦｓｙｓｔｅｍｂｙ

ｔｈｅＲｕｎｇｅＫｕｔｔａｍｅｔｈｏｄ

同样的参数条件下，采用本文所述的迭代方法

计算得到的系统频响如图４所示，计算过程用时
０．７５秒（同样的电脑）．

图４　动柔度迭代方法计算的单自由度系统频响

Ｆｉｇ．４　ＴｈｅｆｒｅｑｕｅｎｃｙｒｅｓｐｏｎｓｅｏｆｔｈｅＳＤＯＦｓｙｓｔｅｍｂｙＩＭＵ

由图３和图４的频响曲线可以看出，对于具有
立方非线性弹簧的单自由度系统，采用传统的龙格

库塔方法和本文提出的ＩＭＵ方法都能得到较为理
想的计算结果．在相同参数条件下，采用 ＩＭＵ方法
的计算效率显著提高．
３．２　单非线性连接的多自由度系统频响分析

研究如图５所示的含有单个非线性连接的多自
由度（ＭｕｌｔｉＤｅｇｒｅｅｏｆＦｒｅｅｄｏｍ，ＭＤＯＦ）轴向振动系
统，立方非线性弹簧位于固壁与第１个质量块之间．

图５　含有单个非线性的多自由度轴向振动系统
Ｆｉｇ．５　ＡｔｅｎＤＯＦａｘｉａｌｖｉｂｒａｔｉｏｎｓｙｓｔｅｍｗｉｔｈｓｉｎｇｌｅｎｏｎｌｉｎｅａｒｃｏｎｎｅｃｔｉｏｎ

该振动系统的特性参数如下：

ｍ＝１ｋｇ，ｋ＝５００００Ｎ／ｍ，ｋ ＝ｋ＋ε·ｘ２，

ε＝１．０×１０７Ｎ／ｍ３；ｃ＝ηｋ，η＝０．０１．
当系统在第１个质量块上受到简谐力作用时，

激励力幅值为ｆ０＝１７５Ｎ，采用（ＩＭＵ）方法计算该局
部非线性系统的频响，得到第１个质量块上的频响
曲线如图６所示．

图６　含有单个非线性弹簧（连接固壁）的轴向振动系统的频响曲线

Ｆｉｇ．６　Ｔｈｅｆｒｅｑｕｅｎｃｙｒｅｓｐｏｎｓｅｏｆｔｈｅａｘｉａｌｖｉｂｒａｔｉｏｎｓｙｓｔｅｍｗｉｔｈｓｉｎｇｌｅ

ｎｏｎｌｉｎｅａｒｃｏｎｎｅｃｔｉｏｎｂｅｔｗｅｅｎｔｈｅ１ｔｈｃｏｏｒｄｉｎａｔｅａｎｄｔｈｅｇｒｏｕｎｄ

改变非线性弹簧的连接位置，将非线性弹簧连

接在第１个和第２个质量块之间，激励分别作用在
第１个质量块和第２个质量块上，激励力幅值为 ｆ０
＝７５Ｎ．采用逆阵更新（ＩＭＵ）方法计算系统响应，分
别得到Θ１２和Θ２１的频响曲线如图７所示．

图７　含有单个非线性弹簧的轴向振动系统的频响曲线

Ｆｉｇ．７　Ｔｈｅｆｒｅｑｕｅｎｃｙｒｅｓｐｏｎｓｅｏｆｔｈｅａｘｉａｌｖｉｂｒａｔｉｏｎｓｙｓｔｅｍｗｉｔｈ

ｓｉｎｇｌｅｎｏｎｌｉｎｅａｒｃｏｎｎｅｃｔｉｏｎｂｅｔｗｅｅｎｔｈｅ１ｔｈａｎｄｔｈｅ２ｎｄｃｏｏｒｄｉｎａｔｅｓ

从图６和图７的频响曲线可以看出，采用ＩＭＵ
方法，在系统第一阶共振频率附近，从低频到高频

和从高频到低频分别进行迭代计算，系统的频响特

性均出现明显的非线性现象（弹簧硬化）．上述结
果与文献［３］的计算结果基本一致．计算中均引入加
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权因子λ＝０．３．
３．３　含有多个非线性连接的轴向振动系统频响分析

研究含有三个非线性连接（立方非线性刚度弹

簧）的轴向振动杆件，如图８所示．

图８　含有三个非线性连接的轴向振动杆

Ｆｉｇ．８　Ａｎａｘｉａｌｖｉｂｒａｔｉｏｎｒｏｄｗｉｔｈｔｈｒｅｅｎｏｎｌｉｎｅａｒｃｏｎｎｅｃｔｉｏｎｓ

该轴向振动杆两端固支，特性参数如下：

Ｌ＝３ｍ，ｒ＝０．０２ｍ；

ρ＝７．８×１０３ｋｇ／ｍ３，Ｅ＝２．０×１０９Ｐａ．
三个立方刚度非线性弹簧的描述函数为：

ｋｉ ＝εｉ·ｘ
２，ｉ＝１，２，３；

其中：

ε１＝５．０×１０
９Ｎ／ｍ３；

ε２＝１．０×１０
１０Ｎ／ｍ３；

ε３＝２．０×１０
９Ｎ／ｍ３．

比例阻尼：ｃ＝ηｋ，η＝０．０１．
非线性弹簧连接位置：

Ｌｉ＝０．９ｍ，Ｌｊ＝１．２ｍ；
Ｌｍ＝１．８ｍ，Ｌｎ＝２．１ｍ；
Ｌｒ＝２．４ｍ，Ｌｓ＝２．７ｍ．

激励位置：Ｌｑ＝１．８ｍ；幅值ｆ０＝８．０×１０
３Ｎ；

响应位置：Ｌｐ＝１．８ｍ．
将连续杆件系统离散成Ｎ自由度质量弹簧系

统（集中质量法），如图９所示．

图９　含有三个非线性连接的轴向振动杆离散系统

Ｆｉｇ．９　Ｔｈｅｄｉｓｃｒｅｔｅａｘｉａｌｖｉｂｒａｔｉｏｎｓｙｓｔｅｍｗｉｔｈ３ｎｏｎｌｉｎｅａｒｃｏｎｎｅｃｔｉｏｎｓ

Ｎ分别取１５０，２００，３００，４００，５００，６００时，连续

系统和离散系统的固有频率如表１和图１０所示．

表１　轴向振动系统的前５阶固有频率

Ｔａｂｌｅ１　Ｔｈｅｆｉｒｓｔ５ｏｒｄｅｒｎａｔｕｒａｌｆｒｅｑｕｅｎｃｉｅｓｏｆ

ｔｈｅａｘｉａｌｖｉｂｒａｔｉｏｎｓｙｓｔｅｍ

ｏｒｄｅｒ
ｃｏｎｔｉｎｕｏｕｓ
ｓｙｓｔｅｍ
（Ｈｚ）

ｄｉｓｃｒｅｔｅｓｙｓｔｅｍ（Ｈｚ）

１５０ ２００ ３００ ４００ ５００ ６００

１ ８４．３９４９ ８３．８３４５８３．９７４２８４．１１４２８４．１８４３８４．２２６４８４．２５４４
２１６８．７８９９１６７．６６００１６７．９４３３１６８．２２６１１６８．３６７２１６８．４５１９１６８．５０８３
３２５３．１８４８２５１．４６７３２５１．９０２１２５２．３３３４２５２．５４７６２５２．６７５８２５２．７６１０
４３３７．５７９８３３５．２４７４３３５．８４５６３３６．４３３８３３６．７２４２３３６．８９７１３３７．０１２０
５４２１．９７４７４１８．９９１２４１９．７６８５４２０．５２５１４２０．８９５５４２１．１１５２４２１．２６０６

图１０　轴向振动系统的第１阶固有频率曲线

Ｆｉｇ．１０　Ｔｈｅｆｉｒｓｔｏｒｄｅｒｎａｔｕｒａｌｆｒｅｑｕｅｎｃｙｏｆａｘｉａｌｖｉｂｒａｔｉｏｎｓｙｓｔｅｍ

从表１和图１０可以看出，随着离散自由度数
不断增加，离散系统的固有频率不断逼近连续系统

的固有频率值．当Ｎ＝３００时，离散系统第１阶固有
频率与连续系统的第１固有频率误差仅为０．３％．

采用ＩＭＵ方法，在系统的第１阶共振频率附
近从低频到高频及从高频到低频分别进行迭代计

算，得到局部非线性系统的自频响特性，如图１１所
示．不难看出，具有明显的非线性现象（弹簧硬
化），且随着离散自由度数的增加，频响曲线的跳跃

区间（频率）逐渐收敛．由此说明，该方法具有很好
的稳定性．

４　结论

本文针对局部非线性系统，提出了基于逆阵更

新（ＩＭＵ）的分析非线性主频响应的快速计算方法．
该方法采用动柔度矩阵描述系统频响特性，通过矩

阵运算将求解系统动柔度的高阶求逆问题转化为

低阶矩阵求逆，在数值计算中利用加权迭代，得到

非线性系统的频响．
对含有立方非线性的单自由度系统及含有单

个和多个非线性连接的多自由度系统的仿真算例

１８１



动　力　学　与　控　制　学　报 ２０１５年第１３卷

都 表 明 ，（ＩＭＵ）方 法 不 仅 计 算 效 率 高 ，

图１１　不同离散自由度的频响ｈｐｑ曲线（Ｌｑ＝１．８ｍ，Ｌｐ＝１．８ｍ，自频响）

Ｆｉｇ．１１　ＴｈｅｒｅｃｅｐｔａｎｃｅｓｏｆｔｈｅａｘｉａｌｖｉｂｒａｔｉｏｎｓｙｓｔｅｍｗｉｔｈｄｉｆｆｅｒｅｎｔｄｉｓｃｒｅｔｅＤＯＦ

而且算法收敛性好，计算结果稳定，特别适合于大

型局部非线性结构．本方法针对其他非线性类型
（如间隙非线性等）或其它结构类型（如梁、板等）

的仿真分析和实验验证正在继续研究中．
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