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两档输电线路间的非线性耦合振动特性研究
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摘要　考虑几何非线性的影响，推导了两档输电导线与悬垂绝缘子串耦合振动的非线性动力学方程，并运

用数值分析软件对不同工况下的振动响应进行了数值求解．基于输电导线振动的位移时程曲线，得到了两

档输电导线的非线性耦合振动特性和共振特性，在小传输角度情况下，角度对输电导线的振动幅度没有明

显影响，但振动系统的静平衡位置会发生偏移．

关键词　两档输电线路，　非线性振动，　耦合效应，　数值解，　共振
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引言

输电线路是属于悬索结构中的大跨度高柔结

构，在承受自重、覆冰等静荷载，风、地震等动荷载

下具有明显的非线性行为［１］．正是由于其特殊性，
输电线路振动是非线性振动领域中非常典型的问

题．国内外绝大多数学者在研究输电线路振动问题
的理论建模时，往往只考虑了单档输电线的振动情

况［２３］，本文在以往研究的基础上，考虑档与档之间

的耦合振动，建立了更为完善的力学分析模型，并

推导了两档输电导线以及悬垂绝缘子串的非线性

振动方程．利用数值分析软件计算出系统的位移时
程曲线，通过对不同工况下的两档输电导线及垂悬

绝缘子串的振动进行比较研究，从而得出了两档输

电导线的非线性耦合振动特性和共振特性．

１　两档输电线路非线性耦合振动的力学模型

输电线路在荷载作用下会发生面内和面外的

振动，为了便于研究，又能体现问题的本质，本文只

研究输电线路在面内的非线性振动，不考虑面外和

扭转方向的振动，并作以下基本假设：

（１）采用固定铰支座模拟耐张塔对线的约束作
用，输电导线与悬垂绝缘子串的连接为理想铰接，不

计输电导线的抗弯刚度、抗扭刚度和剪切刚度．
（２）输电线重力垂度曲线为抛物线．

（３）考虑几何非线性，但输电导线的本构关系
满足胡克定律．

本文建立的力学分析模型如图１所示．

图１　两档输电导线耦合振动力学模型

Ｆｉｇ．１　Ｍｅｃｈａｎｉｃａｌｍｏｄｅｌｏｆｃｏｕｐｌｅｄｔｗｏｓｐａｎｓｔｒａｎｓｍｉｓｓｉｏｎｌｉｎｅ

不失一般性，取第一档导线微元体作为研究对

象，利用牛顿定律可建立输电导线的运动方程


ｓ
［Ｔ
（ｙ１＋ｕ１）
ｓ

］＝ｍ̈ｕ１－ｍｇｃｏｓθ （１）

式中ｙ１表示输电线静平衡时的曲线，ｕ１表示
偏离平衡位置的位移，Ｔ表示导线切向拉力，ｍ表
示输电线单位长度的质量，̈ｕ１表示位移对时间的
二阶导数，ｓ表示输电导线的弧长坐标，θ表示传输
角度．

考虑重力平衡，式（１）可以表示为

（Ｎ１＋ｎ１）
２ｕ１
ｘ２
＋ｎ１
２ｙ１
ｘ２
＝ｍ̈ｕ１ （２）

式中Ｎ１为初始切向拉力，ｎ１为切向动拉力．同时
考虑输电导线的垂度、几何非线性和端部位移，ｎ１
可以表示为



第３期 谢献忠等：两档输电线路间的非线性耦合振动特性研究

ｎ１ ＝
ＥＡ
ｌ１
（∫
ｌ１

０

ｙ１
ｘ
ｕ１
ｘ
ｄｘ＋∫

ｌ１

０

１
２（
ｕ１
ｘ
）２ｄｘ＋Ｘ）

（３）
式中Ｅ表示输电导线的综合弹性模量，Ａ表示

输电导线的横截面积，ｌ１表示输电导线的长度，Ｘ
表示输电导线悬挂点摆动的的水平位移且

Ｘ≈ａγｃｏｓθ （４）
式中ａ为悬垂绝缘子串的长度，γ为悬垂绝缘子串
的偏转角．

根据基本假设（２），输电导线在静平衡条件下
的垂度曲线可表示为

ｙ１＝
ｍｇｃｏｓθ
２Ｈ （ｌ１ｘ－ｘ

２） （５）

式中 Ｈ为输电导线的水平拉力，ｍ为导线单位长
度的质量．

假定

ｕ１ ＝∑
!

ｋ＝１
ｕ１ｋ（ｔ）ｓｉｎ

πｘ
ｌ１

（６）

在输电导线的振动中基本模态占主要地位，故

本文只研究ｋ＝１的情况，即

ｕ１＝ｕ１１ｓｉｎ
πｘ
ｌ１

（７）

以下用ｕ１代表ｕ１１，将式（４），（５），（７）代入式
（３）化简可得

ｎ１＝
２ＥＡｍｇｕ１ｃｏｓθ

πＨ
＋
ＥＡπ２ｕ１

２

４ｌ１
２ ＋ＸＥＡｌ１

（８）

将（８）式代入到（２）式，并考虑阻尼，可以得出
第一档输电线路的振动微分方程

ｕ̈１＋２ω１ε１ｕ１＋（ω１
２＋α１γ）ｕ１＋

　　α２ｕ１
２＋α３ｕ１

３＋α４γ＝０ （９）
其中ε１为输电导线的阻尼比，ω１为考虑垂度

影响下的的输电导线的振动频率，α１～α４为振动
方程的系数，且

ω１
２＝
Ｎ１π

２

ｍｌ１
２＋
８ｍｇ２ＥＡｃｏｓ２θ
π２Ｈ２

（１０）

α１＝
π２ＥＡａ
ｍｌ１

３ （１１）

α２＝
３πｇＥＡｃｏｓθ
Ｈｌ１

２ （１２）

α３＝
π４ＥＡ
４ｍｌ１

４ （１３）

α４＝
４ｇＥＡａｃｏｓθ
πＨｌ１

（１４）

同理，第二档输电导线的动拉力、振动微分方

程分别为

ｎ２＝
２ＥＡｍｇｕ２ｃｏｓθ

Ｈπ
＋
ＥＡπ２ｕ２２
４ｌ２２

－ＥＡｌ２
ａγｃｏｓθ （１５）

ｕ̈２＋２ω２ε２ｕ２＋（ω
２
２－α５γ）ｕ２＋

　　α６ｕ
２
２＋α７ｕ

３
２－α８γ＝０ （１６）

方程（１６）中的各参数与方程（９）中的对应参
数具有相同的形式，只需将式（１０）～（１４）中 ｌ、Ｎ
的下标由１换成２即可．

以图２所示绝缘子串为研究对象，建立其摆动
的动力学方程．

图２　悬垂绝缘子串摆动的力学模型

Ｆｉｇ．２　Ｍｅｃｈａｎｉｃａｌｍｏｄｅｌｏｆｉｎｓｕｌａｔｏｒｓｔｒｉｎｇｒｏｔａｔｉｏｎ

在实际工程中，垂悬绝缘子串的摆角 γ较小，
因此，根据牛顿定律，悬垂绝缘子串的摆动方程为

Ｊ̈γ≈（Ｎ２＋ｎ２）ａｃｏｓβ２（ｃｏｓθ＋γｓｉｎθ）＋
　（Ｎ２＋ｎ２）ａｓｉｎβ２（ｓｉｎθ－γｃｏｓθ）－
　（Ｎ１＋ｎ１）ａｃｏｓβ１（ｃｏｓθ＋γｓｉｎθ）－
　（Ｎ１＋ｎ１）ａｓｉｎβ１（ｓｉｎθ－γｃｏｓθ） （１７）

式中ａ为悬垂绝缘子串的长度，Ｊ为悬垂绝缘子串
的转动惯量，β１，β２分别为左、右两档输电导线在悬
挂点处的切线方向与ｘ轴的夹角，且

β１＝ｔａｎ
－１ｍｇｌ１ｃｏｓθ

２Ｈ （１８）

β２＝ｔａｎ
－１ｍｇｌ２ｃｏｓθ

２Ｈ （１９）

将式（８），（１５），（１８），（１９）代入方程（１７），并
考虑阻尼，可得出悬垂绝缘子串的摆动方程

γ̈＋２ω３ε３γ＋ω
２
３γ－α．９γ

２－（α１０ｕ１－α１１ｕ２＋

　α１２ｕ
２
１－α１３ｕ

２
２）γ＋α１４ｕ１－α１５ｕ２＋

　α１６ｕ
２
１－α１７ｕ

２
２＋α１８＝０ （２０）

１７１
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式中ε３为绝缘子串摆动的阻尼比，ω３为绝缘子串
的振动频率，α９～α１７为方程系数，且

ω３
２＝
ＥＡａ２（ｌ２ｃｏｓ

２θｃｏｓβ１＋ｌ２ｃｏｓθｓｉｎθｓｉｎβ１）
Ｊｌ１ｌ２

＋
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＋
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ＪπＨ
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４Ｊｌ１
２ （２９）

α１７＝
ＥＡπ２ａ（ｃｏｓβ２ｃｏｓθ＋ｓｉｎβ２ｓｉｎθ）

４Ｊｌ２
２ （３０）

α１８＝
Ｎ１ａｃｏｓβ１ｃｏｓθ＋Ｎ１ａｓｉｎβ１ｓｉｎθ

Ｊ －

　　
Ｎ２ａｃｏｓβ２ｃｏｓθ＋Ｎ２ａｓｉｎβ２ｓｉｎθ

Ｊ （３１）

方程（９）、（１６）、（２０）即为两档输电线路与悬
垂绝缘子串耦合振动的非线性动力学方程组．

２　算例

２．１　算例１
输电导线及悬垂绝缘子串的相关参数见表１，

两跨输电导线跨距分别为 ｌ１＝２６０ｍ，ｌ２＝２００ｍ，初
始水平拉力Ｈ＝２５０００Ｎ，初始条件均相同．根据倾
斜角度以及阻尼比的不同组合，将系统的振动响应

划分为表２所示的多种不同工况．
表１　输电导线及悬垂绝缘子串的相关参数

Ｔａｂｌｅ１　Ｐａｒａｍｅｔｅｒｓｏｆｔｒａｎｓｍｉｓｓｉｏｎｌｉｎｅｓａｎｄｉｎｓｕｌａｔｏｒｓｔｒｉｎｇ

ｃｏｍｐｏｎｅｎｔ ｐａｒａｍｅｔｅｒ ｖａｌｕｅ
ｄ（ｍｍ） ２３．９４
ｍ（ｋｇ／ｍ） １．１３

ｔｒａｎｓｍｉｓｓｉｏｎｌｉｎｅ Ｅ（Ｐａ） ７３０００
ｌ（ｍ） ２００
Ｈ（Ｎ） ２５０００
Ｌ（ｍ） ２．１９

ｉｎｓｕｌａｔｏｒｓｔｒｉｎｇ Ｍ（ｋｇ） １０
Ｊ（ｋｇｍ２） １５．９８７

表２　工况划分表

Ｔａｂｌｅ２　Ｃｌａｓｓｉｆｉｃａｔｉｏｎｏｆａｎａｌｙｔｉｃａｌｃａｓｅｓ

ＷＣ
ａｎｇｌｅ
（°）

ｉｎｉｔｉａｌ
ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔ
（ｍ）

ｉｎｉｔｉａｌ
ｖｅｌｏｃｉｔｙ
（ｍ／ｓ）

ｄａｍｐｉｎｇｒａｔｉｏ

θ ｕ１ ｕ２，γ ｕ１，ｕ２，γ ξ１ ξ２ ξ３
１ ６ １．５ ０ ０ ０．０１ ０．０１ ０．０１

２ ６ １．５ ０ ０ ０．０１ ０．０１ ０．１

３ ６ １．５ ０ ０ ０．１ ０．０１ ０．０１

４ １２ １．５ ０ ０ ０．０１ ０．０１ ０．０１

将上述参数代入非线性方程组，可计算各种工

况下输电导线及绝缘子串振动的位移时程曲线．

图３　输电导线１的位移时程曲线（工况１）

Ｆｉｇ．３　Ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔ－ｔｉｍｅｃｕｒｖｅｓｏｆ

ｔｒａｎｓｍｉｓｓｉｏｎｌｉｎｅ１（ｃａｓｅ１）

图３～图５为系统在工况１下的位移时程曲
线．由图可知，在第一档输电导线初始位移为 １．
５ｍ，第二档输电导线无初始位移的情况下，第二档
输电导线的振幅与第一档输电导线的振幅相差不

大，这说明了系统在振动过程中，其能量会通过垂

悬绝缘子串在两档输电导线间往复传递，由于有阻

２７１
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尼的存在，系统能量逐步减小，最终在２００ｓ左右趋
于停止．

图４　输电导线２的位移时程曲线（工况１）

Ｆｉｇ．４　Ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔｔｉｍｅｃｕｒｖｅｓｏｆｔｒａｎｓｍｉｓｓｉｏｎｌｉｎｅ２（ｃａｓｅ１）

图５　悬垂绝缘子串的位移时程曲线（工况１）

Ｆｉｇ．５　Ｒｏｔａｔｉｏｎｔｉｍｅｃｕｒｖｅｓｏｆｉｎｓｕｌａｔｏｒｓｔｒｉｎｇ（ｃａｓｅ１）

图６　输电导线１的位移时程曲线（工况２）

Ｆｉｇ．６　Ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔｔｉｍｅｃｕｒｖｅｓｏｆｔｒａｎｓｍｉｓｓｉｏｎｌｉｎｅ１（ｃａｓｅ２）

工况２下系统的位移时程曲线如图６～图８所
示，与工况１相比，只是将垂悬绝缘子串的阻尼比
增大了１０倍．

对比工况１与工况２的计算结果可知：将垂悬
绝缘子串的阻尼增大１０倍后，两档输电导线及垂
悬绝缘子串的振幅及衰减时间变化很小，因此，增

大绝缘子串的阻尼对抑制输电导线振动的效果并

不明显．

图７　输电导线２的位移时程曲线（工况２）

Ｆｉｇ．７　Ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔｔｉｍｅｃｕｒｖｅｓｏｆｔｒａｎｓｍｉｓｓｉｏｎｌｉｎｅ２（ｃａｓｅ２）

图８　悬垂绝缘子串的位移时程曲线（工况２）

Ｆｉｇ．８　Ｒｏｔａｔｉｏｎｔｉｍｅｃｕｒｖｅｓｏｆｉｎｓｕｌａｔｏｒｓｔｒｉｎｇ（ｃａｓｅ２）

图９　输电导线１的位移时程曲线（工况３）

Ｆｉｇ．９　Ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔｔｉｍｅｃｕｒｖｅｓｏｆｔｒａｎｓｍｉｓｓｉｏｎｌｉｎｅ１（ｃａｓｅ３）

工况３下系统的位移时程曲线如图９～图１１

所示，与工况１相比，只是将第一档输电导线的阻

尼比增大了１０倍．

增大第一档输电导线的阻尼，可以显著减小由

第一档输电导线通过绝缘子串传给第二档输电导
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线的能量，而且整个系统的振动也会快速地衰减下

来．因此，在输电导线处增加阻尼能取得很好的减
振控制效果．

图１０　输电导线２的位移时程曲线（工况３）

Ｆｉｇ．１０　Ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔ－ｔｉｍｅｃｕｒｖｅｓｏｆｔｒａｎｓｍｉｓｓｉｏｎｌｉｎｅ２（ｃａｓｅ３）

图１１　悬垂绝缘子串的位移时程曲线（工况３）

Ｆｉｇ．１１　Ｒｏｔａｔｉｏｎ－ｔｉｍｅｃｕｒｖｅｓｏｆｉｎｓｕｌａｔｏｒｓｔｒｉｎｇ（ｃａｓｅ３）

图１２　输电导线１的位移时程曲线（工况４）

Ｆｉｇ．１２　Ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔｔｉｍｅｃｕｒｖｅｓｏｆ

ｔｒａｎｓｍｉｓｓｉｏｎｌｉｎｅ１（ｃａｓｅ４）

工况４下系统的位移时程曲线如图１２～图１４
所示，与工况１相比，只是将输电导线的传输角度
由６°提高到了１２°．

输电导线的传输角度提高到１２°时，两档输电
导线的振动幅度并没有明显的变化．但系统的静平
衡位置发生了偏移．

图１３　输电导线２的位移时程曲线（工况４）

Ｆｉｇ．１３　Ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔｔｉｍｅｃｕｒｖｅｓｏｆｔｒａｎｓｍｉｓｓｉｏｎｌｉｎｅ２（ｃａｓｅ４）

图１４　悬垂绝缘子串的位移时程曲线（工况４）

Ｆｉｇ．１４　Ｒｏｔａｔｉｏｎｔｉｍｅｃｕｒｖｅｓｏｆｉｎｓｕｌａｔｏｒｓｔｒｉｎｇ（ｃａｓｅ４）

２．２　算例２
两档输电导线的跨度分别为 ｌ１＝４００ｍ、ｌ２＝

３８０ｍ，传输角度为 ６°，初始水平拉力为 Ｈ＝
３０９６０Ｎ，其他参数见表１，此时，两档输电导线的频

图１５　输电导线１的位移时程曲线

Ｆｉｇ．１５　Ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔｔｉｍｅｃｕｒｖｅｓｏｆｔｒａｎｓｍｉｓｓｉｏｎｌｉｎｅ１
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图１６　输电导线２的位移时程曲线

Ｆｉｇ．１６　Ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔｔｉｍｅｃｕｒｖｅｓｏｆｔｒａｎｓｍｉｓｓｉｏｎｌｉｎｅ２

图１７　悬垂绝缘子串的位移时程曲线

Ｆｉｇ．１７　Ｒｏｔａｔｉｏｎｔｉｍｅｃｕｒｖｅｓｏｆｉｎｓｕｌａｔｏｒｓｔｒｉｎｇ

率比接近１∶１．在不考虑系统阻尼，两档导线初始
位移均为１．５ｍ的情况下，系统的位移时程曲线见
图１５～图１７．

显然，系统发生了１∶１共振，两档输电导线和
悬垂绝缘子串都出现了拍振现象，它们的振动幅度

显著增大．

３　结论

本文建立了连续两档输电导线与悬垂绝缘子

串耦合振动的动力学模型及其非线性振动方程，通

过对算例的计算分析可得出以下结论：

（１）输电导线振动的能量通过垂悬绝缘子串
在相邻两档之间传递，悬垂绝缘子串的耦合作用不

容忽略．
（２）在悬垂绝缘子串处增加阻尼，对整个系统

的减振效果不明显，但在输电导线处增加阻尼，能

起到较好的减振控制效果．
（３）对于有阻尼系统，在小传输角度情况下，

传输角度对输电导线的振动幅度没有明显的影响，

但系统的静平衡位置会发生偏移．
（４）当两档输电导线的频率比接近１∶１时，系

统产生共振，形成了拍振现象，系统的振动幅度有

显著增大．
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