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复合材料层合板的双 Ｈｏｐｆ分叉分析

周艳　张伟
（北京工业大学机械工程与应用电子技术学院，北京　１００１２４）

摘要　利用高维非线性系统的Ｈｏｐｆ分叉定理，研究复合材料层合板的双Ｈｏｐｆ分叉．研究了一类受面内激励和

横向外激励联合作用下的复合材料层合板在主参数共振—１∶１内共振情况下的双Ｈｏｐｆ分叉．首先利用多尺度

法得到系统的平均方程，经过简化得到了系统的分叉响应方程．根据对分叉响应方程的分析，得到了系统平衡

解的稳定性临界曲线，并给出了系统产生双Ｈｏｐｆ分叉的条件．利用数值方法得到系统在参数平面上的分叉集，

通过对不同分叉区域的分析，我们发现随着参数的变化复合材料层合板存在不同的周期运动现象．

关键词　双Ｈｏｐｆ分叉，　复合材料层合板，　周期解

ＤＯＩ：　１０．６０５２／１６７２６５５３２０１４０３９

引言

复合材料层合板振动与稳定性的研究始于上

世纪八十年代，随后许多学者开始关注层合板的非

线性振动响应问题．Ｎａｙｆｅｈ等人［１］利用实验方法研

究了在简谐激励下复合材料层合板的非线性振动

问题．Ａｂｅ等人［２］利用多尺度法研究了简谐激励作

用下矩形层合薄板的两模态非线性响应．Ｃｈｅｎ等
人［３］研究了通常情况下在初始不均匀应力作用下

的层合板大振幅非线性动力学方程．Ｙｅ等人［４，５］研

究了正交对称铺设及反对称铺设的复合材料层合

板在参数激励作用下的非线性振动和混沌运动．
Ｚｈａｎｇ等人［６］研究了复合材料层合板在１∶１内共振
情况下的周期和混沌运动．Ｇｕｏ等人［７］研究了角铺

设复合材料层合板的非线性动力学响应．
首先引入了复合材料层合板的非线性动力学

方程，利用多尺度法得到系统在直角坐标和极坐标

形式下的平均方程，利用高维非线性系统的 Ｈｏｐｆ
分叉定理，研究了复合材料层合板在主参数共振－
１∶１内共振下的双Ｈｏｐｆ分叉．数值模拟给出了系统
在一定条件下存在不同形式的周期运动．

１　复合材料层合板的平均方程

以飞机机翼的颤振为工程背景，把机翼的局部

简化为如图１所示的力学模型，它是一块具有纤维
增强正交各向异性对称结构的复合材料层合薄板，

此薄板四边简支并且同时受到横向载荷与 ｘ方向
的面内载荷共同作用．薄板的长、宽、高分别为ａ，ｂ
和ｎｈ，直角坐标系ｏｘｙｚ位于层合板的对称平面内，
ｚ轴向下，设薄板内任一点沿 ｘ，ｙ和 ｚ方向的位移
分别为ｕ，ｖ和ｗ，沿ｘ方向作用的面内载荷为 ｐ＝
ｐ０－ｐ１ｃｏｓΩ２ｔ，横向载荷为Ｆ＝Ｆ０－Ｆ１ｃｏｓΩ１ｔ．

图１　横向与面内载荷作用下的层合薄板模型

Ｆｉｇ．１　Ｔｈｅｍｏｄｌｅｏｆｔｈｅｔｈｉｎｐｌａｔｅｓｕｂｊｅｃｔｅｄｔｏｉｔｓｐｌａｎｅａｎｄ

ｔｒａｎｓｖｅｒｓｅｅｘｃｉｔａｔｉｏｎ

我们得到如下形式的二自由度非线性动力学

方程［８］，

ｘ̈１＋ω
２
１ｘ１＋μ１ｘ１＋α１ｃｏｓΩ２ｔｘ１＋α２ｘ

３
１＋α３ｘ

３
２

　＋α４ｘ
２
１ｘ２＋α５ｘ１ｘ

２
２＝ｆ１ｃｏｓΩ１ｔ （１ａ）

ｘ̈２＋ω
２
２ｘ２＋μ２ｘ２＋β１ｃｏｓΩ２ｔｘ２＋β２ｘ

３
１＋β３ｘ

３
２

　＋β４ｘ
２
１ｘ２＋β５ｘ１ｘ

２
２＝ｆ２ｃｏｓΩ１ｔ （１ｂ）

假设系统（１）是一个弱非线性系统，我们引入
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小扰动项ε，得到如下方程，
ｘ̈１＋ω

２
１ｘ１＋εμ１ｘ１＋εα１ｃｏｓΩ２ｔｘ１＋εα２ｘ

３
１＋

　εα３ｘ
３
２＋εα４ｘ

２
１ｘ２＋εα５ｘ１ｘ

２
２＝εｆ１ｃｏｓΩ１ｔ（２ａ）

ｘ̈２＋ω
２
２ｘ２＋εμ２ｘ２＋εβ１ｃｏｓΩ２ｔｘ２＋εβ２ｘ

３
１＋εβ３ｘ

３
２

　＋εβ４ｘ
２
１ｘ２＋εβ５ｘ１ｘ

２
２＝εｆ２ｃｏｓΩ１ｔ （２ｂ）

研究复合材料层合板在主参数共振—１∶１内共
振情况下的双Ｈｏｐｆ分叉特性，共振关系如下

Ω１＝Ω２＝Ω，ω
２
１＝
１
４Ω

２＋εσ１，

ω２２＝
１
４Ω

２＋εσ２ （３）

其中ω１和ω２是相应线性系统的第一阶和第二阶
固有频率，为了计算方便，设Ω＝２．

利用多尺法得到复合材料层合板直角坐标形

式的平均方程为

ｘ１＝－
１
２μ１ｘ１＋（－

１
２σ１＋

１
４α１）ｘ２－

　３２α２ｘ２（ｘ
２
１＋ｘ

２
２）－

　α３ｘ４（ｘ
２
１＋ｘ

２
２）－α４ｘ２（ｘ

２
３＋ｘ

２
４） （４ａ）

ｘ２＝－
１
２μ１ｘ２＋（

１
２σ１＋

１
４α１）ｘ１＋

３
２α２ｘ１（ｘ

２
１＋

　ｘ２２）＋α３ｘ３（ｘ
２
１＋ｘ

２
２）＋α４ｘ１（ｘ

２
３＋ｘ

２
４） （４ｂ）

ｘ３＝－
１
２μ２ｘ３－

１
２σ２ｘ４＋

１
４β１ｘ４－

３
２β２ｘ４（ｘ

２
３＋

　ｘ２４）－β３ｘ４（ｘ
２
１＋ｘ

２
２）－β４ｘ２（ｘ

２
３＋ｘ

２
４） （４ｃ）

ｘ４＝－
１
２μ２ｘ４＋

１
２σ２ｘ３＋

１
４β１ｘ３＋

３
２β２ｘ３（ｘ

２
３＋

　ｘ２４）＋β３ｘ３（ｘ
２
１＋ｘ

２
２）＋β４ｘ１（ｘ

２
３＋ｘ

２
４） （４ｄ）

系统（２）极坐标形式的平均方程可以表示为

ａ１＝－
１
２μ１ａ１＋

１
４α１ａ１ｓｉｎ２φ１ （５ａ）

ａ１φ１＝
１
２σ１ａ１＋

１
４α１ａ１ｃｏｓ２φ１＋

３
８α２ａ

３
１

　＋１４α３ａ
２
１ａ２＋

１
４α４ａ１ａ

２
２ （５ｂ）

ａ２＝－
１
２μ２ａ２＋

１
４β１ａ２ｓｉｎ２φ２ （５ｃ）

ａ２φ２＝
１
２σ２ａ２＋

１
４β１ａ２ｃｏｓ２φ２＋

３
８β２ａ

３
２

　＋１４β３ａ
２
１ａ２＋

１
４β４ａ１ａ

２
２ （５ｄ）

２　复合材料层合板Ｈｏｐｆ分叉分析

在以下分析中，我们主要考虑复合材料层合板

可能存在的各种平衡点分叉以及平衡点附近可能

存在的周期解．方程（４）在零解处的Ｊａｃｏｂｉ矩阵为

Ｊ＝

－１２μ１ －１２σ１＋
１
４α１ ０ ０

１
２σ１＋

１
４α１ －１２μ１ ０ ０

０ ０ －１２μ２ －１２σ２＋
１
４β１

０ ０ １
２σ２＋

１
４β１ －１２μ

















２

（６）

特征方程为

ｆ（λ）＝ λ２＋μ１λ＋
１
４（μ

２
１＋σ

２
１－
１
４α

２
１[ ]）

　× λ２＋μ２λ＋
１
４（μ

２
２＋σ

２
２－
１
１６β

２
１[ ]） （７）

我们得到当μ２２＋
１
４σ

２
２＞０时，方程（４）零解的

稳定性临界线为

Ｌ１：μ
２
１＋σ

２
１－
１
４α

２
１＝０． （８）

由奇异性理论［９］可知方程（４）的零解在临界

线Ｌ１上发生静态分叉，系统（２）产生第一类型的周

期解（ｘ１，ｘ２，０，０），可以表示为

（ｘ１，ｘ２，０，０）

＝ α１± α
２
１－４μ槡

２
１

８α槡 １
ａ１，
α１ α２１－４μ槡

２
１

８α槡 １
ａ１，０，( )０

其中ａ２１＝
－４σ１＋２ α

２
１－４μ槡

２
１

３α２
．

当μ２１＋σ
２
１－
１
４α

２
１１＞０时，系统（４）零解的稳定

性临界线为

Ｌ２：μ
２
２＋σ

２
２－
１
１６β

２
１＝０． （９）

根据方程（４）在（ｘ１，ｘ２，０，０）处的 Ｊａｃｏｂｉ矩阵

和特征方程可知，当
１
１６β

２
３ａ
４
１＋
１
４σ１β３ａ

２
１＋
１
４μ

２
２＋
１
４

σ２２－
１
１６β

２
１＞０时，第一类型周期解的稳定性临界线

为

Ｌ３：
９
６４α

２
２ａ
４
１＋
３
８σ１α２ａ

２
１＋
１
４μ

２
１＋
１
４σ

２
１－
１
１６α

２
１＝０

（１０）

当μ２＞０时，系统（４）第一类型周期解的稳定

性临界线为

２６１
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Ｌ４：
１
１６β

２
３ａ
４
１＋
１
４σ１β３ａ

２
１＋
１
４μ

２
２＋
１
４σ

２
２－
１
１６β

２
１＝０

（１１）
由奇异性理论［９］可知系统（４）的零解在临界

线Ｌ２上同样发生静态分叉，系统（２）产生第二类型
周期解，表示如下

（０，０，ｘ３，ｘ４）

＝０，０，
β１± β

２
１－４μ槡

２
２

８β槡 １
ａ２，
β１ β２１－４μ槡

２
２

８β槡 １
ａ( )２
（１２）

其中ａ２２＝
－４σ２＋２ β

２
１－４μ槡

２
２

３β２
．

由以上分析可知，当
１
４σ１α４ａ

２
２＋
１
１６α

２
４ａ
４
２＋
１
４μ

２
１

－１１６α
２
１＋
１
４σ

２
１＞０时，方程（４）第二类型周期解的

稳定性临界线为

Ｌ５：
３
８σ２β２ａ

２
２＋
９
６４β

２
２ａ
４
２＋
１
４μ

２
２＋
１
４σ

２
２－
１
１６β

２
１＝０

（１３）
方程（４）第二类型周期解在临界线 Ｌ５上将发

生Ｈｏｐｆ分叉而失稳，系统（２）的频率为１２Ω，
１
２Ω

和ω４，其中 ω４是系统在（０，０，ｘ３，ｘ４）处产生的
Ｈｏｐｆ分叉频率，即

ω２４＝
３
８σ２β２ａ

２
２＋
９
６４β

２
２ａ
４
２＋
１
４μ

２
２＋
１
４σ

２
２－
１
１６β

２
１

（１４）
当μ１＞０时，可得方程（４）的第二类型周期解

的稳定性临界线为

Ｌ６：
１
４σ１α４ａ

２
２＋
１
１６α

２
４ａ
４
２＋
１
４μ

２
１－
１
１６α

２
１＋
１
４σ

２
１＝０

（１５）

３　数值模拟

利用数值模拟方法对复合材料层合板在主参

数共振－１∶１内共振情况下的非线性动力学行为进
行研究．利用 Ｍａｔｌａｂ程序对系统（４）进行数值模
拟．分叉图２将平衡点附近邻域分为不同的区域，
分别对应复合材料层合板不同的振动形式．图３至
图５分别表示复合材料层合板不同形态的非线性振
动特性．在以下各图中，图（ａ）和（ｂ）分别是平面（ｘ１，
ｘ２）和（ｘ３，ｘ４）上的二维相图，图（ｃ）和（ｄ）分别为平

面（ｔ，ｘ１）和（ｔ，ｘ３）上的波形图．复合材料层合板的阻
尼系数分别为μ１＝０．１８和μ２＝０．３６，其它参数和初
值分别为σ１＝０．１６，σ２＝－０．４１，α１＝１．５，α２＝０．４，

α３＝０．７，α４＝０．３，β１＝０．６，β２＝０．２，β３＝０．２５，β４＝
０．６９，ｘ１０＝０．１８，ｘ２０＝０．４３，ｘ３０＝０．１９，ｘ４０＝０．４２．

图２　复合材料层合板的局部分叉图

Ｆｉｇ．２　Ｔｈｅｌｏｃａｌｂｉｆｕｒｃａｔｉｏｎｄｉａｇｒａｍｏｆｃｏｍｐｏｓｉｔｅｌａｍｉｎａｔｅｄ

ｔｈｉｎｐｌａｔｅ

图３　复合材料层合板的第一类型周期运动

Ｆｉｇ．３　Ｔｈｅｆｒｉｓｔｔｙｐｅｏｆｐｅｒｉｏｄｉｃｍｏｔｉｏｎｏｆｃｏｍｐｏｓｉｔｅｌａｍｉｎａｔｅｄ

ｔｈｉｎｐｌａｔｅ

图４　复合材料层合板的第二类型周期运动

Ｆｉｇ．４　Ｔｈｅｓｅｃｏｎｄｔｙｐｅｏｆｐｅｒｉｏｄｉｃｍｏｔｉｏｎｏｆｃｏｍｐｏｓｉｔｅｌａｍｉｎａｔｅｄ

ｔｈｉｎｐｌａｔｅ

３６１
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４　结论

本文研究了受面内激励和横向激励联合作用

下复合材料层合板的双 Ｈｏｐｆ分叉．利用 Ｈｏｐｆ分叉
定理给出了系统平衡解在参数空间小邻域内发生

的各种分叉现象，以及在主参数共振 －１∶１内共振
情况下发生双 Ｈｏｐｆ分叉的必要条件．数值模拟验
证了理论分析的正确性．
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