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摘要　本文对有向图下离散时间一阶二阶混合的异构多智能体系统广义平均一致性问题进行研究．首先给

出了该异构系统广义平均一致性的基本概念．在此基础上，针对平均一致性研究中对交互拓扑为平衡网络

的局限，提出了一种基于辅助变量的线性一致性协议，对每一个智能体增加一个辅助变量，用于记录个体的

状态更新．采用图论、非负矩阵理论、特征值扰动等方法进行分析证明，表明该协议使得异构多智能体系统

在任意强连通有向图下达到广义平均一致性．并对收敛值的性质进行了分析．最后，通过仿真对该结论进行

了验证．
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引言

近年来，分散式多智能体协同控制系统在无人

航天器的协同控制、多机器人编队控制等领域得到

了广泛应用，逐渐成为控制理论、统计物理学、生物

学、应用数学、计算机科学等学科领域研究的热点

问题．到目前为止，研究人员通过采用图论、矩阵
论、频域分析方法、李亚普诺夫稳定性理论等方法，

对一致性问题进行了研究，获得了许多一阶、二阶

以及高阶多智能体系统的一致性标准［１－４］．
以上结论都是基于同构系统，但异构系统在工

程实际中广泛存在．基于以上考虑，Ｌｉｕ研究了离散
时间有界通信时延下的异构多智能体一致性问

题［５］．Ｋａｉｚｕｋａ和 Ｔｓｕｍｕｒａ采用参考自适应控制方
法处理了异构多智能体问题［６］．Ｚｈｅｎｇ和 Ｚｈｕ采用
图论和李亚普诺夫方法研究了无向拓扑情况下的

异构多智能体一致性问题［７］．Ｔｉａｎ研究了高阶未知
时延的异构多智能体一致性问题［８］．朱亚锟，关新
平等研究了异构多智能体系统的有限时间一致性

问题［９］．
以上异构系统的研究都是集中解决系统是否

一致和收敛速度的问题，对于一个给定的系统往往

需要知道最终的收敛值，即控制的最终目标．对于
同构系统，现在研究较多的是平均一致性．所谓平
均一致性就是所有智能体状态收敛到初始状态的

平均值．针对同构系统的平均一致性问题，取得了
许多成果［３，１０－１３］．在此基础上，本文研究了异构多
智能体系统的一致性收敛问题．通过采用平均一致
性的基本思想，得出了系统收敛到一个给定的最终

收敛值的充分条件，并称之为异构系统的广义平均

一致性．本文在文献［１３］基础上对异构系统的广
义平均一致性进行了研究，不同于文献［１３］基于
辅助变量的协议设计可以直接给出，该异构系统为

一阶、二阶模型的混合，个体间状态存在差异，基于

参考变量的协议设计较文献［１３］困难，本文首先
对异构系统提出一般一致性协议，然后对该协议进

行拓展，设计基于辅助变量的一致性协议，最后基

于图论、非负矩阵理论、特征值扰动等理论进行分

析证明，表明该协议使得异构多智能体系统在任意

强连通有向图下达到广义平均一致性．该收敛值与
采样时间间隔Ｔ和系统初始值有关，在采样时间间
隔的范围内，通过调整采样时间间隔，可以使系统

收敛值在一定范围内变化，使系统收敛到该范围内

的任意值．
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１　问题描述

１．１　预备知识
一个有向图Ｇ＝（ｖ，ε），由顶点集 Ｖ＝｛１，２，…，

ｎ｝，边集εｖ×ｖ，ｅｉｊ∈ε表示Ｇ中ｉ到ｊ的有向边，
表示节点ｊ可以获得节点ｉ的信息．对于每一个节点
ｉ∈ｖ，Ｎ＋ｉ ＝｛ｊ∈ｖ：ｅｊｉ∈ε｝表示为入邻居集，Ｎ

－
ｉ ＝

｛ｊ∈Ｖ：ｅｉｊ∈ε｝表示出邻居集．Ｎ
＋
ｉ≠Ｎ

－
ｉ；并且排除自

循环边，即ｉＮ＋ｉ∪Ｎ
－
ｉ．更新权重ａｉｊ满足，如果 ｊ∈

Ｎ＋ｉ，ａｉｊ∈（０，１），否则ａｉｊ＝０，并且∑ｊ∈Ｎ＋ｉａｉｊ＜１．设Ａ

为有向图Ｇ的邻接矩阵 Ａ＝［ａｉｊ］∈Ｒ
ｎ×ｎ，元素为更

新权重．拉普拉斯矩阵定义为 Ｌ＝Ｄ－Ａ＝［ｌｉｊ］∈
Ｒｎ×ｎ，Ｄ＝ｄｉａｇ｛∑ｎ

ｊ＝１ａｉｊ，ｉ＝１，…，ｎ｝是度矩阵．则矩
阵Ｉ－Ｌ（当∑ｊ∈Ｎ＋ｉａｉｊ＜１）是非负矩阵，并且所有行和

为１，Ｉ－Ｌ是行随机矩阵．设矩阵Ｂ＝［ｂｉｈ］∈Ｒ
ｎ×ｎ，元

素为输出权重．定义矩阵 Ｅ＝（Ｉ－珟Ｄ）＋Ｂ，珟Ｄ＝ｄｉａｇ
（珘ｄ１，…，珘ｄｎ），珘ｄｉ＝∑

ｎ
ｈ＝１ｂｉｈ，ｉ＝１，…，ｎ．则矩阵Ｅ非负

矩阵（∑ｈ∈Ｎ－ｉｂｉｈ＜１），且每一个列和为１，则为列随
机矩阵．在有向图Ｇ中从节点ｉ１到ｉｓ是一个边的序
列ｅｉ１ｉ２，…，ｅｉｓ－１ｉｓｉｊ∈Ｖ．如果图Ｇ中存在一个节点使
得从这个节点到其它每一个节点都存在一条有向路

径则称该图有一个生成树．强连通是指任意节点均
存在有向路径到达每一个节点．

对于一个由ｎ个一阶、二阶组成的混合异构系
统，假设前 ｍ个智能体为二阶，余下 ｎ－ｍ个为一
阶．二阶智能体入邻居表示为 Ｎ＋ｉ ＝Ｎ

＋
ｓｓ∪Ｎ

＋
ｓｆ，一阶

智能体入邻居表示为Ｎ＋ｉ ＝Ｎ
＋
ｆｓ∪Ｎ

＋
ｆｆ．二阶智能体出

邻居表示为Ｎ－ｉ ＝Ｎ
－
ｓｓ∪Ｎ

－
ｓｆ，一阶智能体出邻居表示

为Ｎ－ｉ ＝Ｎ
－
ｆｓ∪Ｎ

－
ｆｆ．则拉普拉斯矩阵可以表示为，

Ｌ＝
Ｌｓ －Ａｓｆ
－Ａｆｓ Ｌ[ ]

ｆ

，Ｌｓ（ｋ）＝Ｌｓ＋Ｄｓｆ，

Ｌｆ（ｋ）＝Ｌｆ＋Ｄｆｓ，Ｄｓｆ＝ｄｉａｇ｛∑ｊ∈Ｎｓｆｉａｉｊ，ｉ＝１，２，…，ｍ｝，

Ｄｆｓ＝ｄｉａｇ｛∑ｊ∈Ｎｆｓｌ
ａｌｊ，ｌ＝ｍ＋１，…，ｎ｝，

Ｌｓ表示ｍ个二阶智能体之间的拉普拉斯矩阵，Ｌｆ为
ｎ－ｍ个一阶智能体之间的拉普拉斯矩阵．Ａｓｆ表示二
阶个体与一阶个体的邻接关系，Ａｆｓ表示一阶个体与
二阶个体的邻接关系．

几个重要矩阵的定义：

非负矩阵：矩阵所有的元素都非负．随机矩阵：
矩阵所有行和为１的非负矩阵．ＳＩＡ矩阵：如果随机
矩阵Ｐ满足ｌｉｍｋ→∞Ｐ

ｋ＝１ｖＴ则称该矩阵是ＳＩＡ矩阵．

１．２　异构多智能体系统
假设异构多智能体系统由一阶和二阶智能体

组成，前ｍ（ｍ＜ｎ）个智能体为二阶，余下的（ｎ－
ｍ）个智能体为一阶．该异构系统模型描述如下：

ｘｉ（ｋ＋１）＝ｘｉ（ｋ）＋Ｔｖｉ（ｋ）＋
Ｔ２
２ｕｉ（ｋ）

ｖｉ（ｋ＋１）＝ｖｉ（ｋ）＋Ｔｕｉ（ｋ），　ｉ＝１，…，ｍ

ｘｌ（ｋ＋１）＝ｘｌ（ｋ）＋Ｔｕｌ（ｋ）　ｌ＝ｍ＋１，…，










ｎ

（１）

采用如下离散时间协议：

ｕｉ（ｋ）＝－ｋ１ｖｉ（ｋ）＋∑ｊ∈Ｎｉ（ｋ）ａｉｊ（ｘｊ（ｋ）－ｘｉ（ｋ）），

　ｉ＝１，…，ｍ
ｕｌ（ｋ）＝ｋ２∑ｊ∈Ｎｌ（ｋ）ａｌｊ（ｘｊ（ｋ）－ｘｌ（ｋ）），

　ｌ＝ｍ＋１，…，













ｎ
（２）

定义ｚｉ（ｋ）＝ｘｉ（ｋ）＋Ｔｖｉ（ｋ），ｉ＝１，…，ｍ，则该
异构系统可以描述为：

ｘｉ（ｋ＋１）＝
Ｔｋ１
２ｘｉ（ｋ）＋

２－Ｔｋ１
２ ｚｉ（ｋ）＋

　Ｔ
２

２（∑ｊ∈Ｎｉａｉｊ（ｋ）（ｘｊ（ｋ）－ｘｉ（ｋ）））

ｚｉ（ｋ＋１）＝
４－３Ｔｋ１
２ ｚｉ（ｋ）＋

３Ｔｋ１－２
２ ｘｉ（ｋ）＋

　３Ｔ
２

２（∑ｊ∈Ｎｉａｉｊ（ｋ）（ｘｊ（ｋ）－ｘｉ（ｋ））），ｉ＝１，…ｍ

ｘｌ（ｋ＋１）＝ｘｌ（ｋ）＋Ｔｋ２∑ｊ∈Ｎｌａｌｊ（ｘｊ（ｋ）－ｘｌ（ｋ）），

　ｌ＝ｍ＋１，…





















ｎ
（３）

（１）～（３）中，ｋ１＞０，ｋ２＞０为控制增益，０＜Ｔ
＜Ｔｍａｘ为采样时间间隔，下文将给出取值范围．令 ｙ

（ｋ）＝［ｘＴｓ（ｋ），ｚ
Ｔ
ｓ（ｋ），ｘ

Ｔ
ｆ（ｋ）］

Ｔ，ｘＴｓ（ｋ）＝［ｘ１，…，

ｘｍ］
Ｔ，ｚＴｓ（ｋ）＝［ｚ１，…，ｚｍ］

Ｔ，ｘＴｓ（ｋ）＝［ｘｍ＋１，…，

ｘｎ］
Ｔ．则系统（３）可以描述为：
ｙ（ｋ＋１）＝Γｙ（ｋ） （４）

　Γ＝

Ｔｋ１
２Ｉｍ－

Ｔ２
２Ｌｓ

２－Ｔｋ１
２ Ｉｍ

Ｔ２
２Ａｓｆ（ｋ）

３Ｔｋ１－２
２ Ｉｍ－

３Ｔ２
２Ｌｓ

４－３Ｔｋ１
２ Ｉｍ

３Ｔ２
２Ａｓｆ（ｋ）

Ｔｋ２Ａｆｓ（ｋ） ０ Ｉｎ－ｍ－Ｔｋ２Ｌ















ｆ

注１：　协议（２）为静态一致性协议，引入的状
态变量ｚｉ（ｋ）＝ｘｉ（ｋ）＋Ｔｖｉ（ｋ），ｉ＝１，…，ｍ，可以看
出，当系统（３）获得一致性时，达到了协议（２）的控
制目标．
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下面给出广义平均一致性的定义：

定义１　对于系统（１），当且仅当：

ｌｉｍ
ｋ→∞
ｘｉ（ｋ）＝

１
ｎ＋ｍ∑

ｎ＋ｍ
ｉ＝１ｙｉ（０）＝

　 １
ｎ＋ｍ［２∑

ｍ
ｊ＝１ｘｊ（０）＋∑

ｎ
ｌ＝ｍ＋１ｘｊ（０）＋

　Ｔ∑ｍ
ｊ＝１ｖｊ（０）］　ｉ＝１，…，ｎ

ｌｉｍ
ｋ→∞
ｖｊ（ｋ）＝０，　ｊ＝１，…，ｍ （５）

则称所提出的一致性协议使异构系统达到了广义

平均一致性．
可以看出系统（４）获得平均一致性时，系统

（１）获得广义平均一致性．
１．３　有向图下广义平均一致性问题分析

在时间ｋ（ｋ为非负整数），系统状态可以描述
为：

ｙ（ｋ）＝ｙ１，ｙ２，…，ｙ[ ]ｎ＋ｍ
Ｔ＝［ｘＴｓ（ｋ），ｚ

Ｔ
ｓ（ｋ），ｘ

Ｔ
ｆ（ｋ）］

Ｔ

根据上文给出的异构系统广义平均一致性定

义，可以得出广义平均一致性的目标就是设计分布

式协议，使得有向图Ｇ中的每一个节点通过与邻居
信息交互进行信息更新，使得每一个 ｙｉ（ｋ）最终收

敛到初始状态的平均值ｙａ＝１
Ｔｙ（０）／（ｎ＋ｍ）．在一

般强连通有向图中要实现平均一致性，主要的困难

的是系统状态和１Ｔｙ（ｋ）是变化的，导致了对初始
状态平均值跟踪的失败．针对这个问题，引入一个
变量ｓｉ（ｋ）∈Ｒ，称为辅助变量．记 ｓ（ｋ）＝［ｓ１（ｋ），

…，ｓｎ＋ｍ（ｋ）］
Ｔ＝［ｓｓ，ｓｚ，ｓｆ］

Ｔ∈Ｒｎ＋ｍ且 ｓ（０）＝０．辅
助变量的功能是记录状态的变化，使得对于所有时

刻ｋ，１Ｔ（ｙ（ｋ）＋ｓ（ｋ））＝１Ｔｙ（０），保持１Ｔ（ｙ（ｋ）＋ｓ
（ｋ））是恒定的．
定义２　对于每一个初始条件（ｙ（０），０），当ｋ→∞
时，（ｙ（ｋ），ｓ（ｋ））→（ｙａ１，０），则称异构多智能体系
统达到了广义平均一致性．

２　一般强连通有向图下的广义平均一致性
分析

本部分，首先提出基于辅助变量的线性分布式

协议，主要是对上文异构系统一致性协议的一种拓

展．然后对所提出的协议进行证明，确保在任意强
连通有向图下该异构系统实现广义平均一致性．
２．１　基于辅助变量的协议描述

在系统（３）的基础上，借鉴文献［１３］的设计思
路对系统中的一阶智能体和二阶智能体对状态和

辅助变量做如下更新：

ｘｉ（ｋ＋１）＝
Ｔｋ１
２ｘｉ（ｋ）＋

２－Ｔｋ１
２ ｚｉ（ｋ）＋

　Ｔ
２

２∑ｊ∈Ｎ＋ｉ（ｋ）ａｉｊ（ｘｊ（ｋ）－ｘｉ（ｋ））＋εｓｓｉ（ｋ）

　ｉ＝１，…，ｍ （６）

ｚｉ（ｋ＋１）＝
４－３Ｔｋ１
２ ｚｉ（ｋ）＋

３Ｔｋ１－２
２ ｘｉ（ｋ）＋

　３Ｔ
２

２∑ｊ∈Ｎ＋ｉ（ｋ）
ａｉｊ（ｘｊ（ｋ）－ｘｉ（ｋ））＋εｓｚｉ（ｋ）

　ｉ＝１，…，ｍ （７）
ｘｌ（ｋ＋１）＝ｘｌ（ｋ）＋Ｔｋ２∑ｊ∈Ｎ＋ｌ（ｋ）

ａｌｊ（ｘｊ（ｋ）－

　ｘｌ（ｋ））＋εｓｆｌ（ｋ）　ｌ＝ｍ＋１，…，ｎ （８）
ｓｓｉ（ｋ＋１）＝（１－∑ｈ∈Ｎ－ｉ

ｂｉｈｓｓｉ（ｋ））＋

　１２∑ｊ∈Ｎ＋ｓｓ
ｂｊｉ（ｓｓｊ（ｋ）＋ｓｚｊ（ｋ））＋

　１２∑ｊ∈Ｎ＋ｓｆ
ｂｊｉｓｆｊ（ｋ）－（ｘｉ（ｋ）－ｘｉ（ｋ＋１）），

　ｉ＝１，…，ｍ （９）
ｓｚｉ（ｋ＋１）＝（１－∑ｈ∈Ｎ－ｉｂｉｈ）ｓｉ（ｋ）＋

　１２∑ｊ∈Ｎ＋ｓｓｂｊｉ（ｓｓｊ（ｋ）＋ｓｚｊ（ｋ））＋

　１２∑ｊ∈Ｎ＋ｓｆ
ｂｊｉｓｆｊ（ｋ）－（ｚｉ（ｋ）－ｚｉ（ｋ＋１）），

　ｉ＝１，，…ｍ （１０）
ｓｆｌ（ｋ＋１）＝（１－∑ｈ∈Ｎ－ｌｂｌｈ）ｓｌ（ｋ）＋
　∑ｊ∈Ｎ＋ｆｓｂｊｉ（ｓｓｊ（ｋ）＋ｓｚｊ（ｋ））＋
　∑ｊ∈Ｎ＋ｆｆｂｊｉｓｆｊ（ｋ）－（ｘｌ（ｋ）－ｘｌ（ｋ＋１）），
　ｌ＝ｍ＋１，…，ｎ （１１）

ε＞０为干扰系数．通过以上分析可以将（６）～
（１１）用矩阵的形式进行表示：

ｙ（ｋ＋１）
ｓ（ｋ＋１[ ]） ＝Λ（ｋ）

ｙ（ｋ）
ｓ（ｋ[ ]） （１２）

其中，Λ＝
Γ εＩ
Ｉ－Γ Ｆ－ε[ ]Ｉ

Ｆ＝

Ｉ－珘Ｄｓ＋
１
２Ｂｓｓ

１
２Ｂｓｓ

１
２Ｂｓｆ

１
２Ｂｓｓ Ｉ－珘Ｄｓ＋

１
２Ｂｓｓ

１
２Ｂｓｆ

Ｂｆｓ Ｂｆｓ Ｉ－珘Ｄｆ＋Ｂ













ｆｆ

容易验证Ｆ和Λ均为列随机矩阵．
２．２　收敛性分析

本部分采用非负矩阵理论和矩阵扰动理论分

析出实现广义平均一致性的条件．
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第２期 孙一杰等：一类异构多智能体系统有向图下的广义平均一致性分析

引理１　当通信拓扑图 Ｇ为强连通时，矩阵 Γ
为随机矩阵且仅有一个１特征值，非１特征值的模
均小于１的条件是采样时间Ｔ及控制参数ｋ１，ｋ２满
足：

０＜Ｔ＜ ２
３ｍａｘ｛ｄｉ，ｉ＝１，…，ｍ槡 ｝

２
３Ｔ＋Ｔｍａｘｉ｛ｄｉ，ｉ＝１，…，ｍ｝＜ｋ１＜

４
３Ｔ

０＜ｋ２＜
１

Ｔｍａｘ｛ｄｌ，ｌ＝ｍ＋１，…，ｎ













｝

（１３）

其中，ｄｉ，ｉ＝１，…，ｎ为系统度矩阵的对角元素．
证明：　当满足（１３）可以得出矩阵 Γ满足以

上条件时为非负矩阵，容易验证该矩阵行和为１，
所以矩阵Γ为随机矩阵．又 Γ^＝Γ－Ｉ（ｎ＋ｍ）×（ｎ＋ｍ），对

Γ^做初等行列变换可得：

Γ^→

２
３Ｉｍ ０ ０

２－３Ｔｋ１
３Ｔ２

Ｉｍ －Ｌｓ Ａｓｆ

０ Ａｆｓ －Ｌ















ｆ

则可以得出ｒａｎｋ（^Γ）＝ｍ＋ｒａｎｋ（Ｌ），又强连通有向
图中，ｒａｎｋ（Ｌ）＝ｎ－１．设Γ＝Γ＋Ｉｎ＋ｍ，对 Γ做行列
变换可以验证ｒａｎｋ（^Γ）＝ｎ＋ｍ，则矩阵 Γ不含 －１
特征值．根据随机矩阵属性 λ＝１是矩阵 Γ代数重
复度为１的一个特征值，并且其余特征值的模都是
小于１的（λ ＜１）．

定理１　系统（１２）实现广义平均一致性的充
分条件是矩阵Λ仅有一个１特征值，并且非１征值
的模均小于１．

证明：　当矩阵Λ仅有一个１特征值，并且其
它特征值模数小于１时，可以将 Λ写为 Ｊｏｒｄａｎ规
范型，具有如下形式：

Λ＝ＰＪＰ－１＝［ｗ１，…ｗ２（ｍ＋ｎ）］·

　
１ ０１×（２（ｍ＋ｎ）－１）

０（２（ｍ＋ｎ）－１）×１[ ]Ｊ′

ｖ１
Ｔ

…

ｖＴ２（ｍ＋ｎ









）

又非１特征值模数均小于１，则 ｌｉｍｋ→∞（Ｊ′）
ｋ＝０．

不失一般性，选择 ｗ１＝［１
Ｔ
ｎ＋ｍ，０

Ｔ
ｎ＋ｍ］

Ｔ，可以验

证ｗ１为Λ阵１特征值对应的特征向量．又Λ是列

随机矩阵，则ｖ１＝［α１
Ｔ
ｎ＋ｍ，α１

Ｔ
ｎ＋ｍ］

Ｔ，α≠０，为１特征

值对应的左特征向量．又有 ｖＴ１ｗ１＝１，得 α＝１／ｎ＋
ｍ．则

ｌｉｍ
ｋ→∞

ｙ（ｋ）
ｓ（ｋ[ ]） ＝ｌｉｍｋ→∞Λｋ

ｙ（０）
ｓ（０[ ]）

　＝ １
ｍ＋ｎ

１ｎ＋ｍ１
Ｔ
ｎ＋ｍｙ（０）[ ]０

即ｌｉｍ
ｋ→∞
ｙｉ（ｋ）＝

１Ｔｎ＋ｍ
ｍ＋ｎｙ（０）．则系统（１２）实现广义平

均一致性．
引理２　［１４］　一个 ｎ×ｎ的矩阵 Ｗ（ε），随实

数ε０光滑变化．取 ｌ∈［１，ｎ］；设 λ１＝λ２＝… ＝
λｌ为矩阵Ｗ（０）的单一特征值，并且具有线性独立
的右特征向量ｙ１＝ｙ２＝… ＝ｙｌ，和线性独立的左特
征向量ｚ１＝ｚ２＝…＝ｚｌ，使得：

ｚＴ１
…

ｚ









Ｔｌ

ｙ１　…　ｙｌ[ ]） ＝Ｉ

取比较小的 ε＞０，λｉ（ε）表示 λｉ，ｉ∈［１，ｌ］相
应的Ｗ（ε）的特征值．则导数 ｄλｉ（ε）／ｄε｜ε＝０存
在，并且该导数值是以下ｌ×ｌ矩阵对应的特征值：

ｚＴ１Ｗ
·

ｙ１ … ｚＴ１Ｗ
·

ｙｌ
… … …

ｚＴｌＷ
·

ｙ１ … ｚＴｌＷ
·

ｙ











ｌ

，Ｗ
·

＝ｄＷ（ε）／ｄε｜ε＝０

引理３　［１６］（ＰｅｒｒｏｎＦｒｏｂｅｎｉｕｓ）如果矩阵 Ａ是
不可约的，则谱半径ρ（Ａ）＞０为矩阵单一特征值，
且对应特征向量是正的．

定理２　系统（１２）满足（１３）式时达到广义平
均一致性的充分条件是参数 ε足够小且有向图 Ｇ
为强连通．

证明：　设Λ０＝
Γ ０
Ｉ－Γ[ ]Ｆ，Ｈ＝

０ Ｉ
０[ ]－Ｉ

则Λ＝Λ０＋εＨ，矩阵 Λ通过矩阵 Λ０通过 εＨ“扰
动”获得．矩阵 Λ光滑的依赖于 ε．可以看出矩阵

Λ０是分块下三角矩阵，其谱属性满足 σ（Λ０）＝σ
（Γ）∪σ（Ｆ）．由引理１当通信拓扑图 Ｇ为强连通
时，矩阵Γ与Ｆ均仅有一个１特征值，几何重复度
与代数重复度均为１，且非１特征值的模均小于１．
表明 １＝λ１（Λ０）＝λ２（Λ０）＞ λ３ … λ２（ｍ＋ｎ） ，
又 ｒａｎｋ（Λ０－Ｉ）＝２（ｎ＋ｍ）－２，则 Λ０特征值１的
代数重复度和几何重复度均为１．在一个小的扰动
εＦ下，Λ０的特征值 λ１＝λ２＝１发生了变化．根据
引理２计算导数 ｄλ１（ε）／ｄε，ｄλ２（ε）／ｄε，λ１（ε），
λ２（ε）为Λ与 λ１，λ２相关特征值．对于矩阵 Λ０的
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特征值１，有线性无关的右特征向量ｙ１＝［０
Ｔ，ｖＴ１］

Ｔ，

ｙ２［１
Ｔ，－ｎｖＴ１］

Ｔ，和线性无关的左特征向量ｚ１＝［１
Ｔ，

１Ｔ］Ｔ，ｚ２＝［ｖ
Ｔ
２，１

Ｔ］Ｔ．ｖ１为矩阵 Ｆ特征值 ρ（Ｆ）对应

的左特征向量，１Ｔｖ１＝１，ｖ２为 ρ（Γ）对应的右特征

向量，ｖＴ２１＝１．满足通信拓扑强连通，可以看出矩阵
Ｆ和Γ均为不可约矩阵，则根据引理３可知ｖ１和ｖ２
均为正的特征向量．根据引理２可得

Ｉ＝
ｚＴ１Ｈｙ１ ｚＴ１Ｈｙ２
ｚＴ２Ｈｙ１ ｚＴ２Ｈｙ[ ]

２

＝
０ ０

ｖＴ２ｖ１ －ｎｖＴ２ｖ[ ]
１

对于较小的 ε，导数 ｄλ１（ε）／ｄε，ｄλ２（ε）／ｄε
存在，且为矩阵Ｉ的特征值．则 ｄλ１（ε）／ｄε＝０，ｄλ２
（ε）／ｄε＝－ｎｖＴ２ｖ１＜０表明当ε足够小的时，λ１（ε）
保持不变，λ２（ε）沿实轴向左移动，则必然存在正
整数δ１使得，λ１（δ１）＝１，λ２（δ１）＜１．另一方面特
征值是矩阵元素的连续函数，则必定存在正的 δ２，
使得 λｉ（δ２） ＜１，ｉ∈［３，２（ｎ＋ｍ）］．这样对于任
意足够小的ε∈（０，ｍｉｎ｛δ１，δ２｝），矩阵Λ有一个单
一特征值１，且非１特征值的模均小于１．因此根据
定理１，系统广义平均一致性可达．

３　统收敛值分析

通过以上分析得出了系统实现广义平均一致

性的充分条件．得出的最终收敛值为：

ｌｉｍ
ｋ→∞
ｘｉ（ｋ）＝

１
ｎ＋ｍ［２∑

ｍ
ｊ＝１ｘｊ（０）＋

　∑ｎ
ｌ＝ｍ＋１ｘｊ（０）＋Ｔ∑

ｍ
ｊ＝１ｖｊ（０）］

　ｉ＝１，…，ｎ

ｌｉｍ
ｋ→∞
ｖｊ（ｋ）＝０，　ｊ＝１，…，ｍ

令

∑ｍ
ｊ＝１ｘｊ（０）＝ａ，　∑

ｎ
ｌ＝ｍ＋１ｘｊ（０）＝ｂ，

∑ｍ
ｊ＝１ｖｊ（０）＝ｃ，

当ｃ＞０时为：

［
１
ｍ＋ｎ（２ａ＋ｂ），

１
ｍ＋ｎ（２ａ＋ｂ＋Ｔｍａｘｃ）］

当ｃ＜０时，

［
１
ｍ＋ｎ（２ａ＋ｂ＋Ｔｍａｘｃ），

１
ｍ＋ｎ（２ａ＋ｂ）］

引理１给出了采样时间间隔Ｔ的取值范围，这

样根据系统的初始状态就可以确定出系统的收敛

区间，结合实际需求，就可以通过调整采样时间间

隔对系统最终的收敛值进行调整．

４　仿真验证

本部分主要对本文获得的理论结果进行仿真

验证．通过采用所得出的结论，实现异构多机器人
系统的聚集控制．考虑一个４个机器人组成的多机
器人系统，通信拓扑如图１所示，其中，节点１，２为
二阶模型，节点３，４，为一阶模型，显然通信拓扑强
连通．机器人 Ｒｉ的位置为 ｘｉ＝［ｘｉｘ，ｘｉｙ，θｉ］

Ｔ，ｉ＝１，

２，３，４，５，二阶机器人的速度表示ｖ＝［ｖｉｘ，ｖｉｙ，ωｉ］
Ｔ，

ｉ＝１，２，３，其中ｘｉｘ，ｘｉｙ，θｉ表示机器人ｘ，ｙ方向上的
位移和方向角，ｖｉｘ，ｖｉｙ，ωｉ为二阶个体ｘ，ｙ方向上的
速度和转动速度．

图１　信息交互拓扑图

Ｆｉｇ．１　Ｔｈｅｉｎｆｏｒｍａｔｉｏｎｉｎｔｅｒａｃｔｉｏｎｇｒａｐｈｏｆｔｈｅｍｕｌｔｉａｇｅｎｔ

ａｉｊ＝１／（Ｎ
＋
ｉ ＋１）ｊ∈Ｎ＋ｉ，ｉ＝１，…，４，ｂｉｊ＝

１／（Ｎ－ｉ ＋１），ｊ∈Ｎ－ｉ，ｉ＝１，…，４．任意选取 ｘ１（０）

＝［１，２，１］Ｔ，ｘ２（０）＝［１，－１，２］
Ｔ，ｘ３（０）＝［１，２，

－１］Ｔ，ｘ４（０）＝［１．５，２，－１］
Ｔ，ｖ１（０）＝［０．５，１，０．

５］Ｔ，ｖ２（０）＝［－１，－１，１．２］
Ｔ，仿真结果如图２，图

３，图４所示．

图２　机器人的位置信息

Ｆｉｇ．２　Ｔｈｅｐｏｓｉｔｉｏｎｓｏｆｒｏｂｏｔｓ
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图２显示了智能体的位置状态信息的，根据
（５）计算出系统在三个变量上的广义平均一致性
分别为：ｙｘ＝０．６６５，ｙｙ＝０．６６３，ｙθ＝０．４５０，可以看
出系统实现了广义平均一致性．图３显示了二阶智
能体的速度状态信息，可以看出所有二阶智能体的

速度一致趋于 ０．图 ３显示了辅助变量的变化情
况，可以看出在系统达到广义平均一致性的过程中

所有辅助变量一致趋于０，与理论分析结果一致．

图３　二阶机器人速度信息

Ｆｉｇ．３　Ｔｈｅｖｅｌｏｃｉｔｉｅｓｏｆｓｅｃｏｎｄｏｒｄｅｒｒｏｂｏｔｓ

图４　辅助变量信息

Ｆｉｇ．４　Ｔｈｅａｄｄｉｔｉｏｎａｌｖａｒｉａｂｌｅｉｎｆｏｒｍａｔｉｏｎ

５　结论

本文对包含一阶、二阶混合的离散时间异构多

智能体系统的一致性进行研究，提出了该类异构智

能体系统的广义平均一致性概念．在此基础上，采
用同构系统平均一致性研究的方法，针对先前文献

要求网络具有平衡结构的问题，提出了一种新的分

布式协议，在任意强连通交互拓扑下，实现了异构

多智能体的广义平均一致性．根据收敛值的性质，
得出了收敛值的范围．最后对该结果进行了仿真验
证，结果与理论分析一致．该研究主要是在固定拓
扑情况下，下一步研究考虑将现有的理论结果拓展

到动态拓扑的情况中．
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Ａｕｔｏｍａｔｉｃａ，２０１２，４８：１２０５～１２１２

９　ＺｈｕＹＫ，ＧｕａｎＸＰ，ＬｕｏＸＹ．Ｆｉｎｉｔｅｔｉｍｅｃｏｎｓｅｎｓｕｓｏｆ

ｈｅｔｅｒｏｇｅｎｅｏｕｓｍｕｌｔｉａｇｅｎｔｓｙｓｔｅｍｓ．ＣｈｉｎｅｓｅＰｈｙｓｉｃｓＢ，

２０１３，２２（３）：０３８９０１

１０　ＫｉｎｇｓｔｏｎＤＢ，ＢｅａｒｄＲＷ．Ｄｉｓｃｒｅｔｅｔｉｍｅａｖｅｒａｇｅｃｏｎｓｅｎ

ｓｕｓｕｎｄｅｒｓｗｉｔｃｈｉｎｇｎｅｔｗｏｒｋｔｏｐｏｌｏｇｉｅｓ．Ｉｎ：Ｐｒｏｃｅｅｄｉｎｇｓ

ｏｆｔｈｅ２００６ＡｍｅｒｉｃａｎＣｏｎｔｒｏｌＣｏｎｆｅｒｅｎｃｅＭｉｎｎｅａｐｏｌｉｓ，

２００６：３５５１～３５５６

１１　ＳｕｎＹＧ，ＷａｎｇＬ，ＸｉｅＧ．Ａｖｅｒａｇｅｃｏｎｓｅｎｓｕｓｉｎｎｅｔ

９５１
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ｗｏｒｋｓｏｆｄｙｎａｍｉｃａｇｅｎｔｓｗｉｔｈｓｗｉｔｃｈｉｎｇｔｏｐｏｌｏｇｉｅｓａｎｄ

ｍｕｌｔｉｐｌｅｔｉｍｅｖａｒｙｉｎｇｄｅｌａｙｓ．Ｓｙｓｔｅｍ＆ＣｏｎｔｒｏｌＬｅｔｔｅｒｓ，

２００８，５８：１７５～８３

１２　ＳｈｕａｉＬ，ＴａｏＬ，ＬｉｈｕａＸ．Ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｅｄｃｏｎｓｅｎｓｕｓｆｏｒ

ｍｕｌｔｉａｇｅｎｔｓｙｓｔｅｍｓｗｉｔｈｃｏｍｍｕｎｉｃａｔｉｏｎｄｅｌａｙｓａｎｄｌｉｍｉｔｅｄ

ｄａｔａｒａｔｅ．ＳＩＡＭ ＪｏｕｒｎａｌｏｎＣｏｎｔｒｏｌａｎｄＯｐｔｉｍｉｚａｔｉｏｎ．

２０１１，４９（６）：２２３９～６２

１３　ＣａｉＫ，ＩｓｈｉｉＨ．Ａｖｅｒａｇｅｃｏｎｓｅｎｓｕｓｏｎｇｅｎｅｒａｌｓｔｒｏｎｇｌｙ

ｃｏｎｎｅｃｔｅｄｄｉｇｒａｐｈｓ．Ａｕｔｏｍａｔｉｃａ，２０１２，４８：２７５０～２７６１

１４　ＳｅｙｒａｎｉａｎＡＰ，ＭａｉｌｙｂａｅｖＡＡ．Ｍｕｌｔｉｐａｒａｍｅｔｅｒｓｔａｂｉｌｉｔｙ

ｔｈｅｏｒｙｗｉｔｈｍｅｃｈａｎｉｃａｌａｐｐｌｉｃａｔｉｏｎｓ．Ｓｉｎｇａｐｏｒｅ：Ｗｏｒｌｄ

Ｓｃｉｅｎｔｉｆｉｃ，２００４

１５　ＬｉｎＺＹ，ＦｒａｎｃｉｓＢ，ＭａｎｆｒｅｄｉＭ．Ｎｅｃｅｓｓａｒｙａｎｄｓｕｆｆｉ

ｃｉｅｎｔｇｒａｐｈｉｃａｌｃｏｎｄｉｔｉｏｎｓｆｏｒｆｏｒｍａｔｉｏｎｃｏｎｔｒｏｌｏｆｕｎｉｃｙ

ｃｌｅｓ．ＩＥＥＥＴｒａｎｓａｃｔｉｏｎｓｏｎＡｕｔｏｍａｔｉｃＣｏｎｔｒｏｌ，２００５，５０

（１）：１２１～１２８

１６　ＨｏｒｎＲＡ，ＪｏｈｎｓｏｎＣＲ．Ｍａｔｒｉｘａｎａｌｙｓｉｓ．Ｌｏｎｄｏｎ：Ｃａｍ

ｂｒｉｄｇｅ：ＣａｍｂｒｉｄｇｅＵｎｉｖｅｒｓｉｔｙＰｒｅｓｓ，１９８５

Ｒｅｃｅｉｖｅｄ２０Ｍａｙ２０１４，ｒｅｖｉｓｅｄ２１Ｓｅｐｔｅｍｂｅｒ２０１４．
ＣｏｒｒｅｓｐｏｎｄｉｎｇａｕｔｈｏｒＥｍａｉｌ：ｓｙｊｌｘｈ＠１２６．ｃｏｍ

ＧＥＮＥＲＡＬＩＺＥＤＡＶＥＲＡＧＥＣＯＮＳＥＮＳＵＳＡＮＡＬＹＳＩＳＦＯＲＡＣＬＡＳＳＯＦ

ＨＥＴＥＲＯＧＥＮＥＯＵＳＭＵＬＴＩＡＧＥＮＴＳＹＳＴＥＭ ＯＮＤＩＧＲＡＰＨＳ

ＳｕｎＹｉｊｉｅ１，２　ＺｈａｎｇＧｕｏｌｉａｎｇ１　ＺｈａｎｇＳｈｅｎｇｘｉｕ１

（１．ＤｅｐａｒｔｍｅｎｔｏｆＣｏｎｔｒｏｌＥｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇ，ＴｈｅＳｅｃｏｎｄＡｒｔｉｌｌｅｒｙＥｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇＵｎｉｖｅｒｓｉｔｙ，Ｘｉ′ａｎ　７１００２５，Ｃｈｉｎａ）

（２．ＴｈｅＵｎｉｔｅｄ９６２１１，Ｐｅｏｐｌｅ′ｓＬｉｂｅｒａｔｉｏｎＡｒｍｙ，Ｈｏｎｇｈｅ　６５４３００，Ｃｈｉｎａ）

Ａｂｓｔｒａｃｔ　Ｔｈｅｇｅｎｅｒａｌｉｚｅｄａｖｅｒａｇｅｃｏｎｓｅｎｓｕｓｏｆｈｅｔｅｒｏｇｅｎｅｏｕｓｍｕｌｔｉａｇｅｎｔｓｙｓｔｅｍｗｉｔｈｄｉｓｃｒｅｔｅｔｉｍｅｏｎｇｅｎｅｒａｌ
ｓｔｒｏｎｇｌｙｃｏｎｎｅｃｔｅｄｄｉｇｒａｐｈｓｗａｓｉｎｖｅｓｔｉｇａｔｅｄ．Ｆｉｒｓｔｌｙ，ｔｈｅｄｅｆｉｎｉｔｉｏｎｏｆｇｅｎｅｒａｌｉｚｅｄａｖｅｒａｇｅｃｏｎｓｅｎｓｕｓｗａｓ
ｐｒｅｓｅｎｔｅｄ．Ａｉｍｉｎｇａｔｔｈｅｓｔｕｄｙｏｆａｖｅｒａｇｅｃｏｎｓｅｎｓｕｓｃｏｎｆｉｎｅｄｔｏｔｈｅｂａｌａｎｃｅｄｏｒｓｙｍｍｅｔｒｉｃｎｅｔｗｏｒｋ，ａｎｅｗｌｉｎｅａｒ
ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｅｄａｌｇｏｒｉｔｈｍｗａｓｐｒｏｐｏｓｅｄ．Ｔｈｅｎｏｖｅｌｔｙｉｓｔｈｅａｕｇｍｅｎｔａｔｉｏｎｏｆａｎａｄｄｉｔｉｏｎａｌｖａｒｉａｂｌｅｆｏｒｅａｃｈａｇｅｎｔ，
ｗｈｏｓｅｆｕｎｃｔｉｏｎｉｓｔｏｒｅｃｏｒｄｉｎｄｉｖｉｄｕａｌｓｔａｔｅｕｐｄａｔｅ．Ｂｙａｐｐｌｙｉｎｇｎｏｎｎｅｇａｔｉｖｅｍａｔｒｉｃｅｓｔｈｅｏｒｙ，ｇｒａｐｈｔｈｅｏｒｙａｎｄ
ｔｈｅｅｉｇｅｎｖａｌｕｅｐｅｒｔｕｒｂａｔｉｏｎｔｈｅｏｒｙ，ｔｈｅｃｏｎｓｅｎｓｕｓａｌｇｏｒｉｔｈｍｗａｓｓｔｕｄｉｅｄ．Ｔｈｅｒｅｓｕｌｔｉｎｄｉｃａｔｅｓｔｈａｔｔｈｅａｌｇｏｒｉｔｈｍ
ｇｕａｒａｎｔｅｅｓｓｔａｔｅａｖｅｒａｇｉｎｇｏｎａｒｂｉｔｒａｒｙｓｔｒｏｎｇｌｙｃｏｎｎｅｃｔｅｄｄｉｇｒａｐｈｓ．Ｎｕｍｅｒｉｃａｌｓｉｍｕｌａｔｉｏｎｓｗｅｒｅｇｉｖｅｎｔｏ
ｄｅｍｏｎｓｔｒａｔｅｔｈｅｅｆｆｅｃｔｉｖｅｎｅｓｓｏｆｔｈｅｔｈｅｏｒｅｔｉｃａｌｒｅｓｕｌｔｓ．

Ｋｅｙｗｏｒｄｓ　ｈｅｔｅｒｏｇｅｎｅｏｕｓｍｕｌｔｉａｇｅｎｔｓｙｓｔｅｍｓ，　ｇｒａｐｈｔｈｅｏｒｙ，　ｓｔｒｏｎｇｌｙｃｏｎｎｅｃｔｅｄｄｉｇｒａｐｈ，　ｇｅｎｅｒａｌｉｚｅｄａｖ
ｅｒａｇｅｃｏｎｓｅｎｓｕｓ，　ｅｉｇｅｎｖａｌｕｅｐｅｒｔｕｒｂａｔｉｏｎｔｈｅｏｒｙ

０６１


