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悬臂梁限位器非线性动力学效应实验分析

边菁　徐鉴

（同济大学航空航天与力学学院，上海　２０００９２）

摘要　针对具有限位器的悬臂梁系统设计了一个实验装置，通过实验分析限位器对悬臂梁系统非线性动力

学行为的影响规律，展示了跳跃、多稳态以及它们之间的转换等实验现象．本文还分析了限位器宽度和高度

对悬臂梁非线性幅频响应的影响规律，同时揭示了限位器宽度和高度对悬臂梁与限位器接触的一般规律．

在实验中还发现了随外激励频率的变化，系统的运动从周期变为混沌再到跳跃的现象，同时给出了时间历

程图与频谱分析图，并解释了这种现象．本文的研究体现了非光滑系统的丰富的非线性动力学现象．
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引言

实际工程中很多结构是以梁、板等结构组成．
这些结构中为了限制结构件的大幅振动、防止结构

破坏，往往会安装一些限位器．例如为提高桥梁的
抗震性能并且减小振动幅值而安装的限位器，以及

如何适当的安装限位器［１］．另外，机械系统中大量
使用的含间隙的零部件都可以使用限位器力学模

型，如齿轮啮合间隙、松动的螺丝等．
针对上述类型的工程结构，本文从实验角度出

发，研究限位器对悬臂梁结构的动力学效应．近几
年，带有限位器的力学结构研究已经成为国内外学

术界关注的热点之一．目前已有的文献中，多数含
有间隙的结构的理论模型被简化为有限自由

度［２５］，文献［２］将含间隙及集中质量的悬臂梁的
动力学模型简化为单自由度和２自由度，并进行了
稳定性分析，提出了保持系统稳定性和周期性需要

重点考虑的系统参数．文献［３］使用有限元方法建
立了梁碰撞的多自由度等效模型并与单自由度模

型进行比较，得出单自由度模型大体上能够较好的

反应系统的非线性特性．文献［６］使用经验模态分
解法得到了系统各阶固有频率下的模态函数，研究

结果表明间隙产生的碰撞主要改变了系统的低阶

模态，系统的高阶模态可以使用线性的理论．文献

［７］使用数值方法研究限位器产生的非线性效应，
并对间隙结构的非线性参数进行了辨识．文献［８］
使用 Ｈａｍｉｌｔｏｎ原理建立了受基础激励的刚弹耦合
的质量摆模型，表明Ｈａｍｉｌｔｏｎ原理适用于含有动位
移的边界条件的连续体建模．文献［９］通过实验分
析了带限位的悬臂梁系统的非线性特性，并且通过

实验研究了接触刚度、间隙以及接触材料对系统的

影响，同时使用变分原理提高了该数学模型的数值

计算效率．在文献［１０］中使用数值方法分析了含
间隙悬臂梁系统在不同参数下的分岔情况及可能

发生的混沌运动，说明这种非光滑系统存在复杂的

非线性动力学行为．文献［１１］对悬臂梁单边碰撞
做了实验分析并得到了碰撞接触模型，但条件是微

碰撞．
综上所述，具有限位器结构的动力学研究已经

广泛被学术界和工程界所关注，已有的大部分工作

通过理论分析和数值方法进行的，本文的目的主要

是通过实验手段，观察带限位的悬臂梁系统非线性

动力学特性，重点考察限位器的高度和间隙对悬臂

梁系统幅频响应的影响规律以及与多稳态响应之

间的关系等，与此同时对实验结果进行时频分析，

考察在整个扫频过程中的频率成分，分析可能存在

的混沌运动．
本文的第一部分为实验设计介绍，包括实验装
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置，实验设备以及实验参数．第二部分为实验结果
分析，主要研究悬臂梁系统一阶固频附近的幅频响

应，多稳态之间的转换过程以及限位器的位置和悬

臂梁多稳态区域范围，与限位器接触时的外激励频

率的变化关系等．第三部分为时频分析以及谱分
析，对扫频过程中所记录的时间历程曲线进行时频

分析，考察在整个扫频过程中的频率成分及其能量

幅值，以及如何从周期到混沌的实验现象，进一步

揭示悬臂梁连续体模型与间隙系统两者结合产生

的强非线性效应．

１　实验装置

首先，制作具有限位器的悬臂梁振动系统，如

图１ａ和１ｂ所示，整个实验装置固定在电动振动台
的台面上（图１ａ），垂直悬臂梁一端固定在一个铝
合金平板上，用双排螺丝将其夹紧；另一端连接加

速度传感器．为使系统平衡，梁两侧都固定有加速
度传感器，并将其视作附加质量．固定在铝合金板
上的限位器的高度和宽度可调，实验装置的细节图

如图１ｂ所示，其中：１．电动振动台系统，包括振动
控制系统、功率放大器、振动台体和热交换器；２．加
速度传感器采集系统，包括加速度传感器、信号采

集与分析仪和ＰＣ机；３．可调高度位置限位器和间
隙宽度的限位器；４．不锈钢悬臂梁．

图１　实验装置：（ａ）实验装置总体布置图；（ｂ）实验装置细节图

Ｆｉｇ．１　Ｅｘｐｅｒｉｍｅｎｔａｌｄｅｖｉｃｅ：（ａ）ｏｖｅｒｖｉｅｗｏｆｅｘｐｅｒｉｍｅｎｔａｌｄｅｖｉｃｅ；

（ｂ）ｄｅｔａｉｌｓｏｆｅｘｐｅｒｉｍｅｎｔａｌｄｅｖｉｃｅ

实验装置的参数如表１所示：
表１　实验参数符号的定义和取值

Ｔａｂｌｅ１　Ｓｙｍｂｏｌｓａｎｄｖａｌｕｅｓｏｆｔｈｅｅｘｐｅｒｉｍｅｎｔａｌｐａｒａｍｅｔｅｒｓ

ＰａｒａｍｅｔｅｒｓｏｆＢｅａｍ Ｓｙｍｂｏｌ Ｖａｌｕｅｓ
Ｌｅｎｇｔｈ（ｍｍ） Ｌ ２８０
Ｗｉｄｔｈ（ｍｍ） Ｂ ３０．２
Ｔｈｉｃｋｎｅｓｓ（ｍｍ） Ｈ ０．８８９
ＭｏｍｅｎｔｏｆＩｎｅｒｔｉａ Ｉ ＢＨ３／１２

Ｄｅｎｓｉｔｙ ρ ７９００
Ｍｏｄｕｌｕｓ（ＧＰａ） Ｅ ２０９
Ａｔｔａｃｈｅｄｍａｓｓ（ｇ） ｍ １９

Ｈｅｉｇｈｔｏｆｓｔｏｐｐｅｒ（ｍｍ） Ｌ１ ６５－２２５
Ｃｌｅａｒａｎｃｅｏｆｓｔｏｐｐｅｒ（ｍｍ） Δ ２－５
Ｅｘｃｉｔａｔｉｏｎｆｒｅｑｕｅｎｃｙ（Ｈｚ） ω ５－１２
Ｅｘｃｉｔａｔｉｏｎａｃｃｅｌｅｒａｔｉｏｎ（ｇ） ｓ ０．１－０．３

系统的振动驱动由振动台提供，该激振动台的

有效起振频率为５Ｈｚ．在低于５Ｈｚ时，振动台的振
幅不稳定．外激励幅值可由控制系统进行调节，外
激励频率可由振动控制仪进行设置和调节．振动台
体上固定有加速度传感器，所以基础激励可以及时

测得并进行控制．所测得实验数据由信号采集与分
析仪记录、处理．电动振动台的工作流程如图２所
示，

图２　振动台的工作流程图

Ｆｉｇ．２　Ｓｃｈｅｍｅｏｆｖｉｂｒａｔｉｏｎｅｘｐｅｒｉｍｅｎｔ

实验是通过振动控制仪使基础的加速度值控

制在０．１ｇ．扫频范围为５１１Ｈｚ左右（悬臂梁一阶固

有频率附近）．扫频速率：０．２Ｈｚ／ｍｉｎ．

２　实验结果

２．１　未加限位器时的幅频响应
首先，在未加限位器时，系统的幅频响应曲线

表现出典型的线性动态系统的特征，如图３所示，

其中横坐标为外激励频率／Ｈｚ，纵坐标为悬臂梁自

由端加速度幅值／（ｍ／ｓ２）．实验中使用锤击法测得

悬臂梁的一阶频率为 ６．２４Ｈｚ，二阶固频为 ４７．

０９４Ｈｚ，三阶固频为１４０．８８Ｈｚ．后面的实验重点是

系统在悬臂梁第一阶频率附近的动力学响应，如图

５４１
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３所示：

图３　未加限位器的悬臂梁幅频响应图

Ｆｉｇ．３　Ａｍｐｌｉｔｕｄｅｆｒｅｑｕｅｎｃｙｒｅｓｐｏｎｓｅｏｆｃａｎｔｉｌｅｖｅｒｂｅａｍｗｉｔｈｏｕｔｓｔｏｐｐｅｒｓ

２．２　带有限位器悬臂梁幅频响应
首先，固定限位器的位置．限位器到梁固定端距

离，即：Ｌ１＝１２５ｍｍ，Δ＝５ｍｍ，振动台驱动外激励加
速度ｓ＝０．１ｇ，通过正向和反向扫频得到幅频曲线
如图４所示．其中纵坐标是悬臂梁自由端加速度响
应，横坐标是外激励驱动频率，范围在５Ｈｚ８．５Ｈｚ．从
图４可看出，随着在外激励频率从５Ｈｚ开始增加，
悬臂梁自由端的加速度响应沿着图４的上半支连
续增大，直到外激励频率为６．０８８Ｈｚ时，加速度响
应曲线出现拐点而改变方向，加速度增长速率开始

图４　带限位器的悬臂梁幅频曲线图（ｓ＝０．１ｇ，Δ＝５ｍｍ，Ｌ１＝１２５ｍｍ）

Ｆｉｇ．４　Ａｍｐｌｉｔｕｄｅｆｒｅｑｕｅｎｃｙｒｅｓｐｏｎｓｅｏｆｃａｎｔｉｌｅｖｅｒｂｅａｍｗｉｔｈｓｔｏｐｐｅｒｓ

（ｓ＝０．１ｇ，Δ＝５ｍｍ，Ｌ１＝１２５ｍｍ）

变缓，这时悬臂梁与限位器接触．进一步增大外激

励频率直到７．４Ｈｚ时，加速度响应突然跳跃到一个

小的幅值，说明悬臂梁由一个大振幅运动跳跃到小

振幅的周期运动．而反向扫频或者随着外激励频率

从８．５ＨＺ持续减小时，加速度响应沿着图中曲线的

下半支缓慢增加，直到６．４Ｈｚ时，加速度响应突然跳

跃到较大的振幅，这个增长的过程并不连续，是一种

跳跃的过程．进一步减少外激励频率，加速度响应幅

值开始减小，直到６．４Ｈｚ时曲线出现拐点后继续减

小．于是，当外激励频率在６．４Ｈｚ到７．４Ｈｚ范围内，

加速度响应伴随着跳跃出现两个稳态响应，这是是

非线性振动系统特有的现象之一，说明本文构建的

实验系统是非线性动力学系统．
为了考察图４中表示的不同频率下悬臂梁的

振动特性，分别取外激励频率标记在图 ４中 ａ，ｂ
和ｃ处的三个频率值：５．５Ｈｚ，７．２Ｈｚ和８Ｈｚ，做定
频激励以考察悬臂梁自由端处的时间历程响应，等

系统运动稳定后开始记录数据，如图５ａ，５ｂ和５ｃ
所示．

图５　不同外激励频率下悬臂梁的时间历程图

Ｆｉｇ．５　Ｔｉｍｅｈｉｓｔｏｒｉｅｓｏｆｔｈｅｃａｎｔｉｌｅｖｅｒｓｙｓｔｅｍｖｅｒｓｕｓｅｘｃｉｔａｔｉｏｎｆｒｅｑｕｅｎｃｉｅｓ

图５表明对应不同的外激励频率，悬臂梁的响
应可以表现为单稳态（图５ａ和５ｃ）和双稳态运动
（图５ｂ）的实验结果．双稳态的出现，即大振幅运
动和小振幅运动依赖于悬臂梁的初始状态的改变．
因此，在悬臂梁振动过程中，对悬臂梁进行扰动，可

以改变悬臂梁的振动幅值，可以从大振幅变成小振

幅，也可以从小振幅变成大振幅的状态．为了进一
步验证这样的结论，取外激励频率分别是６．５Ｈｚ和
７．３Ｈｚ，再一次考察悬臂梁的时间历程，正如图６和
７所示．图６ａ表明初始静止状态的悬臂梁受到外
激励频率６．５Ｈｚ的驱动，首先进入小振幅周期振

６４１
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动，运动进入稳态后在某一时候加以一个冲击扰动

后，经过一段时间稳定后，振动幅值变大，对应于图

４中从下半支跳到上半支．图６ｂ表明了相反的过
程．外激励频率为７．３ＨＺ时类似的实验结果表明
在图７中．图４７表明了典型的非线性振动特征，
实验结果意味着适当的扰动可以抑制振动幅值，对

工程应用中的减振控制有重要的参考价值．

图６　悬臂梁的双稳态（ω＝６．５Ｈｚ）

Ｆｉｇ．６　Ｔｉｍｅｈｉｓｔｏｒｉｅｓｏｆｔｈｅｃａｎｔｉｌｅｖｅｒｓｙｓｔｅｍ（ω＝６．５Ｈｚ）

图７　悬臂梁的时程图（ω＝７．３Ｈｚ）

Ｆｉｇ．７　Ｔｉｍｅｈｉｓｔｏｒｉｅｓｏｆｔｈｅｃａｎｔｉｌｅｖｅｒｓｙｓｔｅｍ（ω＝７．３Ｈｚ）

２．３　限位器的高度Ｌ１对系统动力学行为的影响
情形１固定限位器宽度Δ＝２．５ｍｍ
这部分主要的研究内容是固定 Δ，在不同 Ｌ１

时，比较悬臂梁的幅频曲线，包括悬臂梁与限位器

接触时的参数取值，多稳态区域范围以及跳跃点位

置．首先固定限位器宽度 Δ＝２．５ｍｍ，外激励加速
度为０．１ｇ时，然后调节限位器高度Ｌ１．将加速度转
化为位移得到图８：

图８　悬臂梁的一组幅频响应曲线（Δ＝２．５ｍｍ）

Ｆｉｇ．８　Ａｓｅｒｉｅｓｏｆａｍｐｌｉｔｕｄｅｆｒｅｑｕｅｎｃｙｒｅｓｐｏｎｓｅｃｕｒｖｅｓ（Δ＝２．５ｍｍ）

图８为 Δ＝２．５ｍｍ时，取不同 Ｌ１得到的悬臂
梁在其线性一阶固频附近正扫和反扫的幅频响应

曲线的实验数据图．横坐标为外激励频率／Ｈｚ，纵坐
标为悬臂梁自由端端点的位移幅值／ｍ．图８中的
不同颜色的曲线代表不同的 Ｌ１的取值，由高到低
Ｌ１依次增大．同时，同一种颜色分为正扫和反扫两
种扫频方式．由图８可以明显的看出，随着Ｌ１的逐
渐增大，悬臂梁的振动幅值受到限位器的限制而逐

渐减小．除个别曲线外（绿色、黑色、黄色），跳跃点
的位置也随之向后移动；同时，多稳态的区间范围

也逐渐增大．同时可以看出，当限位器放置在较低
的位置时，如图８中的黄色曲线（Ｌ１＝２２５ｍｍ），悬
臂梁此时已不是周期运动，其运动情况十分复杂，

幅值差别较大．为进一步的分析多稳态区域范围与
Ｌ１之间的关系以及外激励频率与 Ｌ１之间的关系，
将Δ分别取３／４ｍｍ时，然后进一步的对这些规律
进行分析．

情形２固定限位器宽度Δ＝３ｍｍ
将Δ固定为３ｍｍ，ｓ为０．１ｇ，然后调节Ｌ１，得到

悬臂梁的幅频曲线如图９．
图９中的不同颜色的曲线代表不同的 Ｌ１的取

值．由图９同样可以看出，随着 Ｌ１的逐渐增大，悬
臂梁的振动幅值受到限位器的限制而逐渐减小．除
去绿色和黄色曲线，跳跃点的位置都随 Ｌ１的增大
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而向后移动，多稳态的区间范围也逐渐增大．同时

可以看出，和图７一样，当限位器放置在较低的位

置时，如黄色曲线（Ｌ１＝２２５ｍｍ），悬臂梁的运动变

得复杂．

图９　悬臂梁的一组幅频响应曲线（Δ＝３ｍｍ）

Ｆｉｇ．９　Ａｓｅｒｉｅｓｏｆａｍｐｌｉｔｕｄｅｆｒｅｑｕｅｎｃｙｒｅｓｐｏｎｓｅｃｕｒｖｅｓ（Δ＝３ｍｍ）

情形３固定限位器宽度Δ＝４ｍｍ

将Δ固定为４ｍｍ，ｓ为０．１ｇ，然后调节Ｌ１，得到

的悬臂梁的幅频曲线图１０．

图１０　悬臂梁的一组幅频响应曲线（Δ＝４ｍｍ）

Ｆｉｇ．１０　Ａｓｅｒｉｅｓｏｆａｍｐｌｉｔｕｄｅｆｒｅｑｕｅｎｃｙｒｅｓｐｏｎｓｅｃｕｒｖｅｓ（Δ＝４ｍｍ）

同样的，图１０中的不同颜色的曲线代表不同

的Ｌ１的取值，曲线由高到低表示 Ｌ１的取值依次增

大．可以看出随着Ｌ１的逐渐增大，悬臂梁的振动幅

值受到限位器的限制而逐渐减小．除去粉色曲线，

跳跃点的位置都随 Ｌ１的增大而向后移动，多稳态

的区间范围也逐渐增大，此时的关系变化较为明

显．同样可以看出，当限位器放置在较低的位置时，

如黄色曲线（Ｌ１＝２２５ｍｍ），悬臂梁的运动变得复

杂，已不是周期运动．

为进一步分析悬臂梁与限位器接触时外激励

的频率和Ｌ１的变化关系，以及悬臂梁幅频曲线中

多稳态的范围与Ｌ１的关系，将图８、９、１０中的每条

曲线的幅值的转折点取出，每个点对应一个外激励

频率．将相同的Δ下的外激励频率值绘制成一条曲

线，得到外激励频率与Ｌ１的关系如图１１．

图１１　ω与Ｌ１的关系（Δ＝２．５／３／４ｍｍ）

Ｆｉｇ．１１　ＲｅｌａｔｉｏｎｓｈｉｐｓｂｅｔｗｅｅｎωａｎｄＬ１（Δ＝２．５／３／４ｍｍ）

图１１为Δ分别为２．５／３／４ｍｍ时，调节 Ｌ１时，
悬臂梁与限位器接触时外激励频率的取值．纵坐标
为Ｌ１的取值／ｍ；横坐标为悬臂梁与限位器接触时
对应的外激励的频率／Ｈｚ．由图１１可以看出，Δ固
定时（２．５ｍｍ），Ｌ１的取值越小，即限位器放置在离
悬臂梁固定端较近的位置时，悬臂梁与限位器接触

时的外激励频率越高．意味着限位器放置的越高，
需要外激励频率接近其一阶固频６．２５Ｈｚ时，悬臂
梁才会与限位器接触．这种结论在不同的 Δ时，同
样成立．取Δ＝３／４ｍｍ时，曲线的变化情况大致相
同：如图１１中绿色和红色曲线所示．

图１１中的蓝色曲线的 Δ＝２．５ｍｍ，是由离散
的实验数据绘制成的曲线．对其进一步的分析，得
到图１２中的响应的拟合曲线以及对应的方程，图
中横坐标为Ｌ１／ｍｍ的取值，纵坐标为外激励频率／
Ｈｚ．如图１２：

图１２　ω与Ｌ１的关系（Δ＝２．５ｍｍ）

Ｆｉｇ．１２　ＲｅｌａｔｉｏｎｓｈｉｐｓｂｅｔｗｅｅｎωａｎｄＬ１（Δ＝２．５ｍｍ）

图１２中红色曲线为拟合出的 ω与 Ｌ１之间的
含三次项的曲线关系．蓝色点为实验数据，每个点
表示在某个Ｌ１时，悬臂梁刚好与限位器接触时的
外激励频率，即幅频曲线中的幅值的转折点的横坐

标取值．通过比较红色和蓝色曲线可知，该拟合曲
线已足够达到需要的精度．方程中的ｙ为外激励频
率，ｘ为限位器高度．此方程可作为悬臂梁与限位
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器接触条件的判据．在进行理论计算时，可带入上
图中点的位移幅值作为刚度分段的依据．

从图８、９、１０中得到的 Ｌ１与幅频曲线中多稳
态区域范围的关系如图１３所示．图１３中横坐标为
Ｌ１的取值，纵坐标为对应的不同的Ｌ１条件下，多稳
态区域的范围（ｔｈｅｆｒｅｑｕｅｎｃｙｒａｎｇｅｏｆｍｕｌｔｉｓｔａｂｌｅ
ｓｔａｔｅ），简写做ＦＲＭＳ／Ｈｚ．图中，三条曲线表示三种
不同的Δ取值．

图１３　多稳态区域与Ｌ１之间的关系

Ｆｉｇ．１３　ＲｅｌａｔｉｏｎｓｈｉｐｓｂｅｔｗｅｅｎＦＲＭＳａｎｄＬ１

图１３可以看出，在 Ｌ１小于 １１５ｍｍ时，ＦＲＭＳ
与Ｌ１成正比，在接近梁的中间位置（１２５１６５ｍｍ）
时，蓝色曲线（Δ＝２．５ｍｍ）中，ＦＲＭＳ随 Ｌ１的变化
并没有统一的规律，尤其是在 １２５１６５ｍｍ范围内
比较复杂．红色曲线中的两个点（Ｌ１ ＝１０５ｍｍ、
２０５ｍｍ）与其余两条曲线不同，比较特殊．其余的两
条曲线的变化规律比较相似，总体上将，都是随 Ｌ１
的增加，ＦＲＭＳ成上升趋势．特别的，当 Ｌ１＝２０５ｍｍ
时，蓝色与绿色曲线达到其最大值，但红色曲线却

突然下降．另外，在限位器放置在２２５ｍｍ时，ＦＲＭＳ
都回到一个固定的值２．１Ｈｚ．

总体上，实验结果的得到 ＦＲＭＳ的值与 Ｌ１的
关系比较复杂，没有统一的关系．可见，在实验中得
到的结果比预期的复杂．
２．４　限位器的宽度Δ对系统动力学行为的影响

这部分主要的研究内容为调节不同限位器宽

度Δ，研究方法与上节内容相同，即比较一组悬臂
梁的幅频曲线中所展示的非线性现象．包括悬臂梁
与限位器接触时的参数取值，多稳态区域范围以及

跳跃点位置．在这个过程中，每一组幅频曲线的 Ｌ１
固定，Δ变化，一共得到三组幅频曲线．具体实验参
数取值为：Ｌ１＝８５ｍｍ，ｓ＝０．１ｇ，调节限位器宽度Δ．
得到图１４．同理，Ｌ１分别取９５／１０５ｍｍ时，得到图
１５和图１６．图中横坐标为外激励频率／Ｈｚ，纵坐标
为悬臂梁自由端的位移幅值．

图１４　悬臂梁的幅频响应图（Ｌ１＝８５ｍｍ，Δ＝２／３／４／５ｍｍ）

Ｆｉｇ．１４　Ａｍｐｌｉｔｕｄｅｆｒｅｑｕｅｎｃｙｒｅｓｐｏｎｓｅｃｕｒｖｅｓ

（Ｌ１＝８５ｍｍ，Δ＝２／３／４／５ｍｍ）

图１５　悬臂梁的幅频响应图（Ｌ１＝９５ｍｍ，Δ＝２／３／４／５ｍｍ）

Ｆｉｇ．１５　Ａｍｐｌｉｔｕｄｅｆｒｅｑｕｅｎｃｙｒｅｓｐｏｎｓｅｃｕｒｖｅｓ

（Ｌ１＝９５ｍｍ，Δ＝２／３／４／５ｍｍ）

图１６　悬臂梁的幅频响应图（Ｌ１＝１０５ｍｍ，Δ＝２／３／４／５ｍｍ）

Ｆｉｇ．１６　Ａｍｐｌｉｔｕｄｅｆｒｅｑｕｅｎｃｙｒｅｓｐｏｎｓｅｃｕｒｖｅｓ

（Ｌ１＝１０５ｍｍ，Δ＝２／３／４／５ｍｍ）

从图１４、１５、１６可以看出，Δ越小，悬臂梁的振
动幅值会相应的受到限制进一步减小；悬臂梁与限

位器接触时的 ω也随 Δ的增大而增大，逐渐向一
阶固频６．２５Ｈｚ靠近．同时对三张图进行比较可以
看出，图中幅频曲线中对应的多稳态的范围也和 Δ
有着明显的变化关系，除了图１５中的黑色曲线，其
余各图中的每条曲线的多稳态范围都是随着 Δ的
减小而增大．

为了进一步分析悬臂梁与限位器接触时 ω取
值情况，将以上三张幅频曲线图中悬臂梁与限位器

恰好接触时的点取出，得到三簇不同的 Δ时，悬臂
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梁与限位器接触时的 ω取值．目的是要考察在固
定Ｌ１的情况下，Δ与 ω之间的变化关系，如图１７
所示，图中横坐标为 Δ／ｍｍ；纵坐标为悬臂梁恰好
与限位器接触时的ω／Ｈｚ．图１７中的三条曲线表示
Ｌ１分别为８５／９５／１０５ｍｍ时，接触点的外激励频率
与Δ之间的关系．

图１７　ω与Δ之间的关系

Ｆｉｇ．１７　ＲｅｌａｔｉｏｎｓｈｉｐｓｂｅｔｗｅｅｎωａｎｄΔ

由图１７中的蓝色曲线的变化趋势可知：当 Ｌ１
固定时（８５ｍｍ），Δ越大，悬臂梁与限位器接触时的
外激励频率越高，即限位器越宽，需要外激励频率

接近其一阶固频６．２５Ｈｚ时，悬臂梁才会与限位器
接触．取时 Ｌ１＝９５／１０５ｍｍ时，曲线的变化情况大
致相同，总体上成上升趋势．说明这种变化趋势在
不同的Ｌ１时，同样成立．

进一步考察本节实验结果中，多稳态区域的范

围大小与 Δ之间的变化关系．从图１４、１５、１６中可
以得到每个幅频曲线中的多稳态的范围宽度

（ＦＲＭＳ），将相同的Ｌ１中的实验数据绘制成一条曲
线，一共可以得到三条曲线．进行总结，得到图１８：

图１８　多稳态区域与Δ之间的关系

Ｆｉｇ．１８　ＲｅｌａｔｉｏｎｓｈｉｐｓｂｅｔｗｅｅｎＦＲＭＳａｎｄΔ

图１８为Δ与 ＦＲＭＳ之间的关系．横坐标为可
调参数Δ的取值／ｍｍ，纵坐标为对应的 ＦＲＭＳ／Ｈｚ．
由图１８可以知，除去图中的绿色曲线中的一个点
（Δ＝５ｍｍ），ＦＲＭＳ与 Δ有明显的关系，即随着 Δ
的增大，ＦＲＭＳ逐渐减小．在不同的Ｌ１（８５／１０５ｍｍ）

时，这种变化关系都成立．

２．５　限位器对悬臂梁动力学行为影响的分析
分别调节 Ｌ１与 Δ，得到了不同情况下的带限

位的悬臂梁的幅频曲线图，并得到一些 Ｌ１和 Δ对
这种悬臂梁动力学行为影响的规律，主要有以下几

个方面：

限位器能很好的限制悬臂梁振动幅值，限位器

放置的位置越低宽度越窄，悬臂梁的振动幅值越

小．但限位器会带来一些非线性的动力学行为，如
多稳态、跳跃等．增加了对该系统进行控制、减振的
难度，但也可利用这些非线性现象进行减振控制．

限位器的高度Ｌ１与多稳态区域范围的大小关

系复杂，总体来讲随着Ｌ１的增大，多稳态的区域变

宽，但在Ｌ１接近自由端端点时，多稳态的区域范围

回到一个固定的值．另外，Ｌ１越大，悬臂梁与限位
器接触时的外激励频率越小．

限位器的宽度Δ与系统多稳态范围的关系十
分明显．总的来讲，Δ越小，多稳态的范围越大．另
外，Δ增大时，悬臂梁与限位器接触时的外激励频
率越大，接近悬臂梁的一阶固频６．２５Ｈｚ．

３　时频分析

取Ｌ１＝１２５ｍｍ，Δ＝２．５ｍｍ，ｓ＝０．１ｇ，得到悬

臂梁的幅频曲线如图１９．由于本节的考察内容主
要外激励频率从小到大变化时，悬臂梁与限位器接

触后的复杂动力学行为，所以只需分析正扫过程．
如图１９所示，为悬臂梁的振动幅值随外激励增大
时的变化曲线．横坐标为外激励频率／Ｈｚ，纵坐标为

悬臂梁自由端加速度幅值／（ｍ／ｓ２）．由图可知，在

６．７Ｈｚ与８Ｈｚ附近，悬臂梁并非做周期运动，而是
呈现出复杂的动力学行为．为了进一步的分析，在
扫频过程中使用信号采集仪记录整个扫频过程中

悬臂梁自由端的时间历程，并进行时频分析，即分

析整个随外激励频率变化的时间历程图的频率成

分及其能量幅值，得到图２０．
图２０中的横坐标表示的是外激励频率／Ｈｚ由

大到小变化的过程；纵坐标为对悬臂梁自由端响应

的时间历程进行时频分析后响应中包含的全部频率

成分／Ｈｚ．颜色的亮度代表该频率下的能量幅值的大
小，红色部分表示幅值最大，蓝色部分表示幅值接近

零．由图２０可知，在外激励频率小于６Ｈｚ时，悬臂梁
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并未与限位器接触，所以响应中只含有外激励的频

率，几乎没有其它的频率成分，这时系统是典型的线

性系统．当外激励频率从６Ｈｚ开始逐渐增大时，响应
中开始包含其它的频率成分，如三倍频，五倍频等，

表现为在图２０中，横坐标从６Ｈｚ开始从一条线分为
很多条线，表示此时响应中含有不同的倍频成分，且

吸收了部分的能量，已不能忽略．值得注意的是在６．
７５Ｈｚ附近的频率成分十分复杂，已不是离散的线，
同时在７．８Ｈｚ８．１Ｈｚ的变化过程中可明显的看出响
应的频率成分已从离散变为连续，同时分布在整个

频率段上（０１５０Ｈｚ）．

图１９　幅频响应曲线图（Ｌ１＝１２５ｍｍ，Δ＝２．５ｍｍ，ｓ＝０．１ｇ，正扫）

Ｆｉｇ．１９　Ａｍｐｌｉｔｕｄｅｆｒｅｑｕｅｎｃｙｒｅｓｐｏｎｓｅｃｕｒｖｅ

（Ｌ１＝１２５ｍｍ，Δ＝２．５ｍｍ，ｓ＝０．１ｇ，ｆｏｒｗａｒｄ）

图２０　时频分析

Ｆｉｇ．２０　Ｔｉｍｅｆｒｅｑｕｅｎｃｙａｎａｌｙｓｉｓ

图２１　随外激励频率变化的时间历程图

Ｆｉｇ．２１　Ｔｉｍｅｈｉｓｔｏｒｉｅｓｗｉｔｈｅｘｃｉｔａｔｉｏｎｆｒｅｑｕｅｎｃｙｖａｒｉａｔｉｏｎ

图２１表示的是外激励频率从 ７．７Ｈｚ到 ８Ｈｚ
时，悬臂梁自由端处的时间历程图，横坐标为外激励

图２２　频谱分析

Ｆｉｇ．２２　Ｓｐｅｃｔｒｕｍａｎａｌｙｓｉｓ

频率的变化过程／Ｈｚ，纵坐标为悬臂梁自由端加速度
值／（ｍ／ｓ２）．由于该时程图是在匀速扫频（０．２Ｈｚ／
ｍｉｎ）过程中记录下来的，所以为方便和图１９，２０做
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比较，纵坐标采用外激励频率的变化代替时间的变

化．从图中可以看出，在７．７Ｈｚ到７．８Ｈｚ的扫频过
程中，悬臂梁的响应为概周期，可以看出明显的包

络线．从７．８Ｈｚ开始，系统的响应开始变的复杂，有
混沌运动的趋势．为确定这种变化过程是否为概周
期通往混沌的途径，进一步做频谱分析，得到不同

外激励频率下的悬臂梁响应的频谱图，如图２２（ａ
ｅ）所示．图２２中的频谱图分别与图１９，２０中的频
率点对应．

在图１９中选取不同的外激励频率下的点，分
进行频谱分析得到图２２ａｅ．对应为 ａ：悬臂梁未与
限位器接触做周期运动，频谱图上只有一个主要的

频率（５．５Ｈｚ），５０Ｈｚ是振动台的一阶固频．ｂ：此时
悬臂梁与限位器接触，从频谱图上可以看出，系统

做周期运动，但同时含有三倍频、五倍频等倍频成

分．ｃ：频谱图中倍频集中了大量的能量，但是开始
有不可约的频率成分进入，在图１９中表现为时间
历程图中有明显的包络线，为概周期运动；ｄ：从７．
８Ｈｚ开始，频率成分开始从离散变为连续，逐渐进
入混动运动；ｅ：频谱图上出现连续普，各种频率成
分都进入到运动中，说明系统此时的状态为混沌运

动．
图２２ａｅ展示了带限位悬臂梁系统从周期到

混沌运动的一系列变化过程．说明本文中的分段非
光滑系统可以在一定的条件下（限位器位置），产

生复杂的混沌运动．该过程是一个周期到混沌再到
跳跃的特殊的非线性现象，有重要的实验和理论价

值．

４　结论

本文设计了一个带限位悬臂梁非光滑系统的

实验装置，通过大量的实验考察了不同的限位器高

度和宽度对悬臂梁的动力学行为的影响．得出以下
结论：

（１）悬臂梁与限位器接触时会产生多稳态的
情况，根据初始条件的不同，在特定频率区域内，该

悬臂梁系统会产生多稳态以及跳跃的非线性现象．
（２）多稳态区域大小取决于限位器宽度和高

度的共同作用，同时得到限位器高度、宽度与多稳

态区域大小的变化关系．
（３）得到在不同的限位器高度和宽度下，悬臂

梁与限位器接触时的频率的临界值，这些曲线可以

作为判断悬臂梁与限位器接触的判据．
（４）在扫频过程中记录了相应的时程曲线并

进行了时频分析，得到了随外激励频率变化下系统

响应的频率分成的变化趋势，并得到了由周期运动

到混沌再到跳跃的实验现象．
文章所得到的实验结果说明这种非光滑系统

存在丰富的强非线性现象，得到的结论对带有限位

或间隙的连续体系统有实际的工程指导意义，可为

带限位的悬臂梁系统的减振控制提供实验依据．
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