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摘要　以缓变波导中光束传播的非线性传输方程为研究对象，研究了非均匀缓变折射率平板波导放大器中

畸形波的非线性动力学性质．通过相似变换和直接假设，构建出带有自由函数的一阶精确畸形波解．在此基

础上，针对不同类型的自由函数，通过数值模拟得到了不同畸形波的波形图，对于描述光纤中出现的一些物

理现象具有重要的意义．
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引言

畸形波（ｒｏｇｕｅｗａｖｅｓ）的研究最早源于海洋动
力学，是一种目前尚无法解释和预测的突然出现的

大浪．其波高极大，波峰尖瘦，存在时间短，破坏力
大，因此也被称为奇异波、怪波、瞬间波、极端风浪

等［１－４］．近几十年，越来越多的学者和工程人员开始
研究畸形波，并在其它领域中也发现了这一现象，如

光学［５－９］、物质波［１０］、超流体［１１］、等离子体和金融

学［１２］等．目前，畸形波的动力学特征大多采用非线
性薛定谔方程（ＮＬＳＥ）来表征．自２０世纪８０年代以
来，非线性薛定谔方程已经成为非线性科学中一个

重要的基本方程，如水动力学、等离子体物理、非线

性量子场论、流体力学、非线性光学等．
光孤子作为一种信息载体，在过去几十年里一

直是人们研究的热点课题之一．在理想情况下，光
孤子在单模光纤中的传输行为可以由非线性薛定

谔方程来精确地描述，可以传播无限长的距离而又

不会信息失真，具有很高的传输码率．然而，稳定传
输是受脉冲能量限制的．而自相似脉冲可以很好地
解决传输中脉冲的强度限制问题，它在高功率传播

时，脉冲形状不改变，具有抵御光波分裂的能

力［１３］．最近，考虑到连续光束在缓变折射率平面波
导中的传输，Ｐｏｎｏｍａｒｅｎｋｏ和Ａｆｒａｗａｌ给出了非均匀
非线性放大器中的亮暗空间自相似波以及周期自

相似波，并进行了具体分析［１４］．随后，通过一种变
换法，更多形式的精确自相似解也已得出［１５］．本文
我们将在光波传输方程的基础上研究非均匀缓变

折射率平板波导放大器中的畸形波，并进一步讨论

畸形波的非线性动力学行为．

１　非均匀缓变折射率平板波导光波传输方程

在一个非均匀缓变折射率平板波导放大器中，

考虑连续光波束的传播，其折射率分布为

ｎ＝ｎ０＋ｎ１ｘ
２＋ｎ２Ｉ， （１）

其中，前两项表示折射率的线性部分，后一项表示

波导放大器中的克尔非线性，Ｉ代表光强．为了方
便，假定ｎ１＞０，表示在低强度极限中，缓变波导作
用为线性自散焦棱镜．在此缓变波导中，光束传播
的非线性传输方程可以表示为［１４］
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其中，ｕ为脉冲包络的慢变振幅，ｇ为增益函数，波
数ｋ０＝２πｎ０／λ，λ为光束的波长．

引入归一化变换
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其中 ｗ０＝（２ｋ
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－１／４为横向特征长度，ＬＤ＝ｋ０ｗ
２
０

为衍射长度．
方程（２）归一化后可写成下面的无量纲形式
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其中σ＝±１，式中“±”分别代表波导中的自聚焦
或自散焦非线性．

２　相似变换和畸形波解

为了得到方程（４）的畸形波，引入相似变换［１６］

Ｕ（Ｘ，Ｚ）＝ ＵＲ（Ｘ，Ｚ）＋ｉＵＩ（Ｘ，Ｚ[ ]）ｅｉφ（Ｘ，Ｚ）（５）
这里，ＵＲ（Ｘ，Ｚ），ＵＩ（Ｘ，Ｚ）和相位φ（Ｘ，Ｚ）都是Ｘ，
Ｚ的实函数．将方程（５）代入到方程（４）中，得到如
下耦合的偏微分方程
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对于实函数ＵＲ（Ｘ，Ｚ），ＵＩ（Ｘ，Ｚ）和φ（Ｘ，Ｚ），
引入新的变量函数来求解上述方程组

ＵＲ＝Ａ（Ｚ）＋Ｂ（Ｚ）Ｐ（η（Ｚ，Ｘ），τ（Ｚ）） （７ａ）
ＵＩ＝Ｃ（Ｚ）Ｑ（η（Ｚ，Ｘ），τ（Ｚ）） （７ｂ）
φ＝ｈ（Ｚ，Ｘ）＋δτ（Ｚ） （７ｃ）

其中，δ是一个常数．
将方程（７）代入方程（６），有
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简化方程（８），得到如下方程组
ηＸＸ＝０ （９ａ）
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　σＣＱ（Ａ＋ＢＰ）２＋Ｃ２Ｑ[ ]２ ＝０ （９ｆ）
由方程（９ａ），不妨假设
η（Ｚ，Ｘ）＝α（Ｚ）Ｘ＋β（Ｚ） （１０）

其中α（Ｚ），β（Ｚ）是关于 Ｚ的自由函数．将其代入
到方程（９ｂ－９ｃ），得到

ｈＸ＝ －
αｚ
α
Ｘ－

βＺ
α

（１１ａ）

Ａ（Ｚ）＝ａ０ｅｘｐ １２（∫
Ｚ

０
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Ｚ
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αｓ
α
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Ｂ（Ｚ）＝ｂＡ，Ｃ（Ｚ）＝ｄＡ （１１ｂ）
其中ｂ，ｄ是任意常数．

若方程（９ｅ－９ｆ）满足以下的约束关系

τ（Ｚ）＝１２∫
Ｚ

０
α２（ｓ）ｄｓ，α２ ＝２Ａ２ （１２）

时，可以简化为

－ｄＱτ－（１＋ｂＰ）δ＋ｂＰηη＋
　σ（１＋ｂＰ）（１＋ｂＰ）２＋ｄ２Ｑ[ ]２ ＝０ （１３ａ）
－ｂＰτ－ｄＱδ＋ｄＰηη＋σｄＱ［（１＋ｂＰ）

２＋
　ｄ２Ｑ２］＝０ （１３ｂ）
不妨假设σ＝δ＝１，利用文献［１７－１８］中的方

法，得到方程（４）的一阶有理函数形式的畸形波解

Ｐ（η，τ）＝－ ４
Ｒ１（η，τ）ｂ

，Ｑ（η，τ）＝－ ８τ
Ｒ１（η，τ）ｄ

（１４）
其中Ｒ１（η，τ）＝１＋２η

２＋４τ２．
结合方程（１１ｂ）和（１２），可以求得

Ａ（Ｚ）＝槡２２ａ
２
０ 槡α α （１５）

从而方程（４）的畸形波解可以表示为

Ｕ＝槡２２ａ
２
０ 槡α α （１－ ４＋８ｉτ

１＋２η２＋４τ２
）ｅｉ（ｈ＋τ）

（１６）

３　畸形波的数值模拟分析

在方程（１６）中，α（Ｚ）和 β（Ｚ）是两个自由函
数．我们可以通过选取这两个函数的不同表达式来
描述畸形波的非线性动力学行为．

若α（Ｚ）为常数，β（Ｚ）为多项式函数．不妨假
设α（Ｚ）＝１，β（Ｚ）＝０．１Ｚ，将其代入到方程（１６）
中，可以得到如图１所示的单畸形波和其等高线

５２１
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图．从图１（ａ）中可以观察到畸形波的形状类似于
单Ｄｒｏｍｉｏｎ形，其最大幅值为２．１．图（ｂ）是图（ａ）的
等高线图，图中的中心表示畸形波的幅值达到最大

值时的位置，即Ｚ＝０，Ｘ＝０．从图中也可以看出畸形
波具有突然出现，接着又消失得无影无踪的特点．

图１　畸形波和等高线图

Ｆｉｇ．１　Ｔｈｅｒｏｇｕｅｗａｖｅｓａｎｄｔｈｅｃｏｎｔｏｕｒｃｏｌｏｒｐｌｏｔｓ

保持α（Ｚ）不变，依次取β（Ｚ）＝０．１Ｚ２，β（Ｚ）＝
０．１Ｚ３，将其代入到方程（１６）中，同样可以得到畸形
波和其等高线图．通过数值模拟发现畸形波的波形
图和图１（ａ）类似，但其等高线图不同，如图２所示．
图２（ａ）为β（Ｚ）＝０．１Ｚ２时的等高线图，图２（ｂ）为β
（Ｚ）＝０．１Ｚ３时的等高线图．图中可以看出，在 Ｚ＝
０，Ｘ＝０时，畸形波的幅值都达到了最大值．

图２　畸形波的等高线图

Ｆｉｇ．２　Ｔｈｅｃｏｎｔｏｕｒｃｏｌｏｒｐｌｏｔｓｏｆｔｈｅｒｏｇｕｅｗａｖｅｓ

若α（Ｚ）和 β（Ｚ）均为三角函数，不妨假设
α（Ｚ）＝０．８ｃｏｓ（Ｚ），β（Ｚ）＝ｃｏｓ（Ｚ）．将其代入到方
程（１６）中，可以得到如图３（ａ）所示的单畸形波，其
最大幅值为１１．１６４３．和图１（ａ）的畸形波相比，波
形图不同，得到的最大幅值也不同．当 Ｚ＝０时，图
３（ｂ）所示为图３（ａ）的剖面图．从图中可以观察到，
畸形波的幅值在Ｘ＝－１．２６时达到最大值．和图１
（ｂ）相比较，畸形波的幅值达到最大值时的位置发
生了变化．由此可以看出，自由函数的选择不仅对
畸形波的波形有影响，对其最大幅值也有影响．

若取α（Ｚ）＝０．９ｃｏｓ（０．３Ｚ），β（Ｚ）＝０．１Ｚ，将
其代入到方程（１６）中，可以得到如图４（ａ）所示的

图３　畸形波和剖面图

Ｆｉｇ．３　Ｔｈｅｒｏｇｕｅｗａｖｅｓａｎｄｔｈｅｓｅｃｔｉｏｎａｌｖｉｅｗｓ

单畸形波．由其等高线图可以观察出，在Ｚ＝０，Ｘ＝０
时，畸形波的幅值达到了最大值，最大幅值为１２．
１６７４；若取 α（Ｚ）＝ｓｅｃｈ（０．２Ｚ２），β（Ｚ）＝ｃｏｓ（０．
１Ｚ），将其代入到方程（１６）中，可以得到如图４（ｂ）
所示的单畸形波．由其等高线图可以观察出，在 Ｚ
＝０，Ｘ＝－１时，畸形波的幅值达到了最大值，最大
幅值为３４１６１５．这种情况下，自由函数对畸形波
的最大幅值和波形图影响较大．

图４　畸形波图

Ｆｉｇ．４　Ｔｈｅｒｏｇｕｅｗａｖｅｓｐｒｏｐａｇａｔｉｏｎ

４　结论

本文以缓变波导中光束传播的非线性传输方程

为基础，研究了非均匀缓变折射率平板波导放大器

中畸形波的非线性动力学性质．通过相似变换和直
接假设，得到了一阶有理函数形式的畸形波解，并且

针对不同类型自由函数的表达式，通过数值模拟得

到了不同畸形波的波形图．需要注意的是，并非所有
的自由函数α（Ｚ）和β（Ｚ）对其进行取值时都存在畸
形波．进一步地，可以求得二阶有理函数形式的畸形
波解，并对其进行非线性动力学分析．这些结果对研
究光纤中的畸形波具有一定的理论意义．
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