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摘要　冷质量支撑系统是超导托卡马克装置的一个关键部件，其在工作过程中一端处于低温而另一端处于

室温．整个装置从启动到稳定工作的过程中，纵场系统从室温到低温不断变化．本文以圆杆式冷质量支撑结

构中的压杆为研究对象，建立了压杆在周期性温度载荷作用下的横向振动方程，得到其第一、二不稳定区域

边界．研究了阻尼对不稳定区域大小的影响，随着阻尼的增加，压杆的稳定区域较无阻尼时不断增加，而在

某些不稳定区域并不能单纯依靠增加阻尼来获得动力学稳定．随后我们引入了状态反馈控制项，使得系统

处于原不稳定区域的状态在较大的控制参数范围内被稳定了下来．
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引言

先进超导托卡马克实验装置（ＥｘｐｅｒｉｍｅｎｔａｌＡｄ
ｖａｎｃｅｄＳｕｐｅｒｃｏｎｄｕｃｔｉｎｇＴｏｋａｍａｋ，简称 ＥＡＳＴ）是国
家“九五”重大科学工程项目．ＥＡＳＴ主机装置主要
由超导极向场磁体、超导纵场磁体、真空室、内外冷

屏、外真空杜瓦及支撑结构等几大部件组成．冷质
量支撑系统是超导耦合磁体系统中的关键部件，要

能够承受磁体在各种状况下施加在耦合磁体上的

轴向作用力、磁体自身重力和冷却过程中的热应

力［１－６］．我国科学家针对我国的托克马克装置
ＥＡＳＴ的支撑结构设计了两种支撑方案，圆杆式柔
性结构支撑和板式柔性结构支撑［３－６］．支撑系统除
了在静载荷条件下要有足够的强度、刚度、稳定性

外，还要解决运行时的热负荷、电磁力以及热胀冷

缩引起的热应力所带来的影响．超导托卡马克实验
装置在稳态运行时的特点是纵场系统处于液氦的

低温状态，支撑系统是连接纵场系统和基座的桥

梁，这就导致支撑系统在工作过程中一端处于低

温，而另一端处于室温，使整个支撑由下向上存在

着一个温度梯度．而且，整个装置从开始到稳定工
作的过程中，纵场系统从室温到低温不断变化．

结构的动力稳定性问题长期以来一直受到人

们的广泛重视，由于时间参数的引入，使得问题变

得复杂．在周期性载荷作用下，当压杆的自振频率
与外载荷的强迫振动频率非常接近时，压杆将产生

强烈的共振现象．前苏联学者 Ｂ．Ｂ．鲍洛金在其著
作《弹性体系的动力稳定性》中给出了较全面的分

析和论述，指出在周期相同的解之间存在着不稳定

区域，区分稳定和不稳定的临界状态方程是一个周

期性方程，即 Ｍａｔｈｉｅｕ－Ｈｉｌｌ方程［７］．但是对于大变
形的几何非线性压杆，微分方程非常复杂．近些年
来，常见结构单元如杆、梁等在轴向周期载荷作用

下的振动特性及动力屈曲问题受到广泛研

究［８－１２］．本文以托卡马克装置圆杆式冷质量支撑
结构中的压杆为研究对象，其一端作用有轴向载

荷．当整个装置从开始到稳定工作的过程中，假设
温度从室温到低温进行周期性变化，讨论压杆在此

种工况下的振动稳定区域及失稳临界条件．本文依
据Ｈａｍｉｌｔｏｎ原理建立了压杆在周期性温度载荷作
用下的横向振动方程．根据Ｆｌｏｑｕｅｔ理论，讨论了方
程的动力学稳定性，得到了第一、二不稳定区域边

界；研究了阻尼对不稳定区域大小的影响，随着阻

尼的增加，压杆的稳定区域较无阻尼时不断增加，

而在某些不稳定区域内并不能单纯依靠增加阻尼

来获得动力学稳定．随后我们引入状态反馈控制
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项，在较大的控制参数范围内，系统处于原不稳定

区域的状态被稳定了下来．

１　控制方程

根据文献［４６］，考虑压杆的长度、直径之比值
及结构特点，把压杆简化为一个杆长为的等截面弹

性细长杆，如图１所示，在杆顶端作用有轴向载荷
Ｐ０．

图１　压杆模型示意图

Ｆｉｇ．１　Ｔｈｅｓｋｅｔｃｈｍａｐｏｆａｃｏｍｐｒｅｓｓｒｏｄｍｏｄｅｌ

由于超导托克马克装置冷质部件支撑系统在

工作过程中一端处于极低温度４．５－８０Ｋ，而另一
端处于室温（３００Ｋ），因此整个支撑由下向上存在
着一个温度梯度．而且，当整个装置从开始到稳定
工作的过程中，纵场系统从室温到低温不断变化．
现在假设温度场呈周期性变化并且仅沿杆轴线升

温，为简化分析，温度梯度函数可设为

Ｔ（ｘ，ｔ）＝Ｔ１ｓｉｎωｔ （１）

图２　线膨胀系数随温度Ｔ的变化（右图来自文献［１３］）

Ｆｉｇ．２　ＴｈｅｃｕｒｖｅｏｆｌｉｎｅａｒｅｘｐａｎｓｉｏｎｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔｏｆｔｅｍｐｅｒａｔｕｒｅＴ

（ｆｉｇｕｒｅ（ｂ）ｉｓｆｒｏｍＲｅｆ．［１３］）

超导托克马克装置冷质部件支撑结构采用奥

氏体不锈钢材料３０４（３１６ＬＮ）．根据实验报道，奥氏
体不锈钢材料在５－３００Ｋ的温度区间内，其线膨胀

系数α随温度 Ｔ呈非线性变化［１３］．我们根据实验

数据绘制拟合线膨胀系数α随温度的变化曲线，如
图２，得到拟合表达式如下：

α（Ｔ）＝ｐ１ｅ
Ｐ２Ｔ＋ｐ３ｅ

ｐ４Ｔ （２）
表１　α（Ｔ）表达式中各参数的取值

Ｔａｂｌｅ１　Ｖａｌｕｅｓｏｆｔｈｅｐａｒａｍｅｔｅｒｓｉｎｔｈｅｅｘｐｒｅｓｓｉｏｎｏｆα（Ｔ）

ｐ１ ｐ２ ｐ３ ｐ４
１２．０６ｅ－６ ０．０００９５ －５１．８２ｅ－６ －０．０２４９１

以杆剖面中心线为 ｘ轴，横向为 ｙ轴，设杆在主平
面（ｘ，ｙ）内运动．记杆剖面中心线的轴向位移和横
向挠度分别为ｕ（ｘ，ｔ）和 ｗ（ｘ，ｔ）．采用大位移小变
形假设下的 ＶｏｎＫａｒｍａｎ非线性应变位移关系，同
时忽略剪切变形，得到轴向应变

εｘ＝
ｕ
ｘ
＋１２（

ｗ
ｘ
）２ （３）

记阻尼系数为Ｃ，杆横截面面积、惯性矩、密度
分别为Ａ、Ｉ、ρ．小变形假设下，材料服从 Ｈｏｏｋｅ定
律，有

σｘ＝Ｅεｘ （４）
忽略纵向位移的惯性力影响，忽略轴向和转动

惯性力，根据Ｈａｍｉｌｔｏｎ原理可得到描述压杆横向振
动微分方程

ρＡ
２ｗ
ｔ２
＋ＥＩ

４ｗ
ｘ４
＋Ｐ０

２ｗ
ｘ２
＋Ｃｗ
ｔ
＋
ｘ
［α（Ｔ）·

Ｔ·ＥＡ·ｗｘ
］＝０ （５）

由（１）可得

Ｔ（ｘ，ｔ）＝Ｔ１ｘｓｉｎωｔ＋Ｔ０ （６）

其中，Ｔ０为与初始条件相关的积分常数．

把式（６）、（２）代入式（５）并忽略小量，整理得
到

ρＡ
２ｗ
ｔ２
＋ＥＩ

４ｗ
ｘ４
＋［Ｐ０＋α（Ｔ０）·Ｔ１ｓｉｎωｔ·

　ＥＡ］
２ｗ
ｘ２
＋Ｃｗ
ｔ
＝０ （７）

采用Ｇａｌｅｒｋｉｎ方法对方程（７）进行分析．参考

文献［１４］，模态函数φｍ（ｘ）取为：

φｍ（ｘ）＝ｓｈβｍｘ－ξｍｓｉｎβｍｘ （８）
其中，

３１１
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ξｍ＝
ｓｈβｍｌ
ｓｉｎβｍｌ

，βｍｌ＝
ｍ＋１
４ π，ｍ＝１，２，３，… （９）

取ｗ（ｘ，ｔ）＝ｆｍ（ｔ）φｍ（ｘ），仅截断到一阶模态，
即ｍ＝１，整理得到

ρＡｄ
２ｆ
ｄｔ２
＋ＥＩｆβ４＋ｃｄｆｔ

＋［Ｐ０＋α（Ｔ０）·Ｔ１ｓｉｎωｔ·

　ＥＡ］ｆ·β２· ｓｈβｘ＋ξｓｉｎβｘ
ｓｈβｘ－ξｓｉｎβ( )ｘ＝０ （１０）

引入固有频率

ω２０＝β
４ａ２，　ａ２＝ＥＩ

ρＡ
（１１）

定义

Ｐｃｒ＝－
ｓｈβｘ＋ξｓｉｎβｘ
ｓｈβｘ－ξｓｉｎβ( )ｘ·π

２ＥＩ
４ｌ２
，

Ｋ＝α（Ｔ０）·Ｔ１·ＥＡ （１２）
得到以下形式的方程

ｄ２ｆ
ｄｔ２
＋（１－

Ｐ０＋Ｋｓｉｎωｔ
Ｐｃｒ

）ｆω２０＋
Ｃ
ρＡ
ｄｆ
ｄｔ＝０ （１３）

定义

Ω０＝ω０ １－
Ｐ０
Ｐ槡 ｃｒ
，ζ＝ Ｃ
２ρＡΩ０

，μ＝ Ｋ
２（Ｐｃｒ－Ｐ０）

（１４）
得到无量纲方程

ｆ¨＋２ζΩ０ｆ
·＋Ω２０（１－２μｓｉｎωｔ）ｆ＝０ （１５）

其中 μ为激振参数，Ω０为压杆在载荷定值分量作
用下的振动频率，ζ为无量纲阻尼系数．

２　稳定性分析

现在讨论方程（１５）的稳定区域及失稳临界条
件．根据Ｆｌｏｑｕｅｔ理论，当方程系数满足一定的关系
时，系统可存在周期 Ω和２Ω的周期运动，其中 Ω

＝２π
ω
．动力不稳定区域与稳定区域被具有周期 Ω

和２Ω的周期解给分隔开，对应于不稳定区域边界
的外载荷频率被称为临界频率．

设周期为２Ω的周期解的一般形式为：

ｆ（ｔ）＝ ∑
∞

ｎ＝１，３，５…
（ａｎｓｉｎ

ｎωｔ
２ ＋ｂｎｃｏｓ

ｎωｔ
２） （１６）

取ｎ＝１，得到临界频率方程：

－（ω２Ω０
）２＋１ －ζω

Ω０
－μ

ζω
Ω０
－μ －（ω２Ω０

）２＋１
＝０ （１７）

由式（１７）可得到压杆第一不稳定区域，其边
界近似值为：

ω
２Ω０
＝ １－２ζ２－ ４ζ４－４ζ２＋μ槡槡

２ （１８ａ）

ω
２Ω０
＝ １－２ζ２＋ ４ζ４－４ζ２＋μ槡槡

２ （１８ｂ）

当冷质部件支撑结构的设计完成以后，从式

（１４）可以看出，此时压杆在载荷定值分量作用下
的振动频率 Ω０是确定的．那么，为保证压杆稳定，
外激励的频率ω应满足以下条件

ω
２Ω０
＜ １－２ζ２－ ４ζ４－４ζ２＋μ槡槡

２

ω
２Ω０
＞ １－２ζ２＋ ４ζ４－４ζ２＋μ槡槡{ ２

（１９）

当ζ＝０时，得到无阻尼时压杆的稳定区域和

不稳定区域，不稳定区域由曲线
ω
２Ω０
＝ １－槡 μ和 ω

２Ω０
＝ １＋槡 μ包围．增加阻尼，得到当 ζ＝０．１，０．３，０．５
时压杆的稳定区域和不稳定区域，如图３（ｂ）所示．
随着阻尼的增加，压杆的稳定区域较无阻尼时不断

增加；而不稳定区域的依然存在提示我们，此处阻

尼的作用并不同于线性阻尼对强迫振动的抑制作

用．

图３　压杆在不同阻尼下的第一类不稳定区域边界

Ｆｉｇ．３　Ｔｈｅｆｉｒｓｔｃａｔｅｇｏｒｙｏｆｕｎｓｔａｂｌｅｒｅｇｉｏｎｂｏｕｎｄａｒｙｏｆ

ｃｏｍｐｒｅｓｓｒｏｄｕｎｄｅｒｄｉｆｆｅｒｅｎｔｄａｍｐｉｎｇ

进一步分析（１９），当０≤ζ≤槡２２时，由式（１８ａ）

确定的临界曲线不断左移，使得左侧稳定区域不断

缩小，式（１８）确定的两条临界曲线汇交于一点

４１１
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ω
２Ω０
＝ １－２ζ槡

２

μ＝２ζ １－ζ槡
{ ２

（２０）

在ζ＝槡２２时，汇交点坐标为（
ω
２Ω０
＝０，μ＝１）．

类似的，我们分析了压杆在不同阻尼下的第二

类不稳定区域边界．设周期为 Ω的周期解的一般

形式为：

ｆ（ｔ）＝
ｂ０
２＋ ∑

∞

ｎ＝２，４，６，…
（ａｎｓｉｎ

ｎωｔ
２ ＋ｂｎｃｏｓ

ｎωｔ
２）

（２１）

得到临界频率方程：

１
２ ０ －μ

０ １－ ω
Ω( )
０

２ ２ζω
Ω０

－μ －２ζω
Ω０

１－ ω
Ω( )
０

２

＝０ （２２）

得到压杆第二不稳定区域边界的近似值为：

ω
Ω０
＝ １－μ２－２ζ２－ ４ζ４＋４ζ２（μ２－１）＋μ槡槡

４

（２３ａ）

ω
Ω０
＝ １－μ２－２ζ２＋ ４ζ４＋４ζ２（μ２－１）＋μ槡槡

４

（２３ｂ）

故为保证压杆稳定，外激励的频率 ω应满足以下

条件

ω
Ω０
＜ １－μ２－２ζ２－ ４ζ４＋４ζ２（μ２－１）＋μ槡槡

４

ω
Ω０
＞ １－μ２－２ζ２＋ ４ζ４＋４ζ２（μ２－１）＋μ槡槡{ ４

（２４）

当ζ＝０时，得到无阻尼时压杆的稳定区域和

不稳定区域，不稳定区域由曲线
ω
Ω０
＝ １－２μ槡

２和
ω
Ω０

＝１包围．增加阻尼，得到当 ζ＝０．１，０．３，０．５时压

杆的稳定区域和不稳定区域，如图４（ｂ）所示．随着

阻尼的增加，压杆的稳定区域较无阻尼时不断增

加．当０≤ζ≤槡２２时，由式（２３ａ）确定的临界曲线不

断左移，使得左侧稳定区域不断缩小，由式（２３）确

定的两条临界曲线汇交于一点．

ω
Ω０
＝ １－２槡 ζ

μ＝ ２ζ（１－ζ槡
{

）

（２５）

在ζ＝１２时，汇交点坐标为（
ω
Ω０
＝０，μ＝槡２２）．

图４　压杆在不同阻尼下的第二类不稳定区域边界

Ｆｉｇ．４　Ｔｈｅｓｅｃｏｎｄｃａｔｅｇｏｒｙｏｆｕｎｓｔａｂｌｅｒｅｇｉｏｎｂｏｕｎｄａｒｙｏｆ

ｃｏｍｐｒｅｓｓｒｏｄｕｎｄｅｒｄｉｆｆｅｒｅｎｔｄａｍｐｉｎｇ

３　状态反馈控制分析

给方程（１５）加一个状态反馈控制函数Ｈ，则系

统控制方程成为

ｆ¨＋２ζΩ０ｆ
·＋Ω２０（１－２μｃｏｓωｔ）ｆ＋Ｈ＝０ （２６）

其中，Ｈ＝χΩ２０ｆ，χ为反馈系数．

同样根据 Ｆｌｏｑｕｅｔ理论，得到系统（２６）的动力

不稳定区域与稳定区域．由临界频率方程

－（ω２Ω０
）２＋１＋χ －ζω

Ω０
－μ

ζω
Ω０
－μ －（ω２Ω０

）２＋１＋χ
＝０

（２７）

解得第一类不稳定区域的边界近似值为：

ω
Ω０
＝ １－２ζ２＋χ－ ４ζ４－４ζ２（１＋χ）＋μ槡槡

２

（２８ａ）

ω
Ω０
＝ １－２ζ２＋χ＋ ４ζ４－４ζ２（１＋χ）＋μ槡槡

２

（２８ｂ）
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由临界频率方程

１
２ ０ －μ

０ １－ ω
Ω( )
０

２

＋χ ２ζω
Ω０

－μ －２ζω
Ω０

１－ ω
Ω( )
０

２

＋χ

＝０（２９）

解得第二类不稳定区域的边界近似值为：

ω
Ω０
＝ １＋χ－μ２－２ζ２－ ４ζ４＋４ζ２（μ２－１－χ）＋μ槡槡

４

（３０ａ）

ω
Ω０
＝ １＋χ－μ２－２ζ２＋ ４ζ４＋４ζ２（μ２－１－χ）＋μ槡槡

４

（３０ｂ）
图５给出了当 ζ＝０．３，μ＝１时控制系统的第

一类、第二类动力不稳定区域．由式（１８ｂ）和式

（２３ｂ）可知，原系统在 ω
２Ω０
＜１．２８、ω

Ω０
＜０．９０６时均

处于不稳定状态，图５则展示了在较大的控制参数
范围内不稳定状态被稳定了下来．

图５　当ζ＝０．３，μ＝１时控制系统的第一类、第二类动力不稳定区域

Ｆｉｇ．５　Ｔｈｅｆｉｒｓｔａｎｄｔｈｅｓｅｃｏｎｄｃａｔｅｇｏｒｙｉｎｓｔａｂｉｌｉｔｙ

ｒｅｇｉｏｎｏｆｔｈｅｃｏｎｔｒｏｌｓｙｓｔｅｍｗｈｅｎζ＝０．３，μ＝１

４　结束语

冷质量支撑系统是超导托卡马克装置的一个

关键部件，其在工作过程中一端处于低温而另一端

处于室温，整个装置从开始到稳定工作的过程中，

纵场系统从室温到低温不断变化．本文以托卡马克
装置圆杆式冷质量支撑结构中的压杆为研究对象，

建立了压杆在周期性温度载荷作用下的横向振动

方程，讨论了其动力稳定性，得到了其第一、二不稳

定区域边界．研究了阻尼对不稳定区域大小的影
响，随着阻尼的增加，压杆的稳定区域较无阻尼时

不断增加，而在某些不稳定区域并不能单纯依靠增

加阻尼来获得动力学稳定．随后我们引入状态反馈
控制项，在较大的控制参数范围内，系统处于原不

稳定区域的状态被稳定了下来．
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