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横向流中细长圆柱的热弹性颤振
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摘要　研究了细长圆柱体在热环境下的横向流致振动．应用迦辽金法将非线性运动控制偏微分方程离散为

常微分方程组，首先分析了热载荷对系统临界流速的影响，然后采用数值方法得到了系统分岔区，以及它在

参数空间的分布情况．应用分岔图、相图对系统的运动性质进行了判定．系统随着参数的变化呈现周期运

动，温度增加，系统发生颤振的临界速度减小．当温度载荷不变时，流速增加，系统周期振动的振幅越来越

大，系统发生极限环振动，周期３运动、拟周期运动和混沌运动．

关键词　圆柱阵，　分岔，　流弹性失稳，　混沌

ＤＯＩ：　１０．６０５２／１６７２６５５３２０１３１１１

引言

管束振动是当流体流过换热器的管阵时，流体

力、惯性力、和弹性力联合作用下动力失稳而发生

的自激振动．动力失稳将引起管的毁坏，管大幅度
的振动可能会引起管与管之间的碰撞以及管与折

流板之间的磨损［１］．在一定流速下，如果流体给管
子的能量大于管子阻力消耗的能量，管子的振幅突

然增大，即发生了一般所说的流弹性振动．在流弹
性失稳后，随着流速增加，结构运动的幅度增大，系

统非线性影响变得重要．Ｗｅａｖｅｒ［２］指出非线性是换
热器管阵结构的固有性质，主要来自于管与松散支

撑的折流板的碰撞．Ｐａｉｄｏｕｓｓｉｓ和 Ｌｉ［３］、Ｃｈｅｎ
ｅｔａｌ［４］、Ｃａｉ和Ｃｈｅｎ［５］、ｄｅＢｅｄｏｕｔ［６］、王琳［７］都研究

过管阵中管子带有结构强非线性的横向流致振动，

复杂的动力学行为可能出现，尤且是可能出现混沌

运动．以上研究均未考虑热效应的影响，实际上换
能器中的管阵，将经历严酷的热环境．

本文是在 Ｐａｉｄｏｕｓｓｉｓ和 Ｌｉ［３］研究的基础上，继
续考虑管的非线性响应问题．以圆柱阵中一根典型
单柱为研究对象，首先建立了考虑热效应的圆柱的

动力学方程，然后应用 Ｇａｌｅｒｋｉｎ方法离散运动方
程，首先分析了热载荷对系统临界流速的影响，采

用数值方法研究了随着横向流速的变化，系统出现

的非线性动力学现象，包括混沌和周期窗口在内的

各种复杂响应．

１　动力学方程

本文为了分析方便，把管当作圆柱来处理，横

向流作用下的圆柱阵中，取一根弹性圆柱，其两端

固支，中间受到折流板的约束的圆柱模型，如图１
所示．圆柱排外部遭受横向流，流体速度和密度为
Ｕ和ρ，圆柱直径为Ｄ，圆柱长度为ｌ．

在模型中，考虑振动圆柱中间受到折流板的约

束，模拟为圆柱中间作用有非线性弹簧，其弹簧约

束考虑为立方非线性弹簧，弹簧约束力与圆柱振动

位移关系为：

ｆ（ｗ）＝ｋ１ｗ
２δ（ｘ－ｌ２）

其中：ｋ１为刚度，δ为Ｄｉｒａｃｄｅｌｔａ函数

２Ｍｘ
ｘ２

＋ｃｗ
ｔ
＋ｍ

２ｗ
ｔ２
－Ｎｘ

２ｗ
ｘ２
＋ｆ（ｗ）＝

　Ｆ（ｗ，ｗ，̈ｗ） （１）
Ｍｘ是圆柱的弯矩；ｗ为圆柱横向振动的变形；ｃ是
结构的黏性阻力系数；ｍ是每单位长度圆柱质量；Ｆ
是横向流作用在圆柱上的流体力．
圆柱横向位移导致圆柱轴向伸长而引起的附加力

Ｎｘ＝σＡ （２）
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其中：σ是应力，Ａ是圆柱的横截面．
根据Ｗｉｃｋｅｒｔ的弹性梁简化模型，应变位移关

系为：

ε＝１Ｌ∫
Ｌ

０

１
２（
ｗ
ｘ
）２ｄｘ （３）

设材料为完全弹性材料，考虑温度的影响，有：

σ＝Ｅ（ε－αＴΔＴ） （４）
其中：Ｅ是弹性模量，αＴ是热膨胀系数，ΔＴ＝Ｔ－
Ｔ０，Ｔ０：初始温度，Ｔ：升高温度．

把（３）代入（４）得到沿 ｘ轴变化的附加轴力
为：

Ｎｘ＝
ＥＡ
２Ｌ∫

Ｌ
０（
ｗ
ｘ
）２ｄｘ－αＴＡＥΔＴ （５）

弯矩Ｍｘ：

Ｍｘ＝ＥＩ
２ｗ
ｘ２

（６）

其中：Ｉ截面惯性矩．
把（５）（６）代入（１），有：

ＥＩ
４ｗ
ｘ４
＋［ＥＡ２Ｌ∫

Ｌ

０
（
ｗ
ｘ
）２ｄｘ－αＴＡＥΔＴ］

２ｗ
ｘ２
＋

　ｃｗ
ｔ
＋ｍ

２ｗ
ｔ２
＋ｆ（ｗ）＝Ｆ（ｗ，ｗ，̈ｗ） （７）

流体力Ｆ是圆柱运动位移函数，文献［３］［７］给出
了“准稳态”模型来表示，Ｐｒｉｃｅ和 Ｐａｉｄｏｕｓｓｉｓ［８］展示
了运用此模型的得到的管阵稳定性结果与实验数

据具有较好的一致性．

Ｆ（ｘ，ｔ）＝Ｍ１
２ｗ
ｔ２
＋Ｂ１

ｗ
ｔ
＋Ｃ１ｗ（ｘ，ｔ－Δｔ）（８）

图１　（ａ）横向流中的圆柱阵 （ｂ）中间约束的弹性圆柱

Ｆｉｇ．１　（ａ）Ａｒｒａｙｏｆｃｙｌｉｎｄｅｒｓｉｎｃｒｏｓｓｆｌｏｗ

（ｂ）Ａｓｉｎｇｌｅｅｌａｓｔｉｃｃｙｌｉｎｄｅｒｗｉｔｈｉｎｔｅｒｍｅｄｉａｔｅｃｏｎｓｔｒａｉｎｔｓ

其中：

Ｍ１＝－
π
４ρＤ

２Ｃｍａ，Ｂ１＝－
１
２ρＵＤＣＤ

Ｃ１＝
１
２ρＵ

２Ｄ
ＣＬ
ｗ
，Δｔ＝ＤＵ （９）

ＣＬ和ＣＤ是圆柱阵中圆柱的升力和阻力系数，Ｃｍａ
是流体附加在圆柱上的附加质量系数，Ｕ是来流速
度，Ｄ是圆柱直径，ρ是流体密度，Δｔ是时间延迟来
自于圆柱运动和流体力之间的耦合作用时有滞后

效应．
引入无量纲参数：

Ｗ＝ｗＤ，ξ＝
ｘ
Ｌ，τ＝λ

２
１
ＥＩ
ｍＬ槡 ４＝Ω１ｔ，

ζ＝ ｃΩ１ｍ
，珟ｍ＝ｍ

ρＤ２
，Ｕ～＝２πＵＤΩ１

γ＝ＡＤ
２

２Ｉλ４１
，β＝ １

１＋４珟ｍ／（πＣｍａ）
，

Ｒｘ＝
αＬ２ＡΔＴ
π２Ｉ

，ｆ～＝ ｆ
ｍΩ２１

（１０）

把无量纲量（１０）代入方程（７）得到无量纲的
运动方程为

１
１－β

２ｗ
τ２
＋（ζ＋

Ｕ～ＣＤ
４π珟ｍ

）
Ｗ
τ
＋１
λ４１
４Ｗ
ξ４
－

　 Ｕ～２

８π２珟ｍ
ＣＬ
Ｗ
Ｗ（ξ，τΔτ）＋

π２Ｒｘ
λ４１
２ｗ
ξ２
－

　γ
２ｗ
ξ２∫

１

０
（
Ｗ
ξ
）２ｄξ＋δ（ξ－１２）ｆ

～
（Ｗ）＝０

（１１）

其中：Δτ＝２π
Ｕ～
，λ１为固支梁的第一阶无量纲特征

值．

２　运动方程离散

采用Ｇａｌｅｋｉｎ方法对方程（１１）进行离散，满足
固支边界条件的圆柱位移函数取为：

Ｗ＝∑
∞

ｉ＝１
ｑｉ（τ）φｉ（ξ） （１２）

其中：

φｉ（ξ）＝ｃｏｓβｉξ－ｃｈβｉξ－σｉ（ｓｉｎβｉξ－ｓｈβｉξ）

σｉ＝
ｃｏｓβｉ－ｃｈβｉ
ｓｉｎβｉ－ｓｈβｉ

（１３）

为固支梁的振型函数．
由参考文献［９］，得固支梁的前五阶特征根为

β１＝４．７３００４１，β２＝７．８５３０５，β３＝１０．９９５６０８，

β４＝１４．１３７１６６，β５＝１７．２７８７５９６ （１４）
由此算得：

σ１＝０．９８２５０２２２，σ２＝１．０００７７２１２

σ３＝０．９９９９６６４５，σ４＝１．０００００１４５

７０１
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σ５＝０．９９９９９９９４ （１５）
将式（１２）代入方程（１１），利用振型函数的正

交性，并在［０，１］区间内积分，可得微分方程：

１
１－β

ｑ̈ｉ（τ）＋（
δｉｖｉ
π
＋
Ｕ～ＣＤ
４π珟ｍ

）ｑｉ（τ）＋

　
π２Ｒｘ
λ４１
∑
Ｎ

ｊ＝１
ｃｉｊｑｊ＋υ

２
ｉｑｉ（τ）－γＢ∑

Ｎ

ｊ＝１
ｃｉｊｑｊ－

　 Ｕ～２

８π２珟ｍ
ＣＬ
Ｗ
ｑｉ（τ－Δτ）＋ｆｉ＝０，ｉ＝１，２，３，…

（１６）
式中

ｖｉ＝（
λｉ
λ１
）２

ｃｉｊ＝∫
１

０
φｉφ＂ｊｄξ＝

　
４λ２ｉλ

２
ｊ

λ４ｉ－λ
４
ｊ
（λｉσｉ－λｊσｊ）［（－１）

ｉ＋ｊ＋１］

λｉσｊ（２－λｉσｊ
{

）

Ｂ＝∑
∞

ｉ＝１
ｑｉ∑

∞

ｊ＝１
ｂｉｊｑｊ，ｂｉｊ＝∫

１

０
φ′ｉφ′ｊｄξ．

ｆｉ＝ｋ（∑
∞

ｊ＝１
φｊ（
１
２）ｑｊ（ｔ））

３∫
１

０
φｉｄξ （１７）

本文所用参数取值如下［２］：

β＝０．２４，δｉ＝０．０６，ＣＤ＝０．２６

珟ｍ＝３，
ＣＬ
Ｗ
＝－８．１，ｋ＝１０４

３　线性系统稳定性分析

由式（１７）方程的系数可以得到，对于方程
（１６）的线性部分奇数阶模态和偶数阶模态是解
耦．一般地，系统首先是发生低阶模态失稳，为了
方便计算，本文截取前１，３阶模态进行分析，由式
（１６），且令

（ｘ１，ｘ２，ｘ３，ｘ４）＝（ｑ１，ｑ１，ｑ３，ｑ３） （１８）
可得：

ｘ１ ＝ｘ２

ｘ２ ＝－（１－β）［（
δ１ｖ１
π
＋
Ｕ～ＣＤ
４π珟ｍ

）ｘ２＋

　
π２Ｒｘ
λ４１
（ｃ１１ｘ１＋ｃ１３ｘ３）＋ｖ

２
１ｘ１－γ（ｂ１１ｘ

２
１＋

　ｂ１３ｘ１ｘ３＋ｂ３１ｘ１ｘ３＋ｂ３３ｘ
２
３）·（ｃ１１ｘ１＋ｃ１３ｘ３）－

　 Ｕ～２

８π２珟ｍ
ＣＬ
Ｗ
ｘ１（τ－Δτ）］＋ｋ·（φ１（

１
２）ｘ１＋

　φ３（
１
２）ｘ３）

３·∫
１

０
φ１ｄξ

ｘ３ ＝ｘ４

ｘ４ ＝－（１－β）［（
δ３ｖ３
π
＋
Ｕ～ＣＤ
４π珟ｍ

）ｘ４＋

　
π２Ｒｘ
λ４１
（ｃ３１ｘ１＋ｃ３３ｘ３）＋ｖ

２
２ｘ３－γ（ｂ１１ｘ

２
１＋

　ｂ１３ｘ１ｘ３＋ｂ３１ｘ１ｘ３＋ｂ３３ｘ
２
３）·（ｃ３１ｘ１＋ｃ３３ｘ３）－

　 Ｕ～２
８π珟ｍ

ＣＬ
Ｗ
ｘ３（τ－Δτ）］＋ｋ·（φ１（

１
２）ｘ１＋

　φ３（
１
２）ｘ３）

３·∫
１

０
φ１ｄξ （１９）

很显然式（１９）有一个平衡点（０，０，０，０），在平衡点
附近，线性化方程（１９），得：

ｘ＝Ｌｘ（τ）＋Ｒｘ（τ－Δτ） （２０）
其中：

Ｌ＝

０ １ ０ ０
ａ１ ａ２ ａ３ ０

０ ０ ０ １
ｄ１ ０ ｄ３ ｄ













４

，

Ｒ＝

０ ０ ０ ０

α１ ０ ０ ０

０ ０ ０ ０
０ ０ α１













０

这里各参数为：

ａ１＝－（１－β）［
π２Ｒ
λ４１
ｃ１１＋ｖ

２
１），

ａ２＝－（１－β）（
δ１ｖ１
π
＋
Ｕ～ＣＤ
４π珟ｍ
），

ａ３＝－（１－β）
π２Ｒ
λ４１
，

ｄ１＝－（１－β）
π２Ｒｘ
λ４１
ｃ３１，

ｄ４＝－（１－β）（
δ３ｖ３
π
＋
Ｕ～ＣＤ
４π珟ｍ
）

α１＝（１－β）
Ｕ～２

８π２珟ｍ
ＣＬ
Ｗ

设方程（２０）的解为
ｘ＝ｘ０ｅλτ （２１）
把上式代入（２０）得，特征方程为：
（λ２－λｄ４－ｄ３＋α１ｅ

－λΔτ）［λ（λ－ａ２）＋

　（－ａ１＋α１ｅ
－λΔτ）］－ａ３ｄ１＝０ （２２）

８０１
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设λ＝σ＋ｉω，当σ＜０时，平衡态是渐进稳定
的，当σ＞０时，平衡态是不稳定的．当 σ＝０，系统
的特征值有一对纯须根，一般地，这时候系统会出

现颤振．把代入（２２），并且分离方程的实部和虚
部，可以得到：

ω３ａ２＋ω
２α１ｓｉｎωΔτ＋ω

３ｄ４＋ωｄ４ａ１－
　α１ωｄ４ｃｏｓωΔτ＋ωａ２ｄ３＋α１ｄ３ｓｉｎωΔτ－

　ωａ２α１ｃｏｓωΔτ＋ω
２α１ｓｉｎωΔτ＋

　ａ１α１ｓｉｎωΔτ－２α
２
１ｃｏｓωΔτｓｉｎωΔτ＝０ （２３）

为虚部的方程．
ω４＋ω２ａ１－ω

２α１ｃｏｓωΔτ－ω
２ｄ４ａ２－

　α１ωｄ４ｓｉｎωΔτ＋ｄ３ω
２＋ｄ３ａ１－

　α１ｄ３ｃｏｓωΔτ－ω
２α１ｃｏｓωΔτ－

　ａ１α１ｃｏｓωΔτ－（α１ｃｏｓωΔτ）
２－

　ωａ２α１ｓｉｎωΔτ－（α１ｓｉｎωΔτ）
２－ａ３ｄ１＝０（２４）

为实部的方程．
通过求解方程（２３）（２４），可以得到系统发生

ＨＯＰＦ分岔的临界速度和对应的无量纲频率，如表
１．接下来，作者将给出在不同热载荷作用下的临界
速度．

表１　随温度升高无量纲临界速度和频率

Ｔａｂｌｅ１　Ｄｉｍｅｎｓｉｏｎｌｅｓｓｃｒｉｔｉｃａｌｖｅｌｏｃｉｔｙａｎｄｆｒｅｑｕｅｎｃｙ

ｗｉｔｈｉｎｃｒｅａｓｉｎｇｔｅｍｐｅｒａｔｕｒｅ

ＴｈｅｒｍａｌｌｏａｄＲｘ ＣｒｉｔｉｃａｌｆｌｏｗｖｅｌｏｃｉｔｙＵＨ Ｄｉｍｅｎｓｉｏｎｌｅｓｓｆｒｅｑｕｅｎｃｙ

Ｒｘ＝０ １．７８５ ０．８２４
Ｒｘ＝１ １．５６２ ０．７１７
Ｒｘ＝２ １．２９５ ０．５８８
Ｒｘ＝４ ０．９４３ ０．４１７

　　从表１可以看出，随着热载荷的增加，系统发
生颤振的临界速度在不断降低．在实际工程应用
中，管阵作为能量交换设备，我们应该考虑热环境

的影响，系统实际发生失稳的临界速度应该比没有

考虑热载荷计算出来的临界速度要小．

４　数值分析及结果

一般地，线性稳定性分析是用来预测参数值接

近稳定边界的行为．然而无法预测参数值远离稳定
性边界以后的系统响应情况．在这节里我们将采用
数值算法，研究参数值远离稳定性边界后的动力学

行为．采用龙格－库塔算法对运动控制常微分方程
（１６）进行计算，初始条件取为

ｑｉ＝０．００１，　ｑｉ＝０ （２５）

由方程（１６）可以看到，在非线性项里，奇数阶模态
和偶数阶模态不再解耦，所以我们取固支梁的前五

阶模态进行数值计算．
取温度Ｒｘ＝１，γ＝３００，ｋ＝１０

４，采用分岔图和

相图描述圆柱位置ξ＝０．５处的响应．当位置在ξ＝
０．５处的响应到达稳态时，速度为零时，记录此时
的位移，便得到了位移随流速变化的分岔图，如图

２所示．从分岔图可以看出，系统经历了稳定状态，
周期运动状态，拟周期运动状态，最后是周期１运
动变为混沌运动．

图２　ξ＝０．５处流速参数区域分岔图

（ａ）０≤Ｕ≤７．２（ｂ）７．２≤Ｕ≤８．２

Ｆｉｇ．２　Ｂｉｆｕｒｃａｔｉｏｎｄｉａｇｒａｍｏｆｔｈｅｐａｒａｍｅｔｅｒｏｆｆｌｕｉｄｓｐｅｅｄ

ａｔξ＝０．５（ａ）０≤Ｕ≤７．２（ｂ）７．２≤Ｕ≤８．２

从图２中看到，随着横向流速的不断增加，系
统呈现非常复杂的非线性动力学现象．当流速 Ｕ＜
１．５６２时，系统呈现为稳态运动；当流速１．５６２＜Ｕ
＜３．８３时，系统发生极限环运动；流速在３．８３＜Ｕ
＜６．８５时，系统呈现为周期３运动；流速在６．８５＜
Ｕ＜７．１８时，系统发生短暂时的拟周期运动；流速
在７．１８＜Ｕ＜７．４２时，系统又呈现极限环运动，当
Ｕ＞７．４２以后，系统出现混沌运动．

下面我们将以相图更加清楚地描述了系统的

运动过程．图３（ａ）为 Ｕ＝１．９（Ｕ＞Ｕｃｒ＝１．５６２）时
的情况，系统发生极限环振动．当 Ｕ＝５．５时，系统
出现周期３运动（图（ｂ）），时，系统发生拟周期运
动，Ｕ＝７．３时，出现周期１运动，Ｕ＝８．０时，系统
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呈现混沌运动相图．

图３　各流速下系统的相轨迹图

Ｆｉｇ．３　Ｐｈａｓｅｐｏｒｔｒａｉｔｓｏｆｓｙｓｔｅｍｗｉｔｈｖａｒｉｏｕｓｖｅｌｏｃｉｔｙ

５　结论

本文考虑横向流圆柱阵中单弹性细长圆柱体，

在定常温度下，圆柱的热弹性颤振问题．基于横向

弯曲振动引起轴力变化的以及圆柱振动与折流板

发生碰撞，建立了温度效应下弹性圆柱横向流致振

动的动力学方程．研究了系统的分岔，并采用数值
方法研究了系统的非线性响应，得到了一些结论：

（１）线性颤振分析得到了颤振临界度随温度
变化的关系 ，温度升高降低了系统的稳定性．

（２）随着横向流速增加，系统经历了稳态运动
和极限环运动、拟周期运动，然后再次发生周期运

动，最后进入混沌运动．
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