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摘要　基于欧拉梁理论，运用Ｒｅｉｓｓｎｅｒ变分原理，导出了轴向周期激励下一端固定一端夹支，带集中质量的

复合材料层合屈曲梁的非线性动力学控制方程．利用模态截断，对系统非线性偏微分控制方程进行Ｇａｌｅｒｋｉｎ

积分，并用四阶龙格－库塔法数值研究了主共振下梁随激励幅值变化的分岔图，讨论了集中质量大小和位

置对系统一阶频率和倍周期分叉的影响，结果表明，外激励幅值及集中质量的大小和位置会对带集中质量

的屈曲梁的动力学行为产生重要影响．

关键词　屈曲梁，　集中质量，　参激振动，　倍周期分叉，　混沌
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引言

近年来，梁被广泛运用于机械，土木，航天等工

程结构中，其非线性动力学行为也在这些结构中频

繁的出现，并对结构的安全性，适用性和耐久性产

生了重要影响．因此，研究梁的非线性振动特性对
于合理设计和利用工程结构具有非常重要的意义．
自Ｔｓｅｎｇ［１］首次发现简谐激励下屈曲梁的混沌运动
后，许多学者对梁的非线性动力学特性产生了浓厚

的兴趣并展开了丰富的研究．Ｅｍａｍ和 Ｎａｙｆｅｈ［２］用
打靶法分析了两端固定且受横向周期激励屈曲梁

主共振下的周期解，讨论了周期解的稳定性和分叉

点问题，其理论结果与实验结果［３］相吻合．季进
臣［４］用实验方法研究了一端固定，一端滑动受轴向

简谐激励的参激屈曲梁的动力学问题，并获得了动

态响应在参数平面上的分布规律以及非线性阻尼

对分布区域的影响．姚志刚，张萌［５］研究了简支压

电复合材料层合梁在轴向、横向载荷共同作用下非

线性动力学、分叉和混沌动力学响应，分析了各种

参数对倍周期分叉的影响及变化规律．然而上述研
究主要针对没有集中质量的屈曲梁．而实际工程中
很多梁结构都带有一个或者多个集中质量，且集中

质量的大小和位置会对梁的一阶频率，振型以及非

线性特性产生重要影响，因此有部分学者针对这种

带集中质量的梁的非线性动力学问题开展了研究．
Ｏｚｋａｙａ［６］研究了弹性地基上带一个集中质量两端
固定的微弯曲梁的横向振动问题，绘出了不同质量

下的幅频特性曲线，讨论了集中质量对横向振动的

影响．Ｓａｉｔｏ［７］采用谐波平衡法研究了带集中质量受
横向简谐激励简支梁的强迫振动，讨论了集中质量

的大小和位置对系统一阶频率的影响．尽管针对带
集中质量梁的非线性振动问题有部分研究，然而主

要研究的是系统的横向自由振动或者强迫振动问

题，而对其他方面的研究则较少见到．
本文基于欧拉梁理论，研究了带一个集中质量

一端固定一端夹支受轴向周期激励的复合材料层

合屈曲梁的非线性动力学行为，得到了集中质量的

大小和位置对系统一阶频率和倍周期分叉解的影

响，分析了主共振下系统随激励幅值变化的运动规

律，为合理设计工程构件提供了有益的参考．

１　动力学方程的建立

如图１所示一端固支一端夹支复合材料层合
梁，梁长为Ｌ，宽为 ｂ，高为 ｈ，梁的密度为 ρ０，阻尼
系数为ｃ．梁在夹支端承受如图所示的轴向周期荷
载，其大小为ｐ０－ｐ１ｃｏｓΩｔ，其中 ｐ０为轴向静压力，
其值大于临界屈曲荷载，ｐ１为激励幅值，Ω为外激
励频率，集中质量ｍ１．
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图１　带集中质量屈曲梁模型

Ｆｉｇ．１　Ｔｈｅｍｏｄｅｌｏｆａｂｕｃｋｌｅｄｂｅａｍｗｉｔｈａｌｕｍｐｅｄｍａｓｓ

由弹性梁理论，任意时刻内各点位移设为

ｕ（ｘ，ｙ，ｚ，ｔ）＝ｕ０（ｘ，ｙ，ｔ）－ｚ
ｗ
ｘ

ｗ（ｘ，ｙ，ｚ，ｔ）＝ｗ０（ｘ，ｙ，ｔ） （１）
式中ｕ０，ｗ０分别为梁中面上任意一点位移，ｕ，ｗ则
为梁截面水平和竖直方向任意一点位移．

考虑对称铺设复合材料层合梁，并定义梁内力

关系［８］如下：
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（３）
Ａｉｊ为薄膜刚度，Ｄｉｊ为弯曲刚度，Ｓ

ｋ
ｉｊ为第 ｋ层弹性刚

度．
引入Ｒｅｉｓｓｎｅｒ函数：

Π＝
Ｖ

［σｉｊεｉｊ－Ｂ（σｉｊ）］ｄＶ－
Ｖ

ｆｉｕｉｄＶ－
Ａｐ

ｐｉｕｉｄＡ

（４）
式中Ｂ（σｉｊ代表弹性体的余能密度，ｆｉ为沿坐标轴 ｉ
方向上每单位面积内的体力，Ｖ为沿坐标轴方向上
每单位表面积所承受的表面力，Ａｐ为弹性体所占
空间，为弹性体表面上面力作用面积．

对于图示结构，其内力势能为

Π１ ＝
Ｖ
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由达朗贝尔原理，将惯性力 －ρ０ｕｉ，ｔｔ作为分布

力，并忽略轴向惯性项，则横向惯性力产生的外力

势能

Π２ ＝∫
ｌ

０
［ρ０ｈｂ＋ｍ１δ（ｘ－ｘ０）］ｗ，ｔｔｗｄｘ （６）

式中ｘ０为集中质量在梁上的位置．
不计梁自重，则阻尼力产生的外力势能

Π３ ＝－
Ａｐ

ｐｉｕｉｄＡ＝∫
ｌ

０
ｃｗ，ｔｗｄｘ （７）

由δΠ＝０得
Ｎｘ，ｘ＝０ （８）
（Ｎｘｗ，ｘ），ｘ＋Ｍｘ，ｘｘ＝［ρ０ｈｂ＋ｍ１δ（ｘ－ｘ０）］ｗ，ｔｔ＋
　ｃｗ，ｔ （９）
边界条件

ｗ（０）＝ｗ（ｌ）＝０，ｗ′（０）＝ｗ′（ｌ）＝０ （１０）
在ｘ＝ｌ处，力的边界条件
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将式（１１）代入式（９）可得运动微分方程
［ρ０ｈｂ＋ｍ１δ（ｘ－ｘ０）］ｗ，ｔｔ＋ｃｗ，ｔ＋Ｄ１１ｗ，ｘｘｘｘ＋

　（ｐ０－ｐ１ｃｏｓΩｔ－
Ａ１１
２ｌ∫

ｌ

０
ｗ２，ｘｄｘ）ｗ，ｘｘ ＝０ （１２）

设梁的静位移为ｗｓ，将其代入式（１２）得

ｗｓ＝ａ（１－ｃｏｓ
２π
ｌｘ） （１３）

ｐ０－ｐｃ（１＋
ａ２

４γ２
）＝０ （１４）

其中 ｐｃ＝
４π２Ｄ１１
ｌ２
为一阶临界屈曲荷载，γ＝

Ｄ１１
Ａ槡１１
为回转半径．

截取一阶屈曲模态，设其振型函数为 φ＝（１－

ｃｏｓ２πｌｘ），则屈曲梁的总位移为

ｗ＝ｗ０（ｘ）＋ｗｄ（ｘ，ｔ）＝（ａ＋ｖ（ｔ））（１－ｃｏｓ
２π
ｌｘ）

（１５）
将式（１４）、（１５）代入式（１２），并在梁全长范围

内进行伽辽金积分，可得
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式中
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２
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２２π
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２π
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２０１
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引入无量纲变量

ζ＝ｘｌ，η＝
ｍ１
ρ０ｈｂｌ

，ｖ＝ａｆ，ｔ＝τｌ２π
３ρ０ｈｂ

２（ｐ０－ｐｃ槡 ）
，
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ｐ１
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，珋ｃ＝ｃｌ２π

３
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Ω＝Ω２πｌ
２（ｐ０－ｐｃ）
３ρ０槡 ｈｂ （１８）

对式（１６）进行无量纲化后得：
ｆ¨＋μｆ·＋ω２ｆ＋３βｆ２＋βｆ３＋ｇ（ｃｏｓΩτ）ｆ＋
　ｇｃｏｓΩτ＝０ （１９）

其中

μ＝ 珋ｃ
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，

β＝ １
２［１＋ηＲ（ζ０）］

，ｇ＝
珋ｐ１

［１＋ηＲ（ζ０）］
（２０）

２　数值模拟

对式（１９）进行变换得
ｆ·＝ｘ１＝ｘ２
ｘ２＝－μｘ２－ω

２ｘ１－３βｘ
２
１－βｘ

３
１－

　ｇ（ｃｏｓΩτ）ｘ１－ｇｃｏｓ
{

Ωτ

（２１）

利用四阶龙格—库塔法对式（２１）进行数值模
拟，可得不同参数下屈曲梁的非线性动力学特性．
２．１　集中质量位置对系统一阶频率的影响

由式（２０）可知，系统的一阶频率受集中质量
位置和大小的影响，当集中质量的位置和大小变化

时，系统的一阶频率也会随之变化．图２研究了集
中质量位置对系统一阶频率的影响．图中横轴为集
中质量位置与梁跨径的比值，其值为０到１，纵轴
是系统的一阶频率．不难发现，集中质量的位置对
系统一阶频率的影响是关于梁跨中对称分布的，跨

图２　集中质量位置与系统一阶频率关系

Ｆｉｇ．２　Ｔｈｅｒｅｌａｔｉｏｎｓｈｉｐｂｅｔｗｅｅｎｔｈｅｌｏｃａｔｉｏｎｓｏｆｔｈｅｌｕｍｐｅｄ

ｍａｓｓａｎｄｔｈｅｎａｔｕｒａｌｆｒｅｑｕｅｎｃｙ

中处一阶频率最小，越靠近跨中，系统的一阶频率

越小，反之就越大．
２．２　集中质量大小对系统一阶频率的影响

图３研究了集中质量大小对系统一阶频率的
影响．其中横轴是集中质量与梁的质量比值，纵轴
为一阶频率．由图可知，系统的一阶频率随集中质
量的增加而逐渐减小，集中质量越大，系统的一阶

频率越小．

图３　集中质量大小与系统一阶频率关系

Ｆｉｇ．３　Ｔｈｅｒｅｌａｔｉｏｎｓｈｉｐｂｅｔｗｅｅｎｔｈｅｓｉｚｅｓｏｆｔｈｅｌｕｍｐｅｄｍａｓｓ

ａｎｄｔｈｅｎａｔｕｒａｌｆｒｅｑｕｅｎｃｙ

２．３　集中质量位置对倍周期分叉的影响
由于集中质量位置不同，系统的一阶频率和非

线性项系数不同，进而导致系统的动力学特性不

同．由四阶龙格 －库塔法求解后，采用频闪法做庞
加莱图，不断调整激励幅值，当庞加莱图上恰好出

现两个点时对应的激励幅值即为倍周期分叉解．图
４研究了集中质量位置对系统倍周期分叉的影响．

图４　集中质量位置对倍周期分叉的影响

Ｆｉｇ．４　Ｔｈｅｅｆｆｅｃｔｏｆｔｈｅｌｏｃａｔｉｏｎｓｏｆｔｈｅｌｕｍｐｅｄｍａｓｓｏｎ

ｐｅｒｉｏｄ－ｄｏｕｂｌｉｎｇｂｉｆｕｒｃａｔｉｏｎ

其中横轴为集中质量相对梁的位置，纵轴是发生倍

周期分叉时的外激励幅值，取 μ＝０．２．由图可知，
集中质量的位置对倍周期分叉的影响关于ζ０＝０．５
对称，且跨中最容易发生倍周期分叉．当 ζ０≤０．５
时，集中质量越靠近跨中，系统发生倍周期分叉所

需的外激励就越小，即倍周期分叉越容易发生；越

３０１
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过跨中后，集中质量越远离跨中，系统发生倍周期

分叉所需的外激励就越大，即倍周期分叉越不容易

发生．此外，当集中质量离边界较近时（ξ０≤０．１），
不同集中质量下的倍周期分叉解相同，说明在此位

置下集中质量的大小对系统几乎没有影响，起主导

作用的是集中质量的位置；当０．２≤ξ０≤０．９时，同
一位置处，集中质量越大，其倍周期分叉解就越小，

表明集中质量的大小对系统也有一定的影响．
２．４　集中质量大小对倍周期分叉影响

图５采用和图４相同的方法研究了集中质量
大小对系统倍周期分叉的影响．图中横轴是集中质
量与梁的质量比值，纵轴为梁发生倍周期分叉时外

激励的幅值，取μ＝０．２．由图可知，集中质量越大，
发生倍周期分叉所需的外激励就越小，即倍周期分

叉越容易发生．当η≤０．９时，曲线变化较快，表明
集中质量对倍周期分叉的影响较强；η≥１．２时，曲
线变化缓慢，集中质量对倍周期分叉的影响较弱．
此外，不难发现，对于同一集中质量，越靠近跨中，

倍周期分叉解就越小，表明集中质量的大小和位置

对系统相互影响．

图５　集中质量大小对倍周期分叉的影响

Ｆｉｇ．５　Ｔｈｅｅｆｆｅｃｔｏｆｔｈｅｓｉｚｅｓｏｆｔｈｅｌｕｍｐｅｄｍａｓｓｏｎ

ｐｅｒｉｏｄ－ｄｏｕｂｌｉｎｇｂｉｆｕｒｃａｔｉｏｎ

２．５　主共振下激励幅值对非线性特性的影响
当外激励频率接近该非自治系统的一阶频率

时，系统将发生主共振．图６是主共振下，激励幅值
ｇ在１．０３到２．８之间变化时系统的分叉图．此时η
＝０．１，ζ＝０．５，μ＝０．２，ω＝０．８８８５２，Ω＝０．８８８３．
由图６可以看出，系统经历了周期－混沌－周期的
运动过程．固定上述参数，ｇ＝１．０５时，系统做周期
运动；增大ｇ到１．１２４时，系统发生倍周期分叉，做
２Ｔ周期运动；继续增大激励幅值，当 ｇ＝１．３１２时
出现连续频谱，结合相图和庞加莱图可判断此时系

统运动为混沌，如图７（ａ－ｂ）所示；随后，系统在经

历了４Ｔ周期运动及混沌后，逐渐回归到周期运动．
于是，在这一过程中观测到了周期运动－倍周期分
叉－混沌运动 －周期运动．这充分说明，通过控制
激励幅值，可以控制系统倍周期分叉的产生，从而

阻止系统由倍周期分叉进入混沌运动．

图６　轴向激励分岔图

Ｆｉｇ．６　Ｔｈｅｂｉｆｕｒｃａｔｉｏｎｏｆａｘｉａｌｅｘｃｉｔａｔｉｏｎ

图７　ｇ＝１．３１２时的混沌运动（ａ）相图；（ｂ）庞加莱图

Ｆｉｇ．７　Ｔｈｅｃｈａｏｓａｔｇ＝１．３１２，（ａ）Ｔｈｅｐｈａｓｅｄｉａｇｒａｍ；

（ｂ）ＴｈｅＰｏｉｎｃａｒｅｄｉａｇｒａｍ

３　结论

通过对轴向周期激励下一端固定一端夹支，带

集中质量的屈曲梁的非线性动力学行为的研究，得

到了梁随激励幅值变化的运动规律以及集中质量

的大小和位置对系统一阶频率和倍周期分叉的影

响．研究表明，随着集中质量的增大，系统的一阶频
率和倍周期分叉解会逐渐减小；此外，系统的一阶

频率和倍周期分叉解随着集中质量与固定端的距
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离的增加而减小，并且关于跨中对称，跨中处一阶

频率最小，且最容易发生倍周期分叉；随着激励幅

值的增大，系统会经历周期－混沌－周期的运动过
程，非线性行为非常丰富．因此，在工程结构中可以
通过控制集中质量的大小和位置，调节外激励幅

值，来改变系统的一阶频率，控制系统倍周期分叉

解的产生，阻止由倍周期分叉导致的混沌运动，从

而保持系统的稳定性，达到合理设计结构的目的．
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