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摘要　提出了一种改进的渐近摄动法，并用该方法研究了同时含平方项和立方项的两自由度非线性系统在

１：３内共振情况下的非线性动力学行为．分别在平均方程和原方程的基础上得到了幅频响应曲线和分叉图，

对比表明两种结果基本吻合．改进后的渐近摄动法比原有渐近摄动法更容易应用于１：３内共振情况．
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引言

工程中许多模型的运动方程都可以表示成具

有平方项和立方项的多自由度非线性系统，如复合

材料层合板、功能梯度材料板的非线性振动．很多
学者用不同的近似解析方法研究了这类系统的非

线性动力学行为［１－３］．
通常情况下，非线性系统近似解的高阶项不会

影响定性行为．然而，对具有平方项和立方项的非
线性系统来说，必须求出高阶近似解以更准确地描

述系统特征．Ｍａｃｃａｒｉ［４］在暂态时间尺度和谐波平
衡的基础上提出了渐近摄动法，它可以比较方便地

把方程的平方项和立方项考虑进来．Ｚｈａｎｇ等［５］用

渐近摄动法研究了主动电磁轴承的１：１内共振 －
主参数共振 －１／２亚谐共振．Ｙｅ等［６］和 Ｇｕｏ等［７］

用渐近摄动法研究了复合材料层合板的非线性动

力学行为．Ｈａｏ和Ｚｈａｎｇ等［８］利用渐进摄动法研究

了功能梯度材料板的非线性动力学行为．但是，渐
近摄动法很难选择适当的设解形式，尤其是对１：３
内共振情况，很容易因为设解不当导致精度很低．

本文通过引入一个新的设解形式，提出了一种

改进的渐近摄动法．该方法是求解非线性系统的一
种有效方法，它比原渐近摄动法求解过程更简单，

并且更容易应用于１：３内共振情况．由于很多实际
问题都可以用含平方项和立方项的两自由度非线

性系统描述，我们用改进的渐近摄动法研究了这类

系统在１：３内共振情况下的非线性动力学行为．与
原方程数值结果对比表明，改进的渐近摄动法是研

究两自由度非线性系统１：３内共振的有效工具．

１　渐近摄动分析

考虑如下两自由度非线性系统

ｘ̈１＋ω
２
１ｘ１＋εａ１ｘ１＋２εａ１ｘ１ｃｏｓ（Ω２ｔ）＋ａ３ｘ１ｘ２＋

　ａ４ｘ
２
２＋ａ５ｘ

２
１＋εａ６ｘ１ｘ

２
２＋εａ７ｘ

３
１＝２ｆ１ｃｏｓ（Ω１ｔ）

（１ａ）
ｘ̈２＋ω

２
２ｘ２＋εｂ１ｘ２＋２ｂ２ｘ２ｃｏｓ（Ω２ｔ）＋ｂ３ｘ１ｘ２＋

　ｂ４ｘ
２
１＋ｂ５ｘ

２
２＋εｂ６ｘ

２
１ｘ２＋εｂ７ｘ

３
２＝２ｆ２ｃｏｓ（Ω１ｔ）

（１ｂ）
共振关系为

Ω１＝Ω２＝Ω

ω２１＝
Ω２
４＋ε

ｐ１σ１，ω
２
２＝
９Ω２
４ ＋ε

ｐ２σ２ （２）

其中σ１和σ２为调谐参数，ｐ１和ｐ２为正有理数．
将方程（２）代入方程（１）中并令 ε＝０，得到派

生线性系统具有简谐解

ｘ１（ｔ）＝ψｅｘｐ（ｉ
Ω
２ｔ）＋ｃ．ｃ．， （３ａ）

ｘ２（ｔ）＝φｅｘｐ（ｉ
３Ω
２ｔ）＋ｃ．ｃ． （３ｂ）

引进时间尺度变换

τ＝εｑｔ （４）
其中ｑ为正有理数．
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与派生系统的简谐解相比，由于非线性项、激

励项和内共振的影响，方程（１）的解中将出现其它
谐波项．同时各谐波项系数不再是常数，而是慢变
时间尺度τ的函数．

假设方程（１）的解为

ｘ１（ｔ）＝ψ１（τ，ε）ｅｘｐ（ｉ
Ω
２ｔ）＋

　ε ∑
Ｎ

ｎ＝０，ｎ≠１
ψｎ（τ，ε）ｅｘｐ（ｉ

ｎΩ
２ｔ）＋ｃ．ｃ．， （５ａ）

ｘ２（ｔ）＝φ３（τ，ε）ｅｘｐ（ｉ
３Ω
２ｔ）＋

　ε ∑
Ｎ

ｎ＝０，ｎ≠３
φｎ（τ，ε）ｅｘｐ（ｉ

ｎΩ
２ｔ）＋ｃ．ｃ．． （５ｂ）

上述设解形式是在相应派生系统解的基础上

给出的，除了ψ１（τ，ε）和φｎ（τ，ε）是Ｏ（１）之外，其
他的谐波项系数 ψｎ（τ，ε）和 φｎ（τ，ε）都暂时设为
Ｏ（ε），具体阶次将在求解过程中确定．这样的设解
形式使得改进的渐近摄动法更易于应用，并且能够

适用于研究方程（１）的１：３内共振．而已有渐近摄
动法设解形式中所包含的谐波项及其系数关于小

参数的阶次都是事先给定的，因此很容易因为设解

不当导致精度很低．另外，改进的渐近摄动法中不
需要把函数 ψｎ（τ，ε）和 φｎ（τ，ε）展开成小参数 ε
的幂级数．简记ψｎ＝ψｎ（τ，ε）和φｎ＝φｎ（τ，ε）．

将方程（５）代入方程（１）并令各谐波项系数等
于零，可得关于ψｎ和φｎ的方程组．

当ｎ＝１时有

ε２ｑψ＂１＋ｉε
ｑΩψ′１＝－ε

ｐ１σ１ψ１－
１
２ε

２（２εｑａ１ψ′１＋

　ｉａ１Ωψ１＋２ａψ１＋４ａ３ψ１φ０＋２ａ３ψ１φ２＋

　２ａ３ψ２φ３＋２ａ３ψ４珔φ３＋２ａ３ψ４珔φ３＋４ａ４珔φ２φ３＋

　４ａ４珔φ３φ４＋８ａ５ψ０ψ１＋４ａ５ψ１ψ２＋

　４ａ６ψ１珔φ３φ３＋６ａ７ψ
２
１ψ１）＋Ｏ（ε

３）， （６ａ）

ε（ε２ｑφ＂１＋ｉε
ｑΩφ′１＋２Ω

２φ１）＝－ε
ｐ２＋１σ１φ１－

　εｂ２φ３＋Ｏ（ε
２） （６ｂ）

令ｐ１＝２，ｑ＝２并舍去ε的高次项得到

ψ′１＝－
１
２ａ１ψ１＋

ｉ
Ω
（σ１ψ１＋ａ２ψ１＋２ａ３ψ１φ０＋

　ａ３ψ１φ２＋ａ３ψ２φ３＋ａ３ψ４珔φ３＋２ａ４珔φ２φ３＋

　２ａ４珔φ３φ４＋４ａ５ψ０ψ１＋２ａ５ψ１ψ２＋

　２ａ６ψ１珔φ３φ３＋３ａ７ψ
２
１ψ１） （７ａ）

φ１＝－
ｂ２
２Ω２
φ３ （７ｂ）

当ｎ＝３时有

ε（ε４ψ＂３＋ｉε
２３Ωψ′３－２Ω

２ψ３）＝０＋Ｏ（ε
２）（８ａ）

ε４φ＂３＋ｉε
２３Ωφ′３＝－ε

ｐ２σ２φ３－
１
２ε

２（ｉ３ｂ１Ωφ３＋

　２ｂ２φ１＋２ｂ２φ５＋４ｂ３ψ０φ３＋２ｂ３ψ１φ２＋

　２ｂ３ψ１φ４＋２ｂ３ψ３珔φ３＋４ｂ４ψ１ψ２＋４ｂ４ψ１ψ４＋

　８ｂ５φ０φ３＋４ｂ５φ３珔φ３＋４ｂ６ψ１ψ１φ３＋

　６ｂ７φ
２
３珔φ３）＋Ｏ（ε

３） （８ｂ）
令ｐ２＝２并舍去ε的高次项，得到

ψ３＝０ （９ａ）

φ′３＝－
１
２ｂ１φ３＋

ｉ
３Ω
（σ２φ３＋ｂ２φ１＋ｂ２φ５＋

　２ｂ３ψ０φ３＋ｂ３ψ１φ２＋ｂ３ψ１φ４＋ｂ３ψ３珔φ３＋

　２ｂ４ψ１ψ２＋２ｂ４ψ１ψ４＋４ｂ５φ０φ３＋２ｂ５φ３珔φ３＋

　２ｂ６ψ１ψ１φ３＋３ｂ７φ
２
３珔φ３） （９ｂ）

类似地，当ｎ＝０，２，４，５，６时有

ψ０＝－
４
Ω２
（ａ４φ３珔φ３＋ａ５φ１珔φ１）， （１０ａ）

φ０＝－
４
９Ω２
（ｂ４ψ１ψ１＋ｂ５φ３珔φ３）， （１０ｂ）

ψ２＝－
４
３Ω２
（ｆ１－ａ３ψ１φ３－ａ５ψ

２
１） （１１ａ）

φ２＝
４
５Ω２
（ｆ２－ｂ３ψ１φ３－ｂ４ψ

２
１） （１１ｂ）

ψ４＝
４
１５Ω２

ａ３ψ１φ３，　φ４＝
４
７Ω２
ｂ３ψ１φ３， （１２）

ψ５＝０，　φ５＝
１
４Ω２
ｂ２φ３， （１３）

ψ６＝
４
３５Ω２

ａ４φ
２
３，　φ６＝

４
２７Ω２

ｂ５φ
２
３ （１４）

由方程（６－１４）得到关于ψ１和φ３的微分方程

ψ′１＝－
１
２ａ１ψ１＋

ｉ
Ω
（σ１ψ１＋Ａ１ψ１＋Ａ２φ３＋

　Ａ３ψ
２
１ψ１＋Ａ４ψ

２
１φ３＋Ａ５ψ１φ１珔φ３） （１５ａ）

φ′３＝－
１
２ｂ１φ３＋

ｉ
３Ω
（Ｂ０φ３＋Ｂ１ψ１＋Ｂ２ψ

３
１＋

　Ｂ３ψ１ψ１φ３＋Ｂ４φ
２
３珔φ３＋２ｂ５φ３珔φ３） （１５ｂ）

其中

Ａ１＝ａ２＋
４
５Ω２
ａ３ｆ２－

８
３Ω２
ａ５ｆ１，

Ａ２＝
８
５Ω２
ａ４ｆ２－

４
３Ω２
ａ３ｆ１，

Ａ３＝３ａ７－
４０
３Ω２
ａ２５－

７６
４５Ω２

ａ３ｂ４，

８９



第２期 胡海良等：两自由度非线性系统１：３内共振的渐近摄动分析

Ａ４＝
４
Ω２
ａ３ａ５－

４
５Ω２
ａ３ｂ３－

８
５Ω２
ａ４ｂ４，
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８
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８
９Ω２
ａ３ｂ５－

１６
３５Ω２
ａ４ｂ３－

１６
Ω２
ａ４ａ５＋２ａ６，

Ｂ０＝σ２－
１
４Ω２

ｂ２２，

Ｂ１＝
４
５Ω２
ｂ３ｆ２－

８
３Ω２
ｂ４ｆ１，

Ｂ２＝
８
３Ω２
ａ５ｂ４－

４
５Ω２
ｂ３ｂ４，

Ｂ３＝
１６
５Ω２
ａ３ｂ４－

８
３５Ω２
ｂ２３－

８
Ω２
ａ５ｂ３－

１６
９Ω２
ｂ４ｂ５＋２ｂ６，

Ｂ４＝－３ｂ７－
８
Ω２
ａ４ｂ３－

１６
９Ω２
ｂ２５．

令

ψ１＝ｕ１＋ｉｖ１，　φ３＝ｕ２＋ｉｖ２ （１６）
将方程（１５）转变为直角坐标形式的平均方程

ｕ′１＝－
１
２ａ１ｕ１＋

１
Ω
［（Ａ１－σ１）ｖ１－Ａ２ｖ２－

　Ａ３（ｕ
２
１＋ｖ

２
１）ｖ１－Ａ４（ｕ

２
１ｖ２－ｖ

２
１ｖ２－２ｕ１ｕ２ｖ１）－

　Ａ５（ｕ
２
２＋ｖ

２
２）ｖ１］ （１７ａ）

ｖ′１＝－
１
２ａ１ｖ１＋

１
Ω
［（Ａ１＋σ１）ｕ１＋Ａ２ｕ２＋

　Ａ３（ｕ
２
１＋ｖ

２
１）ｕ１＋Ａ４（ｕ

２
１ｕ２－ｖ

２
１ｕ２＋２ｕ１ｖ１ｖ２）＋

　Ａ５（ｕ
２
２＋ｖ

２
２）ｕ１］ （１７ｂ）

ｕ′２＝－
１
２ｂ１ｕ２＋

１
３Ω
［－Ｂ０ｖ２－Ｂ１ｖ１＋Ｂ２（ｖ

２
１－

　３ｕ２１）ｖ１＋Ｂ３（ｕ
２
１＋ｖ

２
１）ｕ２＋Ｂ４（ｕ

２
２＋ｖ

２
２）ｕ２＋

　２ｂ５（ｕ
２
２＋ｖ

２
２）］ （１７ｃ）

ｖ′２＝－
１
２ｂ１ｖ１＋

１
３Ω
［Ｂ０ｕ２＋Ｂ１ｕ１＋Ｂ２（ｕ

２
１－

　３ｖ２１）ｕ１＋Ｂ３（ｕ
２
１＋ｖ

２
１）ｖ２＋Ｂ４（ｕ

２
２＋ｖ

２
２）ｖ２］

（１７ｄ）
方程（１）的稳态周期解对应于方程（１７）的平

衡点．令
ｕ′１＝０，ｕ′２＝０，ｕ′３＝０，ｕ′４＝０ （１８）
得方程（１７）的平衡点应满足的非线性代数方

程组．

２　数值对比

平均方程（１７）经常被用来研究方程（１）的非
线性动力学行为，下面我们将通过与数值结果对比

考察近似解析解能够在多大程度上反映原方程的

非线性动力学特性．

图１给出了当参数取值为ω１＝１，ω２＝３．０１，ｆ１
＝４５，ａ１＝８，ａ２＝０．２，ａ３＝０．１，ａ４＝０．１，ａ５＝０．５，
ａ６＝０．２，ａ７＝０．２，ｆ２＝２０，ｂ１＝８，ｂ２＝１．６，ｂ３＝０．８，
ｂ４＝０．８，ｂ５＝３．５，ｂ６＝０．３，ｂ７＝５，ε＝０．０１时的幅
频响应曲线．数值解初始值为［１，３，２，３］．图中红
色的“×”表示直接由方程（１）得到的数值解，黑色
的“．”表示由平均方程（１７）得到的结果，两种结果
基本吻合．

图１　幅频响应曲线

Ｆｉｇ．１　Ｔｈｅｆｒｅｑｕｅｎｃｙｒｅｓｐｏｎｓｅｃｕｒｖｅｓ

当参数取值较小时，系统没有出现混沌现象．
为了考察平均方程和原方程混沌运动的联系，我们

将系统参数增大为 ω１＝０．５，ω２＝１．５０２，Ω＝１，ａ１
＝８，ａ２＝２，ａ３＝１０，ａ４＝１０，ａ５＝１０，ａ６＝１０００，ａ７＝
２０００，ｂ１＝８，ｂ２＝３，ｂ３＝１０，ｂ４＝１０，ｂ５＝１０，ｂ６＝
１０００，ｂ７＝２０００，ｆ２＝５．５，ε＝０．０１，此时系统分叉图
如图２所示．所选取的初始值为［０．０１，０，０．０１，０］．
其中图（ａ１）和（ａ２）由平均方程（１７）得到，图（ｂ１）
和（ｂ２）表示直接从方程（１）得到的数值结果，两种
方法得到的分叉图基本吻合．

图２　随外激励幅值变化的分叉图

Ｆｉｇ．２　Ｂｉｆｕｒｃａｔｉｏｎｄｉａｇｒａｍｓｗｉｔｈｖａｒｙｉｎｇｅｘｃｉｔａｔｉｏｎａｍｐｌｉｔｕｄｅ

３　小结

本文用改进的渐近摄动法研究了两自由度非

线性系统在１：３内共振情况下的非线性动力学行
为．分别在平均方程和原方程的基础上作出了幅频

９９
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响应曲线和分叉图．对比表明，改进的渐近摄动法
是研究多自由度非线性系统１：３内共振的有效工
具．原渐近摄动法很难选择适当的设解形式，尤其
是对１：３内共振情况很容易因为设解不当导致精
度很低．
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