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一类具有标准发生率的 ＳＩＲＳ传染病模型分岔分析
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摘要　研究了一类具有脉冲生育和接种、垂直传染和标准发生率的 ＳＩＲＳ传染病模型的动力学行为，通过利

用Ｐｏｉｎｃａｒé映射，讨论了平凡解和正周期－Ｔ解的存在和稳定性以及系统的跨临界分岔和 ｆｌｉｐ分岔行为，并

给出了能验证理论分析的数值结果．

关键词　ＳＩＲＳ传染病模型，　标准发生率，　跨临界分岔，　ｆｌｉｐ分岔
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引言

疾病发生率是刻画传染病模型的主要内容，经

典的传染病模型大多是采用双线性发生率［１］和饱

和发生率［２］．标准发生率［３］属于非线性发生率，这

种发生率可以包括行为变化和群体效应，Ａｎｄｅｒｓｏｎ
和Ｍａｙ［４］通过研究证实，对于某些动物来说，标准
发生率比双线性发生率更符合实际．

连续动力系统的分岔理论研究已较为丰富，而

对于脉冲动力系统的分岔研究很少．蒋贵荣等［５］研

究了一类自治脉冲微分方程，得到了由半平凡解分

岔出正周期Ｔ解的ｆｏｌｄ分岔；钱临宁和陆启韶在文
［６］中得到了系统的半平凡解到正周期Ｔ解的跨临
界分岔行为；文［７］分析了由平凡解分岔出非平凡周
期Ｔ解的超临界分岔现象，等等．但是对于由平凡解
分岔出正周期Ｔ解的分岔现象大多没有考虑．

垂直传染、脉冲接种［８］和脉冲生育［９］常被用

来建立和研究传染病模型．本文同时考虑垂直传
染、脉冲接种和脉冲生育，建立一个有标准发生率

的传染病模型，利用映射研究该模型正周期解的存

在性及该系统的分岔现象．

１　模型描述

设Ｓ（ｔ），Ｉ（ｔ）和Ｒ（ｔ）分别为 ｔ时刻的易感者、
感染者和移出者的数量，现给出有脉冲生育和接

种、垂直传染和标准发生率ＳＩＲＳ的传染病模型：

Ｓ·＝－σＳ－βＳＩＮ＋δＲ，

Ｉ·＝βＳＩＮ－（γ＋σ）Ｉ，

Ｒ· ＝γＩ－（δ＋σ）Ｒ













，

　ｔ≠ｎＴ

ΔＳ＝（ｂ－ｃＮ）（Ｓ＋Ｒ）－ｐＳ，

ΔＩ＝（ｂ－ｃＮ）Ｉ，

ΔＲ＝ｐＳ
}

，

















　ｔ＝ｎＴ

（１）

其中，σ表示自然死亡率且有０＜σ≤１，δ是移出者
丧失免疫进入易感者类的比率，γ是感染者的自然
恢复率，βＳＩ／Ｎ是标准发生率，生育脉冲为 ΔＮ＝（ｂ
－ｃＮ）Ｎ，其中ｂ是最大出生率．染病者的后代均为
染病者，易感者和移出者的后代均为易感者．在生
育时刻，ΔＳ＝（ｂ－ｃＮ）（Ｓ＋Ｒ），由于垂直传染，ΔＩ＝
（ｂ－ｃＮ）Ｉ．易感者的接种率为 ｐ，即 ΔＳ＝－ｐＳ，ΔＲ
＝ｐＳ，其中０＜ｐ＜１．

２　无病周期－Ｔ解和平凡解的存在、稳定性

当种群中不存在感染者，即Ｉ（ｔ）＝０（ｔ＞０）时，
Ｎ（ｔ）＝Ｓ（ｔ）＋Ｒ（ｔ），系统（１）变为：

Ｎ· ＝－σＳ，

Ｒ· ＝－（δ＋σ）Ｒ }，　ｔ≠ｎＴ
ΔＮ＝（ｂ－ｃＮ）Ｎ，

ΔＲ＝ｐ（Ｎ－Ｒ }），









 　ｔ＝ｎＴ

（２）
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设系统（２）的轨线从（Ｎｋ，Ｒｋ）出发，在 Ｔ时刻到达

点（Ｎｋ，Ｒｋ）然后跳到（Ｎｋ＋１，Ｒｋ＋１），则有映射
Ｎｋ＋１＝（１＋ｂ－ｃＮｋｅｘｐ（－σＴ））Ｎｋｅｘｐ（－σＴ），

Ｒｋ＋１＝ｐｅｘｐ（－σＴ）Ｎｋ＋（１－ｐ）ｅｘｐ（－（δ＋σ）Ｔ）Ｒｋ{ ．

（３）
离散映射（３）的不动点为

Ｇ１（Ｎ０，Ｒ０）＝（０，０）

Ｇ２（Ｎ０，Ｒ０）＝（
１＋ｂ－ｅｘｐ（σＴ）
ｃｅｘｐ（－σＴ）

，

　 ｐ（１＋ｂ－ｅｘｐ（σＴ））
ｃ（１－（１－ｐ）ｅｘｐ（－（δ＋σ）Ｔ））











 ）

由Ｇ２（Ｎ０，Ｒ０）可得系统（１）无病周期解为

Ｓ（ｔ）＝１＋ｂ－ｅｘｐ（σＴ）ｃｅｘｐ（－σＴ）
ｅｘｐ（－σ（ｔ－ｎＴ））－Ｒ（ｔ）

Ｉ（ｔ）＝０，

Ｒ（ｔ）＝ ｐ（１＋ｂ－ｅｘｐ（σＴ））
ｃ（１－（１－ｐ）ｅｘｐ（－（δ＋σ）Ｔ））

　ｅｘｐ（－（δ＋σ）（ｔ－ｎＴ















））

ｎＴ＜ｔ≤（ｎ＋１）Ｔ
由于Ｎ（ｔ）＝Ｓ（ｔ）＋Ｉ（ｔ）＋Ｒ（ｔ），由（１）有：
Ｎ· ＝－σＮ，

Ｉ·＝β（Ｎ－Ｒ－Ｉ）Ｎ －（γ＋σ）Ｉ，

Ｒ· ＝γＩ－（δ＋σ）Ｒ










，

　ｔ≠ｎＴ

ΔＮ＝（ｂ－ｃＮ）Ｎ，

ΔＩ＝（ｂ－ｃＮ）Ｉ，

ΔＲ＝ｐ（Ｎ－Ｒ－Ｉ
}

），

















　ｔ＝ｎＴ

（４）

由系统（４）在无病周期 －Ｔ解（Ｓ（ｔ）＋Ｒ（ｔ），
０，Ｒ（ｔ））（ｔ∈（０，Ｔ］处的变分系统对应的特征值
为：

λ１＝（１＋ｂ－２ｃＮ（Ｔ））ｅｘｐ（－σＴ），

λ２＝（１－ｐ）ｅｘｐ（－（δ＋σ）Ｔ），

λ３ ＝（１＋ｂ－ｃＮ（Ｔ））ｅｘｐ（β∫
Ｔ

０

Ｓ（ｔ）
Ｎ（ｔ）

ｄｔ－

　（γ＋σ）Ｔ）．
因为０＜ｐ＜１，（δ＋σ）Ｔ＞０，所以｜λ２｜＜１．当｜λ１｜
＜１，｜λ３｜＜１时，无病周期 －Ｔ解渐近稳定．由得｜

λ１｜＜１：
１
ＴＩｎ
１＋ｂ
３ ：＝σ３＜σ＜

１
ＴＩｎ（１＋ｂ）：＝σ１

假设β＞γ，由｜λ３｜＜１得：

σ＜１ＴＩｎ（
ｐβ（１－ｅｘｐ（－δＴ））
δ（β－γ）Ｔ

＋

　（１－ｐ）ｅｘｐ（－δＴ））：＝σ２
在本文中总假设下列条件成立，

（Ａ）β＞γ；　（Ｂ）σ２＜σ３＜σ１ （５）
当σ∈（σ３，σ１）时，有｜λ３｜＞１；当 σ∈（０，σ２）

时，有｜λ１｜＞１；当 σ∈（σ２，σ３）时，有｜λ１｜＞１和｜
λ３｜＞１对任意的σ∈（０，１］，总有模大于１的特征
值，从而（１）的无病周期－Ｔ解是不稳定的．

过Ｇ１（Ｎ０，Ｒ０）＝（０，０）的系统（１）平凡解（０，
０，０）处对应变分系统的单值矩阵的乘子是：

λ０１＝（１－ｐ）ｅｘｐ（－（δ＋σ）Ｔ），
λ０２＝（１＋ｂ）ｅｘｐ（－σＴ），λ０３＝（１＋ｂ）ｅｘｐ（－

（γ＋σ）Ｔ）．
当σ∈（σ１，１］时，｜λ０１｜＜１，｜λ０２｜＜１，｜λ０３｜＜

１，从而平凡解稳定；当 σ∈（０，σ１］时，｜λ０２｜＞１从
而平凡解不稳定．于是我们有下面的结论：
定理２．１　假设（５）成立，（１）的平凡解在 σ∈（０，

σ１］下是不稳定的，在σ∈（σ１，１］下是稳定的；（１）
的无病周期－Ｔ解在σ∈（０，１］下是不稳定的．

３　分岔

取μ＝－σ为参数，讨论（１）的周期解的分岔．
３．１　跨临界分岔现象

对于μ１＝－σ１和Ｉ（ｔ）＝０．由珔μ＝μ－μ１＝μ＋

σ１＝μ＋Ｉｎ（１＋ｂ）／Ｔ得μ＝珔μ－Ｉｎ（１＋ｂ）／Ｔ，由（３）
得

Ｆ珔μ：( )ｘｙ｜→
ｘｅｘｐ（珔μＴ）－ ｃ

（１＋ｂ）２
ｘ２ｅｘｐ（２珔μＴ）

ｐ
１＋ｂｘｅｘｐ（珔μＴ）＋

１－ｐ
１＋ｂｙｅｘｐ（（珔μ－δ）Ｔ











）

（６）
映射（６）的一个中心流形可以表示为：
　Ｗｃ１（０）＝｛（ｘ，ｙ，珔μ）∈Ｒ

３｜ｙ＝ｈ（ｘ，珔μ），ｈ（０，０）＝０，
Ｄｈ（０，０）＝０｝
则限制在中心流形上的映射为：

Ｆ：ｘ｜→ｘｅｘｐ（珔μＴ）－
ｃ

（１＋ｂ）２
ｘ２ｅｘｐ（２珔μＴ），

在点（ｘ，珔μ）＝（０，０）处，Ｆ（０，０）＝０，Ｆｘ
（０，０）＝１，

２Ｆ
ｘ珔μ

（０，０）＝Ｔ＞０，
２Ｆ
ｘ２
（０，０）＝－ ２ｃ

（１＋ｂ）２
＜０．

由文献［１０］中的跨临界分岔的判定可知，系
统（４）在 μ＝μ１＝－σ１处发生跨临界分岔，系统的
平凡解在μ＝μ１＝－σ１分岔出周期 －Ｔ解．由于 δ

３９
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＞０，当μ∈（μ１，μ１＋ε）时，系统没有稳定的无病周
期－Ｔ解，故此时原系统的平凡解在 μ＝μ１＝－σ１
分岔出稳定的正周期－Ｔ解．
定理３．１　系统（１）在μ＝μ１＝－σ１处发生跨临界
分岔，平凡解分岔出正周期－Ｔ解，即ε＞０，当μ∈
（μ１，μ１＋ε）时，系统（１）有稳定的正周期－Ｔ解．
３．２　Ｆｌｉｐ分岔现象

假设系统（４）的周期 －Ｔ解（Ｎ（ｔ），Ｉ（ｔ），Ｒ
（ｔ））从点 Ａ０（Ｎ０，Ｉ０，Ｒ０）出发，到达 Ｂ０（Ｎ（ｔ），Ｉ
（Ｔ），Ｒ（Ｔ）），再跳到 Ａ０，有 Ｒ０＝ｐ（Ｎ（Ｔ）－Ｉ（Ｔ））
＋（１＋ｐ）Ｒ（Ｔ），Ｎ０＝（１＋ｂ－ｃＮ（Ｔ））Ｎ（Ｔ），Ｉ０＝

（１＋ｂ－ｃＮ（Ｔ））Ｉ（Ｔ），由 Ｎ· ＝－σＮ得到 Ｎ（Ｔ）＝
Ｎ０ｅｘｐ（－σＴ），于是 Ｎ０＝（１＋ｂ－ｅｘｐ（σＴ））ｅｘｐ
（σＴ）／ｃ．

现取Ｐｏｉｎｃａｒé截面Ｓ０＝｛（Ｎ，Ｉ，Ｒ）｜Ｉ＝Ｉ０｝，过
初始点 Ａｋ（Ｎ０＋ｘｋ，Ｉ０，Ｒ０＋ｙｋ）的解为（Ｎ１（ｔ），Ｉ１
（ｔ），Ｒ１（ｔ）），其中 Ａｋ∈Ｓ０．在时刻 Ｔ解到达 Ｂｋ＝
（Ｎ１（Ｔ），Ｉ１（ｔ），Ｒ１（ｔ）），再然后跳到点 Ａｋ＋１（Ｎ０＋
ｘｋ＋１，Ｉ０，Ｒ０＋ｙｋ＋１）．

令ｘ（ｔ）＝Ｎ１（ｔ）－Ｎ（ｔ），ｙ（ｔ）＝Ｒ１（ｔ）－Ｒ（ｔ），
ｚ（ｔ）＝Ｉ１（ｔ）－Ｉ（ｔ）．则ｘ（ｔ），ｙ（ｔ），ｚ（ｔ）满足下面的
关系：

ｘ（ｔ）
ｚ（ｔ）
ｙ（ｔ









）

＝Ｍ（ｔ）

ｘｋ
０
ｙ









ｋ

＋

　　　０
ｏ（｜ｘｋ｜＋｜ｙｋ｜）

ｏ（｜ｘｋ｜＋｜ｙｋ｜









）

（７）

其中Ｍ（ｔ）满足
Ｍ′（ｔ）＝Ａ（ｔ）Ｍ（ｔ），Ｍ（０）＝Ｅ，

Ｍ（ｔ）＝

ｍ１（ｔ） ｍ２（ｔ） ｍ３（ｔ）

ｎ１（ｔ） ｎ２（ｔ） ｎ３（ｔ）

ｕ１（ｔ） ｕ２（ｔ） ｕ３（ｔ









）

，

Ａ（ｔ）＝
　　－σ 　０　 ０

β（Ｒ（ｔ）＋Ｉ（ｔ））Ｉ（ｔ）
Ｎ２（ｔ）

　（βγσ）β（Ｒ（ｔ）＋２Ｉ（ｔ））Ｎ（ｔ） 　βＩ（ｔ）Ｎ（ｔ）

　　　０　 γ　　　　　－（δ＋σ











）

ｍ１（ｔ）＝ｅｘｐ（－σｔ），ｍ３（ｔ）＝０，

ａ（ｔ）：＝β－γ－σ－β（Ｒ（ｔ）＋２Ｉ（ｔ））Ｎ（ｔ）， ，

ｎ１（ｔ）＝ｅｘｐ（∫
ｔ

０
ａ（τ）ｄτ）∫

ｔ

０
（ｅｘｐ（－σｔ）－

　ｕ１（τ））
βＩ（ｔ）
Ｎ（ｔ）ｅｘｐ（－∫

τ

０
ａ（ｓ）ｄｓ）ｄτ，

ｎ３（ｔ）＝－βｅｘｐ（∫
ｔ

０
ａ（τ）ｄτ）∫

ｔ

０

Ｉ（τ）
Ｎ（τ）

×

　ｕ３（τ）ｅｘｐ（－∫
τ

０
ａ（ｓ）ｄｓ）ｄτ，

ｕ１（ｔ）＝ｅｘｐ（－（δ＋σ）ｔ）∫
ｔ

０
ｅｘｐ（（δ＋

　σ）τ）γｎ１（τ）ｄτ，

ｕ３（ｔ）＝ｅｘｐ（－（δ＋σ）ｔ）＋ｅｘｐ（－（δ＋

　σ）ｔ）∫
ｔ

０
ｅｘｐ（（δ＋σ）τ）γｎ３（τ）ｄτ．

由（７）得：

ｚ（Ｔ）＝ｎ１（Ｔ）ｘｋ＋ｎ３（ｔ）ｙｋ＋ｏ（｜ｘｋ｜＋｜ｙｋ｜），

ｘ（Ｔ）＝ｅｘｐ（－σＴ）ｘｋ，

ｙ（Ｔ）＝ｕ１（Ｔ）ｘｋ＋ｕ３ｙｋ＋ｏ（｜ｘｋ｜＋｜ｙｋ｜）．
从而得到Ｐｏｉｎｃａｒé映射：

ｘｋ＋１＝ａ１（Ｔ）ｘｋ＋ａ２（Ｔ）ｘ
２
ｋ

ｙｋ＋１＝ａ３（Ｔ）ｘｋ＋ａ４（Ｔ）ｙｋ＋ｏ（｜ｘｋ｜＋｜ｙｋ｜{ ）

（８）

其中：

ａ１（Ｔ）＝（２ｅｘｐ（σＴ）－１－ｂ）ｅｘｐ（－σＴ），

ａ３（Ｔ）＝（ｐｅｘｐ（－σＴ）－ｐｎ１（Ｔ）＋

　（１－ｐ）ｕ１（Ｔ））

ａ２（Ｔ）＝－ｃｅｘｐ（－２σＴ），

ａ４（Ｔ）＝（１－ｐ）ｕ３（Ｔ）－ｐｎ３（Ｔ）．
式（８）的不动点的特征值为：

λ４＝ａ１（Ｔ），λ５＝ａ４（Ｔ）．

当μ＝μ３＝σ３＝
１
ＴＩｎ（

１＋ｂ
３ ）时，λ４＝ａ１（Ｔ）＝１．

定理３．２　系统在μ＝μ３＝－σ３处发生ｆｌｉｐ分岔．

证明：令珘μ＝μ－μ３＝μ＋σ３，则（８）可以写成：

　ｆ珘μ：( )ｘｙ｜→
（２－３ｅｘｐ（珘μＴ））ｘ－９ｘｅｘｐ（２珘μＴ）

（１＋ｂ）２
ｘ２

ａ３（Ｔ）ｘ＋ａ４（Ｔ）ｙ＋ｏ（｜ｘ｜＋｜ｙ｜









）

可计算出一个限制在中心流形上的映射为：

ｆ：ｘ｜→（２－３ｅｘｐ（珘μＴ））ｘ－
９ｘｅｘｐ（２珘μＴ）
（１＋ｂ）２

ｘ２，在点

（ｘ，珘μ）＝（０，０）处有：ｆ珘μ
２ｆ
ｘ２
＋２ 

２ｆ
ｘ珘μ

＝－６Ｔ≠０，珔ａ

＝１２（
２ｆ
ｘ２
）２＋１３（

３ｆ
ｘ３
）＝ １６２ｃ

２

（１＋ｂ）４
＞０．

由文献［１１］中定理３．５．１可知：系统在μ＝μ３＝－

σ３处发生ｆｌｉｐ分岔，从而 ε＞０，当 μ∈（μ３，μ３＋ε）
时，系统有稳定的正周期－２Ｔ解．定理得证．

４９
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４　数值模拟

在（１）中，取 ｂ＝２．８，Ｔ＝２，δ＝０．４，ｐ＝０．２，ｃ
＝０．２，β＝０．６，γ＝０．５．则μ１＝－σ１≈－０．６６７５，μ２
＝－σ２≈ －０．０８５１，μ３＝－σ３≈ －０．１１８２．显然条
件（５）成立．以μ（－σ）为参数，系统（１）的周期解
的分岔如图１所示，当 μ∈［－１，－０．６６７５］时，系
统有稳定的平凡解，系统在μ＝μ１＝－σ１处发生跨
临界分岔，当μ从μ１左侧变到右侧时，系统出现稳
定的正周期 －Ｔ解，系统在 μ＝μ３＝－σ３处发生
ｆｌｉｐ分岔，由正周期 －Ｔ解分岔出正周期 －２Ｔ解，
很好的验证了定理３．１和定理３．２．图２给出了
（１）在μ＝－σ＝－０．４时的正周期－Ｔ解．

图１　系统（１）关于μ的分岔图

Ｆｉｇ．１　Ｔｈｅｂｉｆｕｒｃａｔｉｏｎｄｉａｇｒａｍｏｆｐｅｒｉｏｄｉｃｓｏｌｕｔｉｏｎｓｏｆｓｙｓｔｅｍ（１）

ｗｉｔｈｒｅｓｐｅｃｔｔｏｐａｒａｍｅｔｅｒμ

图２　μ＝－０．４时的系统（１）的解的时间序列图

Ｆｉｇ．２　ＴｈｅｔｉｍｅｓｅｒｉｅｓｏｆＳ，Ｉａｎｄｏｆ（１）ｗｉｔｈμ＝－０．４

５　结论

本文讨论了对所建的系统在 β＞γ的情形下，
由于参数间的变化使得σ２＜σ３＜σ１下的系统的动
力学性质．随着参数 μ＝－σ的增加，系统在 μ＝

μ３＝－σ３处发生跨临界分岔，由平凡解分岔出正
周期－Ｔ解；在μ＝μ３＝－σ３处发生ｆｌｉｐ分岔，由正
周期－Ｔ解分岔出正周期－２Ｔ解．

随着σ的变化，系统出现不同的稳定周期解，
说明了自然死亡率大小在传染病的控制过程中的

作用，为控制传染病的传播提供了一定的理论依

据．
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