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摘要　研究位形空间中约束力学系统的 Ｌａｇｒａｎｇｅ对称性，给出位形空间中约束力学系统的统一动力学方

程，给出位形空间中约束力学系统统一方程的 Ｌａｇｒａｎｇｅ对称性的判据，得到位形空间中约束力学系统统一

方程的Ｌａｇｒａｎｇｅ对称性导致的守恒量及其存在的条件，并举例说明结果的应用．
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引言

对称性是数学、物理等学科领域内非常重要的

法则之一．对称性理论也是近代分析力学研究的主

要方向之一，Ｎｏｅｔｈｅｒ对称性、Ｌｉｅ对称性和 Ｍｅｉ对

称性一直是对称性理论研究的主要对象．近年来，

人们对 Ｎｏｅｔｈｅｒ、Ｌｉｅ和 Ｍｅｉ对称性的研究成果丰

硕，理论体系已经比较完善，寻求和研究新型对称

性是对称性理论发展的要求．Ｌａｇｒａｎｇｅ对称性作为

新型对称性的一种，相对于 Ｎｏｅｔｈｅｒ、Ｌｉｅ和 Ｍｅｉ对

称性，Ｌａｇｒａｎｇｅ对称性理论不够完善．２０世纪六七

十年代 Ｃｕｒｒｉｅ等对不同自由度［９，１０］Ｌａｇｒａｎｇｅ函数

等价问题的研究是人们对 Ｌａｇｒａｎｇｅ对称性的最早

探索，上世纪７０年代末到９０年代，Ｌｕｔｚｋｙ等对力

学系统的Ｌａｇｒａｎｇｅ函数等价问题做了一系列的研

究［１１１４］，Ｈｏｊｍａｎ将这种 Ｌａｇｒａｎｇｅ函数等价关系称

为Ｌａｇｒａｎｇｅ对称性［１４，１５］，Ｌａｇｒａｎｇｅ对称性现已被推

广到Ｈａｍｉｌｔｏｎ、Ｂｉｒｋｈｏｆｆ等系统［１５２６］．赵跃宇等人是

我国最早研究 Ｌａｇｒａｎｇｅ对称性的学者［１５］．本文根

据力学系统运动微分方程的特点，将广义非完整约

束反力，广义反推力等系统可能受到的力看做一合

力，然后研究两个系统运动微分方程的Ｌａｇｒａｎｇｅ对

称性．以便讨论位形空间中任意两种系统的微分方

程满足 Ｌａｇｒａｎｇｅ对称性的定义和判据，以及 Ｌａ

ｇｒａｎｇｅ对称性导致守恒量的条件和守恒量形式．

１　位形空间中力学系统的统一动力学方程

设某一系统的Ｌａｇｒａｎｇｅ函数为 Ｌ，系统所受非
势力的合力为Ｆ，则系统动力学方程为

ｄ
ｄｔ
Ｌ
ｑｓ
－Ｌ
ｑｓ
＝ｆｓ （１）

另一不同于上述系统的 Ｌａｇｒａｎｇｅ函数为Ｌ，系统所
受非势力合力为Ｆ，则系统动力学方程为

ｄ
ｄｔ
Ｌ
ｑｓ
－Ｌ
ｑｓ
＝ｆ
－
ｓ （２）

其中ｆｓ和 ｆ
－
ｓ分别为系统的广义非势力，广义约束

反力等力的广义合力在广义坐标 ｑｓ方向上的分
量，即
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（４）

２　系统的Ｌａｇｒａｎｇｅ对称性

对于给定系统 （１）和 （２）的两组动力学函数

Ｌ，ｆ和Ｌ，ｆ
－
，定义Ｌｒ和Ｌｒ分别为
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２Ｌ
ｑｒｑｋ
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ｑｒｔ
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其中

Ｗｒｋ＝
２Ｌ
ｑｒｑｋ

，　Ｗｒｋ＝
２Ｌ
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（７）

引入

◇ｒ＝
２

ｑｒｑｋ
ｑ̈ｋ＋

２

ｑｒｑｋ
ｑｋ＋

２

ｑｒｔ
－
ｑｒ

（８）

并称之为Ｌａｇｒａｎｇｅ算子，则
Ｌｒ＝◇ｒ（Ｌ）－ｆｒ， （９）

Ｌｒ＝◇ｒ（Ｌ）－ｆ
－
ｒ （１０）

定义　对于系统 （１）和 （２），如果由动力学函数Ｌ
和ｆ确定的

Ｌｒ＝０ （１１）

的每一个解都满足由动力学函数Ｌ和 ｆ
－
确定的

Ｌｒ＝０ （１２）
反之亦然，则表明两系统之间具有 Ｌａｇｒａｎｇｅ对称
性．

由式 （１０）和 （１２）得
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）， （１３）

其中

ＷｒｋＵ
ｋｒ＝δｋｒ （１４）

把 （１３）式代入 （１１）式，并考虑到 （９）式得
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ｋｌ（ｆ

－
ｌ＋
Ｌ
ｑｌ
－

２Ｌ
ｑｌｑｋ

ｑｋ－
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（１５）

由定义和 （１５）式得
判据：对于系统 （１）和系统 （２），如果两组动

力学函数Ｌ，ｆ
－
和 Ｌ，ｆ满足方程 （１５），则两系统之

间具有Ｌａｇｒａｎｇｅ对称性．

３　Ｌａｇｒａｎｇｅ对称性导致的守恒量

对于两系统的Ｌａｇｒａｎｇｅ对称性有如下命题：
命题 对于系统 （１）和系统 （２），如果两组动

力学函数Ｌ，ｆ和Ｌ，ｆ
－
满足条件

ｆ
－
ｓ

ｑｌ
＝Ａｒｓ
ｆｒ
ｑｌ

（１６）

则系统的Ｌａｇｒａｎｇｅ对称性可导致守恒量
ｔｒ（Ａ）＝ｃｏｎｓｔ， （１７）

其中Ａ为以Ａｒｓ为元素的矩阵，

Ａｒｓ＝ＷｓｋＵ
ｋｒ，　ＷｒｋＵ

ｋｓ＝δｓｒ （１８）
证明：　将 （１８）式代入 （１５）式得

２Ｌ
ｑｌｑｋ

ｑｋ＋
２Ｌ
ｑｌｔ

－Ｌ
ｑｌ
－ｆ
－
ｌ＝

　Ａｒｌ（
２Ｌ
ｑｒｔ

＋ 
２Ｌ

ｑｒｑｋ
ｑｋ－
Ｌ
ｑｒ
－ｆｒ） （１９）

对 （１９）式求关于ｑｓ的偏导数得
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联立 （９）式和 （１１）式得
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将 （２１）式代入 （２０）式得
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对ＡｒｌＷｒｓ求关于ｑｋ的偏导数
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即
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由 （１８）式得
Ｗｌｋ＝Ａ

ｒ
ｌＷｒｋ， （２５）

求 （２５）式关于ｑｓ的偏导数得
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由 （２４）和 （２６）式得
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把 （２７）和 （２８）式代入 （２２）式得
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－
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（３０）
由式 （２８）得

Ａｒｌ
Ｗｒｓ
ｔ
－
Ｗｌｓ
ｔ
＋
Ａｒｌ
ｔ
Ｗｒｓ＝０ （３１）

将 （３１）式代入 （３０）式得

２Ｌ
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－
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ｑｌｑｓ

－
ｆ
－
ｌ

ｑｓ
＝－
ｄＡｒｌ
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　Ａｒｌ（
２Ｌ
ｑｒｑｓ

－ 
２Ｌ

ｑｒｑｓ
－
ｆｒ
ｑｓ
）． （３２）

定义矩阵Ｔ，Ｔ，Ａ，Ｕ，Ｗ，Ｗ，其元素分别为

Ｔ＝ 
２Ｌ

ｑｒｑｋ
－ 

２Ｌ
ｑｒｑｋ

，Ｔ＝
２Ｌ
ｑｒｑｋ

－
２Ｌ
ｑｒｑｋ

，（３３）

Ａ＝（Ａｒｓ），Ｕ＝（Ｕ
ｓｋ），Ｗ＝（Ｗｒｓ），Ｗ＝（Ｗｒｓ）．

（３４）
将条件 （１６），（３３）和 （３４）式代入 （３２）式，得

Ａ·＝－ＴＵ＋ＡＴＵ． （３５）
因为Ｔ和Ｔ为反对称矩阵，Ｕ和Ｗ为对称矩阵，因此
对于任意正整数ｍ有

Ａ·＝（Ａ）ｍ－１＝（－ＴＵ＋ＷＵＴＵ）（Ａ）ｍ－１＝
　－ＴＵ（ＷＵ）ｍ－１＋ＷＵＴＵ（ＷＵ）ｍ－１． （３６）

根据矩阵Ｔ，Ｔ，Ｕ和Ｗ的特性及矩阵迹的性质得
ｔｒ［ＴＵ（ＷＵ）ｍ－１］＝０，ｔｒ［ＷＵＴＵ（ＷＵ）ｍ－１］＝０

（３７）
即

ｔｒ［Ａ（Ａ）ｍ－１］＝０ （３８）
即

ｄ
ｄｔ［ｔｒ（Ａ

ｍ）］＝０ （３９）

可得 （１７）式，命题 得证．

４　算例

设某系统的Ｌａｇｒａｎｇｅ函数为

Ｌ＝１２ｍ（ｔ）（ｑ
２
１＋ｑ

２
２）（ｍ（ｔ）＝ｍ０（１－αｔ），α＝ｃｏｎｓｔ）

（４０）
系统所受各类广义力合力的分量分别为

ｆ１＝－αｍ０ｑ１－
１

１＋ｂ２ｔ２
ｍ（ｔ），

ｆ２＝－αｍ０ｑ２－
１

１＋ｂ２ｔ２
ｍ（ｔ）． （４１）

试研究系统的Ｌａｇｒａｎｇｅ对称性及其导致的守恒量．
则根据 （９）式和 （１０）式得

Ｌ１＝◇１（Ｌ）－ｆ１＝－αｍ０ｑ１＋ｍ（ｔ）̈ｑ１－ｆ１＝

　ｍ（ｔ）（̈ｑ１＋
１

１＋ｂ２ｔ２
） （４２）

Ｌ２＝◇２（Ｌ）－ｆ２＝ｍ（ｔ）（̈ｑ２＋
１

１＋ｂ２ｔ２
）． （４３）

假设有另一系统，其性质与系统（４０）不同，其
Ｌａｇｒａｎｇｅ函数为

Ｌ＝ｍ（ｔ）｛１６（ｑ１＋
１
ｂａｒｃｔａｎｂｔ）

３＋

　１２［ｑ２＋
１
２ｂｌｎ（１＋ｂ

２ｔ２）］２｝ （４４）

其各类广义力合力的分量分别为

ｆ－１＝－αｍ０［
１
２（ｑ１＋

１
ｂａｒｃｔａｎｂｔ）

２］，

ｆ－２＝－αｍ０［ｑ２＋
１
２ｂｌｎ（１＋ｂ

２ｔ２）］． （４５）

则由 （１０）得Ｌ１和Ｌ２分别为

Ｌ１＝◇１（Ｌ）－ｆ
－
１＝－αｍ０［

１
２（ｑ１＋

　１ｂａｒｃｔａｎｂｔ）
２］＋ｍ（ｔ）［（ｑ１＋

１
ｂａｒｃｔａｎｂｔ）×

　（̈ｑ１＋
１

１＋ｂ２ｔ２
）］－ｆ－１ （４６）

Ｌ２＝◇２（Ｌ）－ｆ
－
２＝－αｍ０［ｑ２＋

１
２ｂｌｎ（１＋ｂ

２ｔ２）］＋

　ｍ（ｔ）（̈ｑ２＋
１

１＋ｂ２ｔ２
）］－ｆ－２ （４７）

将 （４５）式代入 （４６）式和 （４７）式，得

Ｌ１＝ｍ（ｔ）［（ｑ１＋
１
ｂａｒｃｔａｎｂｔ）（̈ｑ１＋

１
１＋ｂ２ｔ２

）］＝

　（ｑ１＋
１
ｂａｒｃｔａｎｂｔ）Ｌ１，

Ｌ２＝ｍ（ｔ）（̈ｑ２＋
１

１＋ｂ２ｔ２
）＝Ｌ２． （４８）

并且可以得到

３８
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Ａ１１＝ｑ１＋
１
ｂａｒｃｔａｎｂｔ，

Ａ２２＝１． （４９）
易知 （４５）式和 （４１）式满足条件 （１６），故由命题
得守恒量

ＩＬ＝ｔｒ（Ａ）＝１＋ｑ１＋
１
ｂａｒｃｔａｎｂｔ＝ｃｏｎｓｔ （５０）

５　小结

本文讨论了位形空间中约束力学系统统一动

力学方程的Ｌａｇｒａｎｇｅ对称性理论，给出了位形空间
中约束力学系统统一动力学方程的 Ｌａｇｒａｎｇｅ对称
性判据和导致守恒量的条件以及守恒量形式．本文
给出的结论不仅可以研究同类系统的 Ｌａｇｒａｎｇｅ对
称性，而且可以研究两个不同性质力学微分方程的

Ｌａｇｒａｎｇｅ对称性．当系统方程中的ｆｓ为非完整约束
反力，广义反推力和广义非势力之和时，讨论系统

变为变质量非完整系统，即本文结论为文献［２５］
的结果；当系统方程中的 ｆｓ为非完整约束反力和
广义非势力之和时，则研究系统为非完整系统，本

文结论将与文献［１７］的结果相符．
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