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阻尼运动的动力学逆问题和变分法逆问题

丁光涛

（安徽师范大学物理与电子信息学院，芜湖　２４１０００）

摘要　以阻尼运动为例，研究动力学逆问题和变分法逆问题的特征，以及两者之间的关联．首先，从该运动

的运动规律导出几种对应的运动微分方程，即得到几种不同的作用于质点上的力，并讨论了这几种情况之

间的联系和区别；其次，从其中两种运动微分方程出发，直接构造出相应的 Ｌａｇｒａｎｇｅ函数和函数族；最后，指

出了两种逆问题相组合产生的新结果．
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引言

根据给定的系统运动性质，确定系统的受力情

况，是动力学一类基本问题，这类问题及其各种变

形问题称为动力学逆问题；在质点力学中，已知质

点的运动规律求作用其上的力，是已知作用在质点

上的力求其运动规律问题的逆问题［１３］．变分法逆
问题研究给定的运动微分方程能否从变分原理中

导出，即能否构造出对应的 Ｌａｇｒａｎｇｅ函数，将给定
的方程表示成Ｌａｇｒａｎｇｅ方程形式［４９］．显然，上述两
类逆问题可以组合起来，根据给定的运动性质来构

造Ｌａｇｒａｎｇｅ函数．本文以质点阻尼运动为例，探讨
上述两类逆问题的“灰色”特征，即解的不唯一性，

以及两类问题的组合导致的新情况，对一个特定的

运动存在多种不同的 Ｌａｇｒａｎｇｅ函数，但是，在一般
情况下这些函数可能不全部是等效的．

１　阻尼运动的动力学逆问题

１．１　从运动规律导出作用在质点几种力的函数表达
设质点质量为ｍ，运动规律为

ｘ＝
ｖ０
λ
（１－ｅ－λｔ） （１）

这个规律与线性阻尼运动规律一致，本文中的

阻尼运动就是指按此规律的质点运动．下面导出作
用在质点上的力的函数表达式．将式（１）对时间一

次和二次导数，分别得到

ｘ＝ｖ０ｅ
－λｔ （２）

ｘ̈＝－λｖ０ｅ
－λｔ （３）

利用牛顿运动定律，直接得到结果为

Ｆ１＝ｍ̈ｘ＝－ｍλｖ０ｅ
－λｔ （４）

即质点受到有关大小随时间按指数规律衰减的阻

力作用，其运动微分方程是

ｍ̈ｘ＋ｍλｖ０ｅ
－λｔ＝０ （５）

必须指出，导出的力的函数表达式不是唯一

的，结合式（２）得到
Ｆ２＝－ｍλｘ （６）

即质点受到大小与速度成正比、方向与速度相反的

阻尼力作用，其运动微分方程是

ｍ̈ｘ＋ｍλｘ＝０ （７）
这是通常所说的阻尼运动微分方程．力还可以表示
成坐标ｘ的函数，结合式（１），得到

Ｆ３＝－ｍλ（ｖ０－λｘ） （８）
质点运动微分方程是

ｍ̈ｘ＋ｍλ（ｖ０－λｘ）＝０ （９）
利用是（２）和（８），还能够得到

Ｆ４＝－ｍλ（ｘｅλ
ｔ－λｘ） （１０）

质点运动微分方程是

ｍ̈ｘ＋ｍλｘｅλｔ－ｍλ２ｘ＝０ （１１）
１．２　从阻尼运动说明动力学逆问题的特点

有些文献中认为质点动力学逆问题比正问题
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简单，在数学上是微分问题，从运动规律导出作用

在质点上的（合）力随时间变化的函数关系即可．
但是，从物理方面来看，问题并非如此，实际的作用

力是与时间、位置和速度相关的，要求的是力随这

些因素变化的函数关系，即得到力的变化规律（力

律）．但是，如果只是已知某个特定的运动规律，信
息是不充分的，得到的解不是唯一的．上述导出的
四种不同的作用力Ｆ的函数形式和运动微分方程，
反映了逆问题的“灰色”特性，四种解存在共同点，

都可以导出给定的运动规律，但是，在力律上是有

区别的．对此给出进一步说明如下：
１）四种运动微分方程存在共同的特解，即可

以导出相同的运动规律式（１）．值得注意的是，这
四个相同的特解都对应着同一种初始条件：

ｔ＝０，ｘ＝０，ｘ＝ｖ０ （１２）
２）四种不同的作用力 Ｆ的函数表达式中，式

（４）的Ｆ１和式（８）的 Ｆ３存在相同点，即表达式中
都包含着初始条件ｖ０；而式（６）的 Ｆ２和 式（１０）的
Ｆ４也存在相同点，即表达式中都不包含初始条件
ｖ０．这两种情况是有原则区别的，动力学逆问题的
一般解应当是与初始条件无关的．
３）式（１２）初始条件中，ｔ和 ｘ可以任意赋值，

可以不为０，但是，不同的初值相当于计时原点和
坐标原点的移动，不会带来任何动力学的影响；但

是，ｖ不可任意赋值，因为在阻尼运动中，阻尼力的
力律是大小与速度成正比，方向与速度相反，而这

里的速度实质上是质点相对于媒质的速度，将质点

相对于参考系的速度与相对于媒质的速度等同起

来的条件是媒质相对于参考系静止，换句话说，ｖ
的初值不能通过引入运动参考系的变换来改变的．
４）因此，下面的讨论中，将舍弃力的表达式中

参数与运动初始条件赋值紧密相关的方程（５）和
（９），而只讨论方程（７）和（１１）．后两个方程可以看
作阻尼运动微分方程，质点受到阻尼力作用，方程

（７）中质点只受线性阻尼力作用，方程（１１）中质点
受到变系数阻尼力和有势力的合力作用，从物理方

面来看，这两个方程所代表的系统是不同的．

２　阻尼运动的变分法逆问题

２．１　从运动方程直接构造Ｌａｇｒａｎｇｅ函数的方法
构造Ｌａｇｒａｎｇｅ函数的方法有很多种，本文仅利

用一种从运动方程直接构造 Ｌａｇｒａｎｇｅ函数的方

法［９］．给定一维系统运动微分方程为
ｘ̈＋ｆ（ｔ，ｘ，ｘ）＝０ （１３）

设其Ｌａｇｒａｎｇｅ函数为

Ｌ＝１２ｕ（ｔ，ｘ，ｘ）ｘ
２＋ｖ（ｔ，ｘ）ｘ＋ｖ０（ｔ，ｘ） （１４）

代入Ｌａｇｒａｎｇｅ方程，展开得到

φ̈ｘ＋φ１ｘ＋φ２ｘ
２＋φ３ｘ

３＋φ０＝０
式中

φ＝φ（ｔ，ｘ，ｘ）＝ｕ＋２ｘｕｘ
＋１２ｘ

２２ｕ
ｘ２

φ１＝φ１（ｔ，ｘ，ｘ）＝
ｕ
ｔ
，

φ２＝φ２＝（ｔ，ｘ，ｘ）＝
１
２
ｕ
ｘ
＋

２ｕ
ｔ( )ｘ，

φ３＝φ３（ｔ，ｘ，ｘ）＝
１
２
２ｕ
ｘｘ

，

φ０＝φ０（ｔ，ｘ）＝
ｖ１
ｔ
－
ｖ０
ｘ

（１５）

将方程（１４）改写成如下形式
　 ｘ̈＋（φ１／φ）ｘ＋（φ２／φ）ｘ

２＋（φ３／φ）ｘ
３＋φ０／φ＝０

比较方程（１３），得到
（φ１／φ）ｘ＋（φ２／φ）ｘ

２＋（φ３／φ）ｘ
３＋φ０／φ＝

　ｆ（ｔ，ｘ，ｘ） （１６）
根据ｆ（ｔ，ｘ，ｘ）的具体形式，引入辅助条件，解

方程（１６），得到ｕ（ｔ，ｘ，ｘ），ｖ１（ｔ，ｘ）和 ｖ０（ｔ，ｘ）从而
构造出（１５）式中函数 Ｌ．应当指出，对一维系统利
用规范等效变换，适当选择规范变换函数，总可以

使函数ｖ１或ｖ０中的一个变换为零，从而简化求解．
在具体问题中可以对函数 ｕ的宗量作６种不

同的设定，导出对应的特殊解法．
１．设ｕ＝ｕ（ｔ），由（１５）和（１６）式得

φ＝ｕ（ｔ），φ１＝
ｄｕ
ｄｔ，φ２＝φ３＝０

ｄｕ
ｄｔ( )／ｕｘ＋φ０／ｕ＝ｆ（ｔ，ｘ，ｘ） （１７）

２．设ｕ＝ｕ（ｘ），由（１５）和（１６）式得

φ＝ｕ（ｘ），φ１＝φ３＝０，φ２＝
１
２
ｄｕ
ｄｔ，

１
２
ｄｕ
ｄｔ( )／ｕｘ２＋φ０／ｕ＝ｆ（ｔ，ｘ，ｘ） （１８）

３．设ｕ＝ｙ（ｘ），由（１５）和（１６）式得

φ＝φ（ｘ）＝ｕ＋２ｘｄｕｄｘ＋
１
２ｘ

２ｄ２ｕ
ｄｘ２
，

φ１＝φ２＝φ３＝０，φ０／φ＝ｆ（ｔ，ｘ，ｘ） （１９）

９６
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４．设ｕ＝ｕ（ｔ，ｘ），由（１５）和（１６）式得

φ＝ｕ，φ１＝
ｕ
ｔ
，φ２＝

１
２
ｕ
ｘ
，φ３＝０，

ｕ
ｔ( )／ｕｘ＋１２ ｕｘ( )／ｕｘ２＋φ０／ｕ＝ｆ（ｔ，ｘ，ｘ）（２０）
５．设ｕ＝ｕ（ｔ，ｘ），由（１５）和（１６）式得

φ＝ｕ＋２ｘｕｘ
＋１２ｘ

２２ｕ
ｘ２
，

φ１＝
ｕ
ｔ
，φ２＝

１
２
２ｕ
ｔｘ
，φ３＝０

ｕ
ｔ
／( )φｘ＋１２ ２ｕ

ｔｘ
／( )φｘ２＋φ０／ｕ＝ｆ（ｔ，ｘ，ｘ）

（２１）

６．设ｕ＝ｕ（ｘ，ｘ），由（１５）和（１６）式得

φ＝ｕ＋２ｘｕｘ
＋１２ｘ

２２ｕ
ｘ２
，

φ１＝０，φ２＝
１
２
ｕ
ｘ
，φ３＝

１
２
２ｕ
ｘｘ

，

１
２
ｕ
ｘ
／( )φｘ２＋１２ ２ｕ

ｘｘ
／( )φｘ３＋

　φ０／φ＝ｆ（ｔ，ｘ，ｘ） （２２）

２．２　阻尼运动的Ｌａｇｒａｎｇｅ函数
首先，讨论线性阻尼运动，其运动微分方程为

（为简化取ｍ＝１）
ｘ̈＋λｘ＝０　（λ＞０，为常数） （２３）
应用特殊解法１，可得

ｕ＝ｕ（ｔ）＝ｅλｔ，φ０＝０，Ｌ＝
１
２ｅ

λｔｘ２ （２４）

应用特殊解法３，可得

ｕ＝２ｘｌｎｘ，φ０＝λ

从φ０＝λ，可得到不同的解，如

ｖ１＝０，ｖ０＝－λｘ；

ｖ′１＝λｔ，ｖ′０＝０；

ｖ＂１＝
１
２λｔ，ｖ＂０＝

１
２λｔ，等等．

对应地，一组规范等效的Ｌａｇｒａｎｇｅ函数为
Ｌ＝ｘｌｎｘ－λｘ， （２５）
Ｌ′＝ｘｌｎｘ＋λｔｘ （２６）

Ｌ＂＝ｘｌｎｘ＋１２λｔｘ－
１
２λｘ． （２７）

应用特殊解法５，设ｕ＝ｕ（ｔ，ｘ），则有

ｕ
ｔ
ｘ＋１２

２ｕ
ｔｘ
ｘ２＋φ０＝

　λｘ（ｕ＋２ｘｕｘ
＋１２ｘ

２２ｕ
ｘ２
） （２８）

方程（２８）存在一个解族

ｕ＝２ｅ
－λｔ

ｘ２
Ｆ（ｘｅλｔ＋ｃ０），φ０＝０ （２９）

其中ｃ０是常数，Ｆ＝Ｆ（ξ）＝Ｆ（ｘｅλ
ｔ＋ｃ０）是对其宗量

ξ任意的光滑函数，但要求ｄ２Ｆ／ｄξ２≠０．与（２９）式ｕ

对应的是阻尼运动的一个Ｌａｇｒａｎｇｅ函数族［１０，１１］

Ｌ＝ｅ－λｔＦ（ｘｅλｔ＋ｃ０） （３０）
当Ｆ取不同函数形式时，就得到一系列不同而等效
的Ｌａｇｒａｎｇｅ函数，例如

Ｌ＝ｘｎｅ（ｎ－１）λｔ　（ｎ≠０，１） （３１）

Ｌ＝（ｘｅ２λｔ＋ｅλｔ）－１ （３２）

Ｌ＝
ｎ
ｘｎ＋ｅ－ｎλ槡

ｔ （３３）
等等．应当指出（２６）式中Ｌ′也属于这个函数族．

应用特殊解法 ６，设 ｕ＝ｕ（ｘ，ｘ），可以求解，
（２５）式中Ｌ就是特解之一．应用一般解法，设ｕ＝ｕ
（ｔ，ｘ，ｘ），也可求解，（２７）式中Ｌ＂就是一个特解．

其次，计算变系数阻尼运动的 Ｌａｇｒａｎｇｅ函数，
其运动微分方程为（ｍ＝１）

ｘ̈＋λｘｅλｔ－λ２ｘ＝０ （３４）
这个方程比方程（２３）复杂，但是，应用特殊解法１，
仍然可以解出

ｕ＝ｅｘｐ（－ｅｘｐλｔ），ｖ１＝０，

ｖ０＝
１
２λ

２ｕｘ２＝１２λ
２ｘ２ｅｘｐ（－ｅｘｐλｔ） （３５）

即Ｌａｇｒａｎｇｅ函数为

Ｌ＝１２（ｘ
２＋λ２ｘ２）ｅｘｐ（－ｅｘｐλｔ） （３６）

这个 Ｌａｇｒａｎｇｅ函数与线性阻尼运动的 Ｌａ
ｇｒａｎｇｅ函数没有等效关系，由它们导出的运动方程
的解并不等价，仅仅在特殊的初始条件下有一个共

同的特解（１）．

３　结论和讨论

本文以运动规律（１）表示的阻尼运动为例，讨
论动力学逆问题、变分法逆问题和两者的组合问题

的特点．

⑴．这个实例清楚地表明了动力学逆问题的
“灰色”特点，已知信息不充分，导致结果不确定．
即使对简单的一维运动而言，导出的几种力律也是

不同的，运动微分方程不是等价的，对应著物理上

０７
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不同的系统．

⑵．变分法逆问题的解，即使对同一个运动微
分方程，导出的 Ｌａｇｒａｎｇｅ函数也可能不是唯一的．
线性阻尼运动的 Ｌａｇｒａｎｇｅ函数和函数族说明了这
个特点，但是，这些Ｌａｇｒａｎｇｅ函数是等效的．

⑶．两类逆问题是相关联的，它们的组合问题
产生新的特点．由于动力学逆问题可以导出不相同
且不等价的运动微分方程，使得变分法逆问题从不

同的微分方程出发，构造得到的 Ｌａｇｒａｎｇｅ函数更
多，这些函数中有些是等效的，它们对应着同一个

方程，有些函数分别对应着不等价的方程，它们之

间没有通常的等效关系．
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