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摘要　昼夜节律生物钟是在分子水平上产生的以２４小时为周期的内在节律振子，大量的遗传信息和复杂

的分子环路使得人们能在系统的角度对昼夜节律生物钟进行理论研究．数学模型有助于我们理解产生生物

钟振子的分子调控机制及其动力学特性．通过数值模拟，数学模型可以分析关键参数在系统中的作用、预测

新的行为以供实验进一步验证，也可以为实验中的直观发现提供合理的解释，或者揭示生物钟分子机制的

设计原理．本文总结了一些昼夜节律生物钟的数学模型，讨论并阐述了数学模型的建立和分析以及数学模

型的优势及局限性．这个论述将为研究昼夜节律生物钟提供广泛的参考，同时为进一步了解数学模型在生

命系统研究中的作用提供借鉴．

关键词　昼夜节律，　生物钟，　数学建模，　振子，　微分方程

ＤＯＩ：　１０．６０５２／１６７２６５５３２０１３０９９

引言

生物理论模型的发展具有很长的历史，早在遗

传学和分子生物学出现之前，人们就利用概念上的

数学模型来研究生物群体和生物系统中的一些现

象特征．随着生命过程中复杂动力学分子调控机制
的发现，人们基于实际的调控过程建立了详细的模

型．从神经元活性到代谢、细胞周期、昼夜节律生物
钟等细胞过程，人们建立了各种各样的动力学模

型，这些模型仍然是理论研究的焦点．
生物钟的基因调控网络是由一些钟基因和蛋

白以及它们之间的调控作用、转录、后转录（比如多

磷酸化、蛋白复合物的形成等）组成．目前，已经发
现了几种由正负反馈环组成的转录机制［１］，这些环

路使得单个细胞能产生以２４小时为周期的节律振
子，细胞间的耦合机制使得细胞振子在组织水平上

达到同步［２，３］．昼夜节律生物钟涉及到有机体的各
个不同水平，遗传学家、分子生物学家、结构生物学

家、生理学家和数学家等都对生物钟进行了广泛的

研究．早在第一个时钟基因被发现之前，数理学者
们就在探索生物钟建模的方法．在１９６０年前，有关

昼夜节律生物钟的文献就有６００多篇［４］．现在，生
物钟的理论模型已经成为理解复杂昼夜节律生物

钟的一个普遍而有效的方法．
数学模型可以帮助我们在单个细胞和细胞群体

之间掌握和理解昼夜节律生物钟的动力学特征．通
过数值模拟，数学模型可以分析关键参数在系统中

的作用，可以预测在没有被实验验证的条件下的系

统行为．数学模型也可以为实验中的直观发现提供
合理的解释，或者揭示生物钟分子机制的设计原理．

尽管可以利用数学模型和计算机等工具来研究

生命系统，但是没有现成的方法构建数学模型．实际
上，当我们要写方程构建模型时，有很多问题需要考

虑．建模时所做的选择不仅取决于所研究的生物问
题，也与建模人员的专业背景和经验有关．本文将介
绍用来研究昼夜节律生物钟动力学性质的各类模型

以及分析模型的方法，然后介绍数学模型在研究生

物钟中的优势、局限性和未来面临的挑战．

１　模型建立

１．１　模型框架
每年都有几百篇论文报到新的钟基因的发现、
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新的基因突变以及新的调控关系等，但是在昼夜节

律生物钟研究中并不能包含所有的信息．建立数学
模型需要收集和整合所研究系统涉及到的各种信

息，区分出系统的关键成分，并从中找出系统各个

成分之间的关键作用和连接．在昼夜节律生物钟领
域，为了建立模型甚至在写方程之前，要画一个包

含这些信息的框架图．
构建框架要求我们认清系统中各组成成分之

间相互作用的本质并整理不同的分子过程．比如：假
定一个蛋白可以被磷酸化并在细胞核中担任转录因

子．这个信息或许来自不同的文献，但是我们并不清
楚到底是这个蛋白先进入细胞核再磷酸化还是磷酸

化之后再进入细胞核．建立模型就要将各种不同的
分子过程进行连接和整理．另外一个问题是如何处
置蛋白复合物．为了降低模型的复杂度，我们需要识
别哪些蛋白复合物在生物钟中起关键作用［５］．对这
类问题实验证据的缺失使得研究者们或者考虑简化

后的模型（比如不区分细胞质和细胞核中蛋白的形

式，并且只考虑有限几个蛋白复合物），或者需要验

证或辨别各种模棱两可的生物学机制．
１．２　从框架到方程

一旦有了模型框架，我们要将其转化成数学方

程．方程通常用来描述关键化合物（变量）的浓度
或活性随时间的演化过程．模型可以是概念上的
（也就是一般意义上的）也可以是根据生物有机体

的精确生命过程建立起来的［６］．通常，模型是由描
述变量动力学特性的常微分方程组成的方程组，模

型类型见表１［７］．
相振子方程是最抽象最直观的一类模型，其中

变量是振子的振幅和相位，这类方程可以独立于分

子机制来描述振子的动力学行为．相振子方程可以
用来研究一般的动力学特性，比如相响应曲线［８］、

日常光照的导引［９］、耦合振子的同步［１０］、或为实验

数据提供合理的解释［１１］．另外一类是现象模型，其
中的变量和参数与分子化合物没有直接联系，这类

方程可以用来研究振子的一般特性．ＶａｎｄｅｒＰｏｌ模
型是一个物理模型［１２］，研究者将其适当修改以产

生节律周期以及响应光照的导引，用来描述昼夜节

律生物钟［１３］，进而研究哺乳动物生物钟振子的重

置特性［１４］、蓝藻生物钟振子与细胞分裂振子之间

的相互作用［１５］以及生物钟振子的同步［１６］．
早在昼夜节律生物钟的分子机制被揭示之前，

研究者们就为生物钟提出了一般的分子模型，其中

最著名的就是由 Ｇｏｏｄｗｉｎ于１９６５年提出的 Ｇｏｏｄ
ｗｉｎ振子模型［１７］，该模型是一个含有一个负反馈环

的最小的振子模型．二十世纪九十年代，果蝇和脉
孢菌的生物钟转录调控的负反馈环被第一次证

实［１８，１９］．随后，Ｒｕｏｆｆ及其合作者在 Ｇｏｏｄｗｉｎ振子的
基础上建立了其微分方程模型［２０］．这个简单的模
型或其变形，至今仍被用来分析核心节律振子的根

本性质或者耦合节律振子的同步问题［２１－２３］．
表１　昼夜节律生物钟数学模型的分类
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随着分子生物学的发展，生物钟的分子机制越

来越清楚，反映生物细节的模型也越来越多．随着
新的时钟基因和蛋白的发现，基于分子机制的模型

也在不断被更新．模型中用５个到７０个不等的变
量描述参与生物钟的 ｍＲＮＡ和蛋白的浓度，浓度
的演变方程是基于合成（转录或翻译）、降解、修正

（磷酸化等）、复合物的合成或分解以及细胞成分

的传输等建立的．这些过程的动力学是基于标准的
生化反应以及酶动力学来建立的，一般用Ｍｉｃｈａｅｌｉｓ
－Ｍｅｎｔｅｎ方程或者 Ｈｉｌｌ函数来描述，模型中的参
数分别代表合成率或降解率、传输率、结合亲和力

等．目前，对哺乳动物、脉孢菌、果蝇、拟南芥和蓝藻
等生物的生物钟已经有大量的计算模型［２４－３０］．详
细的数学模型是依据详细的生物学机制建立的，模

型变量个数较多，在此就不列出，可查阅相关文献．
建模方法的选择取决于所研究的问题．一般的

７５
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模型用来研究昼夜节律生物钟的一般特性，比如大

量振子之间的耦合，或者研究受生物钟调控的现

象．在这些问题中，能产生昼夜节律振子的模型很
重要，但是相关的分子机制却不是必需的．反之，如
果研究的是生物钟的结构与相响应曲线的形状之

间的关系，或者是某个基因突变对生物钟的影响，

我们则需要一个详细的模型来明确地描述光照的

作用或者与突变相关的参数．

２　模型的分析

２．１　数值模拟及参数的选取
大部分的模型中都包含若干个变量，其时间演

化方程中含有 Ｍｉｃｈａｅｌｉｓ－Ｍｅｎｔｅｎ方程以及 Ｈｉｌｌ函
数等非线性项．当变量个数较多时，这类方程一般不
能通过分析的方法求解．这就需要用数值模拟的方
法求系统的数值解，进而研究系统的动力学性质．然
而，数值模拟要求方程中的每个参数的值取定，这个

要求往往是比较难办．因此，大家通常关注系统在不
同参数取值条件下的动力学行为，分岔图是研究系

统动力学与控制参数之间关系的一个有力工具．
目前有许多软件可以用来对非线性微分方程

组进行数值模拟求数值解．其中被建模者用的较多

的软件是 ＸＰＰＡＵＴ［３１］，该软件可以提供各种综合

方法，并且可以用该软件画分岔图．其它软件还有

Ｇｒｉｎｄ［３２］、ＢｅｒｋｅｌｅｙＭａｄｏｎｎａ和 ＣＯＰＡＳＩ，以及程序

语言比如Ｍａｔｌａｂ或 Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃａ．
系统的动力学行为依赖于参数取值，但是我们

并不能通过改变参数取值得到系统任意的动力学

行为，只能根据系统的一些特征把参数的取值缩小

到一定范围内．为了得到极限环振子，系统应该包
含一个负反馈环以及非线性项．在选取参数时除了
要考虑周期近２４小时外，其它的实验发现也需要
考虑，比如振子的振幅、变量之间的相关系、突变的

影响、被光照的导引以及相响应曲线等．满足条件
的参数值往往是通过手工微调得到的，有时也用自

动化方法来选取参数值，这种方法一般依赖于最优

化方法．找到一组合适的参数值也不是永远有效，
只是能使系统产生具有鲁棒性的振子，当参数在一

定范围内变化时，其周期和振幅不变或者只有轻微

的变化．为了量化参数变化的影响，研究者们提出

几种敏感性分析并且应用在节律模型中［３３］．

２．２　极限环振子、分岔图及相响应曲线
昼夜节律振子是一种内在的周期活动，即使在

没有外界刺激下，节律仍然存在．昼夜节律生物钟
表现出的振子行为是系统自身产生的自维持振子，

而不是系统被动地响应外界周期环境信号产生的．
大部分的昼夜节律生物钟模型都产生极限环振

子，其特点是有特定的周期和振幅，且与初始条件无

关．极限环振子使得系统在环境小扰动下具有鲁棒
性．尽管在实验中发现的振子类型可能依赖于细胞
类型、组织以及环境条件等，很难被刻画，但是理论

学家们一般都用极限环模型来刻画它们［３４，３５］．
通常极限环的特征随着参数值变化而变化，这

种变化可以通过分岔图展示出来．分岔图描述的是
振子的振幅或者是变量的最大值、最小值或者是振

子的周期与控制参数的函数关系．通过数值模拟可
以画出每个变量关于控制参数的分岔图，如果系统

收敛到稳态，则变量的最大最小值将在分岔图上重

合成一个点．振子形状的变化以及周期随着控制参
数的变化不仅依赖于系统的结构，也依赖于其他参

数值，单纯的直观预测是很难得到的．
２．３　光照导引及相响应曲线

在昼夜节律研究中，光照始终是一个至关重要

的因素．在自然条件下，生物有机体受到日夜交替
的周期光照影响．为了适应这种周期环境，昼夜节
律生物钟被光照周期导引（当振子周期等于光照周

期时，称系统被导引）．
光照对模型的影响可以通过调整与光照相关

的参数值进行模拟．比如，为了模拟日夜交替光照
对哺乳动物生物钟振子的影响，ｐｅｒ基因的转录速
率在白天取较大的值，在晚上取较小的值．换句话
说，通过对模型中依赖于光照的转录速率加一个周

期驱动来模拟日夜交替的周期光照．当节律振子被
周期驱动导引时，相对于外部驱动而言，振子的相

位是固定的，也称振子被相锁．通常，当日夜交替周
期光照的周期与节律振子的周期非常接近时，周期

振子可以被导引并与周期光照信号相锁［３６］．当周
期光照信号的振幅比较小或者其周期与节律振子

周期差别较大时，振子不能被导引而表现出非规则

振动及非相锁等复杂的动力学行为．
光照脉冲通常诱导振子的相变，脉冲加入系统

可能导致振子的相位超前或滞后．相变的符号和振
幅关于加入脉冲时刻的函数图像称为相响应曲线

８５
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（ＰＲＣ），该曲线是光照对生物钟的影响独有的特
征．光照脉冲可以通过在一个短时间周期内提高相
关参数的值来实现．相变可以通过比较振子在光脉
冲下的相位以及没有光脉冲下的相位得到．画出相
变和脉冲加入时刻之间的函数关系就得到相响应

曲线，并且可以将画出的相响应曲线与实验得到的

相响应曲线对比［３７］．

３　模型评价

３．１　模型的优势
理论模型可以提供新的方法用来研究复杂系

统的动力学特征，并且有助于解释很难被实验解释

的一些热点问题．数学模型已经被用于研究昼夜节
律生物钟的基本特征以及生物钟与生理和行为之

间的关系［３８］．
模型的另一个优势是可以突出生物系统基本

的设计原理．比如节律振子必须对温度、参数变化
或者分子噪声鲁棒，这与其它遗传振子是类似的，

于是这些不同的系统可以共享共同的调控结

构［３９，４０］．研究发现，许多振子都是由相锁的正负反
馈环组成．通过对这些系统的系统性研究，我们可
以根据它们的正负反馈环回路的拓扑结构对它们

进行分类［３９］，并且将它们基本的动力学性质（比

如：正弦振子或松弛振子、分岔结构、周期的可调

性、鲁棒性等等）与拓扑类型相对应［３９，４０］．
３．２　模型的局限性

模型最普遍的局限性是方程的类型以及参数值

的选取都是任意的．分子模型是基于确定的基因调
控过程建立的，而分子机制的精确过程通常是不知

道的．经常用Ｍｉｃｈａｅｌｉｓ－Ｍｅｎｔｅｎ和Ｈｉｌｌ函数是因为
饱和度和动力学阈值是酶动力学过程的现实描述，

并且它们提供了产生极限环和其它非平凡行为所必

需的非线性，但是这些描述背后的假设却很少被证

明是满足的．分子水平上的理论模型可以研究昼夜
节律生物钟量化的动力学性质，而量化数据（如参数

值、绝对浓度或分子数量）很少可以被利用．因此，不
可能为昼夜节律生物钟建立一个精确的模型．

昼夜节律生物钟的大部分模型是常微分方程

模型，这些模型都忽略了细胞的空间结构．这些模
型隐含的假设是ｍＲＮＡ和蛋白分子可以在细胞内
自由移动．然而，细胞内是非常拥挤的，细胞过程在
空间中被高度组合．空间和扩散似乎在细胞系统的

动力学中起了关键作用．忽略扩散或许是一个粗略
的近似，这种近似使得量化模型变得具有很大争

议．然而，预测行为和实测数据之间的良好匹配可
以提高模型及其动力学特征的可信赖度．

最后，我们不得不认识到，再具体的模型都不可

能对问题给出非常明确的回答．然而，它可以提供新
的思路供我们思考．尽管正反馈环在昼夜节律振子中
的作用没有明确解释，但是不同的模型都可以对这些

环路的作用提供可能的提示，比如提高系统对参数变

化的鲁棒性、增加周期的可调性等等．所以，模型使得
我们可以从一个新的角度看待和思考问题．

４　结论

本文提到的不同模型说明生物钟的复杂结构

和它的动力学特征之间存在着难以理解的关系．目
前，仍有很多公开的问题有待解决．针对昼夜节律
生物钟分子机制的建模越来越多，随着模型的发

展，新的挑战也逐渐浮出．分子模型不断地被加入
最新的实验数据，变得越来越具体．利用这些模型
可以研究节律中非常明确的问题，比如具体的突变

或者某个特定磷酸化的作用．最近的细胞模型不仅
包含了生物钟的基因调控网络，而且还包含了相关

的成分，比如神经递质、信号通路、钙和其它离子的

传输过程［４１］．未来的模型将把详细的分子机制与
实际的细胞网络结构相结合，这种模型毫无疑问地

将为昼夜节律生物钟的功能提供新的观点．
近年来，越来越多的昼夜节律研究的实验团队

与建模协力进行实验研究．基于新的实验数据模型
得以进一步改进，并且基于模型的实验也将带来新

的数据，这样的相互促进迭代过程在昼夜节律研究

中越来越普遍．建模也成了合成生物学中的关键步
骤，研究者们已经从实验上设计和构造出了人造生

物钟［４２］．设计一个鲁棒可调的生物钟显然依赖于
在生物钟建模中所获取的所有知识．
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