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摘要　主要针对一类节点为分数阶混沌系统的复杂网络混合投影同步进行研究．基于分数阶系统的稳定性

理论和非线性反馈控制方法，通过设计有效的控制器，实现了不同节点的复杂网络的混合投影同步，并给出

了实现投影同步的充分条件，不仅从理论上分析了该控制器可以使复杂网络系统实现投影同步，而且大量

的数值模拟证明所设计控制器的正确性和有效性．
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引言

自从复杂网络的小世界特性和无标度特性被发

现以来［１－２］，复杂网络就吸引了大量自然科学和工

程应用领域方面的科研人员关注［３－４］．其主要原因
是复杂网络已经广泛应用于实际生活中，例如经济

系统、因特网、生物神经网络以及大型机器人系统

等．复杂网络的应用，不仅简化了系统的控制方法，
而且节省了大量的能源和经费，作为复杂网络的一

个重要动态特性，同步已经得到了广泛的研究，并

且存在着大量的复杂网络同步结果．过去十几年，
许多关于混沌同步的控制方法已被提出，文献［５］
研究了复杂网络的带有耦合延迟的全局同步，接

着，文献［６］基于牵引控制，讨论了一类较为一般
的复杂网络系统的同步问题，提出了一种简化近似

公式来估计牵制结点个数和未知的耦合强度等．
然而，研究复杂网络的同步成果，考虑的节点

大多数为整数阶导数，近几年来，分数阶微积分的

应用领域越来越广泛，分数阶模型更加准确地刻画

实际系统的物理现象，２０１０年，房建安等研究了加
权网络的牵引控制问题［７］，给出了分数阶动力学网

络的控制性能与分数阶次，以及耦合强度的关系，

随后，很多学者研究了复杂网络的同步问题［８］．然
而，分数阶复杂网络的同步控制问题还处于起步和

探索阶段，有许多问题值得去研究．

本文基于分数阶系统的稳定性理论，主要讨论

分数阶混沌动力学网络的混合投影同步控制问题，

给出了一类具有不同节点的分数阶混沌动力学模

型，为使得该类网络达到混合投影同步，设计了非

线性控制器，并得到了实现同步的充分条件，数值

仿真结果进一步验证了所提方法的有效性．

１　准备知识和问题描述

目前为止，已经有多种分数阶微分的定义，常

用的是Ｒｉｅｍａｎｎ
!

Ｌｉｏｕｖｉｌｅ和Ｃａｐｕｔｏ定义，由于后
者更适合描述分数阶微分方程的初值问题，因此，

本文采用Ｃａｐｕｔｏ定义，简单描述如下

Ｄαｆ（ｔ）＝
１

Γ（ｎ－α）∫
ｔ

ｔ０
（ｔ－τ）α－ｎ＋１ｆ（ｎ）（τ）ｄτ

（１）
其中Γ（·）表示Ｇａｍｍａ函数．

考虑一般的分数阶线性微分方程［９］

ＤｑＸ＝ｆ（Ｘ），　ＤｑＸ＝ＡＸ （２）
其中Ｘ∈Ｒｎ，Ａ∈Ｒｎ×ｎ，０＜ｑ≤１．
对于线性分数阶系统（２），若｜ａｒｇ（λｉ（Ａ））｜＞ｑπ／２
成立，则分数阶系统（２）渐近稳定．

我们考虑含有Ｎ个节点的分数阶动力学网络
如下：

Ｄｑｘｉ（ｔ）＝Ｆｉ（ｘｉ（ｔ））＋∑
Ｎ

ｊ＝１
ｃｉｊΓｘｊ（ｔ），



第１期 杨丽新等：分数阶复杂网络的混合投影同步研究

ｉ＝１，…，Ｎ （３）

其中 ｑ∈（０，１］；ｘｉ（ｔ）＝（ｘｉ１（ｔ），ｘｉ２（ｔ），…，ｘｉｎ
（ｔ））Ｔ∈Ｒｎ分别表示第ｉ个节点动力学系统的阶数

和状态变量，Ｆｉ：Ｒ
ｎ→Ｒｎ是非线性连续函数，用来

描述第 ｉ个节点的动力学行为，Γ是内部耦合矩

阵，Ｃ＝（ｃｉｊ）Ｎ×Ｎ∈Ｒ
Ｎ∈Ｎ是外部耦合矩阵，表示网络

的拓扑结构和耦合强度，矩阵元素 ｃｉｊ定义如下：如

果节点ｉ和节点 ｊ之间有边连接且（ｉ≠ｊ），则 ｃｉｊ＞

０，否则，ｃｉｊ＝０（ｉ≠ｊ），矩阵Ｃ的对角元素定义如下：

ｃｉｉ＝－∑
Ｎ

ｊ＝１，ｉ≠ｊ
ｃｉｊ　（ｉ＝１，２，…，Ｎ）

假设复杂网络的孤立节点的解满足下式 ：

Ｄｑｓ（ｔ）＝Ｇ（ｓ（ｔ）） （４）

其中Ｇ：Ｒｎ→Ｒｎ是非线性光滑函数．ｓ（ｔ）可以是一

个稳定点，或者周期解，也可以是混沌轨迹．
定义１　对于给定的分数阶复杂网络（３），若存在

一个非零矩阵Λ，使得ｌｉｍ
ｔ→∞
‖ｅｉ（ｔ）‖＝ｌｉｍ‖ｘｉ（ｔ）－

Λｓ（ｔ）‖＝０，ｉ＝１，２，…，Ｎ成立，即复杂网络实现

了混合投影同步，其中，Λ＝ｄｉａｇ（λ１，λ２，…，λｎ）称

为标度矩阵，λｉ表示标度因子．

假设１　假设存在正的常值 Ｌ，满足不等式‖ｆ（ｙ）
－ｆ（ｘ）‖≤Ｌ‖ｙ－ｘ‖，其中ｘ和ｙ是时变向量．

２　主要结果

我们考虑如下受控的分数阶复杂网络

Ｄｑｘｉ（ｔ）＝Ｆｉ（ｘｉ（ｔ））＋∑
Ｎ

ｊ＝１
ｃｉｊΓｘｊ（ｔ）＋ｕｉ（ｔ）

　　（ｉ＝１，２，…，Ｎ） （５）

其中，ｕｉ（ｔ）∈Ｒ
ｎ（ｉ＝１，２，…，Ｎ）是待设计的非线性

控制器．
为了设计控制器的方便，我们可把目标节点和

分数阶网络系统重新写成如下形式

Ｄｑｓ（ｔ）＝Ｂｓ（ｔ）＋ｇ（ｓ（ｔ）） （６）

Ｄｑｘｉ（ｔ）＝Ａｉｘｉ（ｔ）＋ｆｉ（ｘｉ（ｔ））＋

　∑
Ｎ

ｊ＝１
ｃｉｊΓｘｊ（ｔ）＋ｕｉ（ｔ）（ｉ＝１，２，…，Ｎ） （７）

式中，Ａｉ，Ｂ∈Ｒ
ｎ×ｎ，ｇ（ｓ（ｔ））和ｆｉ（ｘｉ（ｔ））分别是参考

轨迹和第ｉ个节点动力学系统的的非线性部分．
定义误差向量

ｅｉ（ｔ）＝ｘｉ（ｔ）－Λｓ（ｔ）　（ｉ＝１，２，…，Ｎ） （８）

我们可以得到具体的误差动力学系统如下：

Ｄｑｅｉ（ｔ）＝Ａｉｅｉ（ｔ）＋ｆｉ（ｘｉ（ｔ））＋∑
Ｎ

ｊ＝１
ｃｉｊΓｅｊ（ｔ）－

　Λｇ（ｓ（ｔ））＋（Ａｉ－Ｂ）Λｓ（ｔ）＋ｕｉ（ｔ） （９）
我们的目标是设计合适的控制器 ｕｉ（ｔ），使得误差
系统在原点稳定．为此，我们设计如下的控制器，以
定理形式给出．
定理１　对于给定的标度矩阵 Λ和初值条件 ｘｉ
（０），ｓ（０），若设计如下的控制器

ｕｉ（ｔ）＝－ｆｉ（ｘｉ（ｔ））－（Ａｉ－Ｂ）Λｓ（ｔ）＋
　Λｇ（ｓ（ｔ））－ｋｉｅｉ（ｔ），ｉ＝１，２，…，Ｎ （１０）

式中，Λ＝ｄｉａｇ（λ１，λ２，…，λｎ）是标度矩阵，ｋｉ是正
的反馈增益，则分数阶网络（７）可以实现混合投影
同步．
证明：　根据误差向量的定义

ｅｉ（ｔ）＝ｘｉ（ｔ）－Λｓ（ｔ），　ｉ＝１，２，…，Ｎ （１１）
把控制器（１０）式代入（９）式，得到下式：

Ｄｑｅｉ（ｔ）＝Ｄ
ｑ
ｘｉ（ｔ）－ΛＤ

ｑ
ｓ（ｔ）＝Ａｉｘｉ（ｔ）＋

　ｆｉ（ｘｉ（ｔ））＋∑
Ｎ

ｊ＝１
ｃｉｊΓｘｊ（ｔ）－ｆｉ（ｘｉ（ｔ））－（Ａｉ－

　Ｂ）Λｓ（ｔ）＋Λｇ（ｓ（ｔ））－ｋｉｅｉ（ｔ）－Λ（Ｂｓ（ｔ）＋

　ｇ（ｓ（ｔ）））＝Ａｉｅｉ（ｔ）＋∑
Ｎ

ｊ＝１
ｃｉｊΓｅｊ（ｔ）－ｋｉｅｉ（ｔ）

　　　　　ｉ＝１，…，Ｎ
定义变量ｅ＝（ｅＴ１，ｅ

Ｔ
２，…，ｅ

Ｔ
Ｎ）∈Ｒ

ｎＮ，则得到紧凑格

式：

Ｄｑｅ（ｔ）＝Ｑｅ（ｔ）＋（ＣΓ）ｅ（ｔ）＝（Ｑ＋
　ＣΓ）ｅ（ｔ）＝Ｐｅ（ｔ）

式中，Ｑ＝ｄｉａｇ（Ａｉ－ｋｉＩｎ）（ｉ＝１，２，…，Ｎ）
只要我们选取合适的反馈增益 ｋｉ，使得矩阵 Ｐ

的任意特征值满足｜ａｒｇ（λｉ）｜＞
ｑπ
２（ｉ＝１，…，ｎＮ）成

立，根据分数阶系统的稳定性定理，则可以实现分

数阶网络的混合投影同步．

３　数值仿真

我们选分数阶超混沌Ｃｈｅｎ系统为网络目标节
点：

Ｄｑｓ１＝ａ（ｓ２－ｓ１）＋ｓ４
Ｄｑｓ２＝ｄｓ１－ｓ１ｓ３＋ｃｓ２
Ｄｑｓ３＝ｓ１ｓ２－ｂｓ３
Ｄｑｓ４＝ｓ２ｓ４＋ｒｓ













４

（１２）

当ｑ＝０．９８，ａ＝３５，ｂ＝３，ｃ＝１２，ｄ＝７，ｒ＝０．５，系统
（１２）呈现超混沌吸引子，如图１所示．

３５
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图１　分数阶超混沌Ｃｈｅｎ系统的吸引子

Ｆｉｇ．１　ＴｈｅａｔｔｒａｃｔｏｒｏｆＣｈｅｎｆｒａｃｔｉｏｎａｌ－ｏｒｄｅｒ

ｈｙｐｅｒ－ｃｈａｏｔｉｃｓｙｓｔｅｍ

下面考虑一１０个节点的分数阶复杂网络，前
５个节点为一个新的超混沌分数阶系统，动力学方
程为：

Ｄｑｘ＝ｅ（ｙ－ｘ）＋ｆｕ

Ｄｑｙ＝ｈｘ－ｇｘｚ＋θｕ

Ｄｑｚ＝－ｄｚ＋βｘｙ

Ｄｑｕ＝－１０













ｙ

（１３）

参数取值为ｑ＝０．９８，ｅ＝１０，ｆ＝１５，ｈ＝４０，θ＝１０，ｄ
＝２．５，系统（１３）产生超混沌吸引子，如图２所示．

图２　分数阶超混沌新系统的吸引子

Ｆｉｇ．２　Ｔｈｅａｔｔｒａｃｔｏｒｏｆｔｈｅｎｅｗｆｒａｃｔｉｏｎａｌ－ｏｒｄｅｒ

ｈｙｐｅｒ－ｃｈａｏｔｉｃｓｙｓｔｅｍ

其余５个节点为分数阶超混沌Ｌｏｒｅｎｚ系统，如下描
述

Ｄｑｘ１＝ａ（ｙ１－ｘ１）＋ｕ１
Ｄｑｙ１＝ｃｘ１－ｙ１－ｘ１ｚ１
Ｄｑｚ１＝ｘ１ｙ１－ｂｚ１
Ｄｑｕ１＝－ｙ１ｚ１＋ｒｕ













１

（１４）

当参数取值为ｑ＝０．９８，（ａ，ｂ，ｃ，ｒ）＝（１０，８／３，２８，
－１），系统（１４）超混沌状态．
我们考虑１０个节点的网络，则具有不同节点

的分数阶动学网络可以表示为下式：

图３　分数阶超混沌Ｌｏｒｅｎｚ系统的混沌吸引子

Ｆｉｇ．３　ＴｈｅａｔｔｒａｃｔｏｒｏｆＬｏｒｅｎｚｆｒａｃｔｉｏｎａｌ－ｏｒｄｅｒｓｙｓｔｅｍ

图４　同步误差随时间的变化历程，

当标度矩阵为Λ＝ｄｉａｇ（－１，１，１．－２）

Ｆｉｇ．４　ＴｉｍｅｅｖｏｌｕｔｉｏｎｏｆｓｙｎｃｈｒｏｎｉｚａｔｉｏｎｅｒｒｏｒｓＥ（ｔ）ｗｉｔｈ

ｓｃａｌｉｎｇｍａｔｒｉｘΛ＝ｄｉａｇ（－１，１，１．－２）

Ｄｑｘｉ（ｔ）＝Ｆ１（ｘｉ（ｔ））＋∑
１０

ｊ＝１
ｃｉｊΓｘｊ（ｔ）＋ｕｉ（ｔ）

　　　ｉ＝１，２，３，４，５

Ｄｑｘｉ（ｔ）＝Ｆ１（ｘｉ（ｔ））＋∑
１０

ｊ＝１
ｃｉｊΓｘｊ（ｔ）＋ｕｉ（ｔ）

　　　ｉ＝１，２，３，４，













５
为了数值仿真的简单起间，选取内部耦合矩阵为Γ
＝Ｉ４，外部耦合矩阵任意选取为

Ｃ＝

６　０　０　１　０　１　１　１　０　１
１　４　０　０　０　１　０　０　１　１
０　０　２　１　０　０　０　０　１　０
１　０　０　５　１　１　１　０　１　０
０　０　０　１　４　１　１　０　１　０
０　０　０　１　１　３　０　０　１　０
０　０　０　０　０　０　１　１　０　０
１　１　１　１　１　１　７　０　０　１
１　０　０　１　０　１　１　５　０　１
１　０　０　０　０　０　０　０　１　































２

定义ｅｉｊ（ｔ）＝ｘｉｊ（ｔ）－Λｊｓｊ（ｔ）（ｉ＝１，２，…，Ｎ；ｊ＝１，２，

４５
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３，４），则网络系统状态变量均方误差：

Ｅ（ｔ）＝ ∑
Ｎ

ｉ＝１
∑
Ｎ

ｊ＝１
ｅ２ｉｊ（ｔ）槡

／Ｎ

状态变量的初始值分别选取在区间（－５，５）间任
意选取，选取标度矩阵为对角阵，元素分别为 λ１＝
－１，λ２＝１，λ３＝１，λ４＝－２，为了方便，我们固定阶
数ｑ＝０．９８，得误差随时间演化如图４所示：

４　结论

研究了分数阶复杂网络系统的混合投影同步

问题，我们所讨论的分数阶复杂网络有更广泛的形

式，即内部和外部耦合矩阵都不必要满足对角和可

约简的条件，同时以分数阶混沌系统的稳定性理论

为基础，设计合适的非线性控制器，实现了不同节

点的分数阶复杂网络的混合投影同步，数值仿真进

一步的说明了此方法的有效性．
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