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ＶａｎｄｅｒＰｏｌ型自激单摆的张弛振荡特性
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摘要　含ｖａｎｄｅｒＰｏｌ型自激项的单摆系统是典型的自激机械系统，本文研究了该系统的张弛振荡特性．首

先通过引入新的时间尺度和变量，把原系统表示成标准的快慢系统．然后基于几何奇异摄动理论，求得系统

的慢变流形及其结构，从而证明了张弛振荡解的存在性，并进一步求得了张弛振荡解及其周期的近似表达

式．理论结果表明，发生张弛振荡时，单摆快速通过其平衡位置，而在远离平衡位置的一段区域上停留较长

时间，且存在两个分界点把快速运动和慢速运动分隔开．数值算例证明了理论分析的正确性．
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引言

自激振动是典型的非线性现象，广泛地存在于

自然界和工程系统中［１，２］．在自激振动系统中，其
自身的阻尼不断消耗系统的能量，要维持周期性振

动，系统需要从外界获得周期性的能量补充．然而
外界提供的只是恒定的能源，系统必须通过自身特

有的激发和反馈机制把这种恒定的能源转化成系

统周期性的能量补充，从而维持其周期性振动．与
自由振动和受迫振动相比，自激振动系统有如下显

著特点：自激振动系统是耗散系统，振动过程中存

在能量的消耗和补充；外界提供的能源是恒定的，

外界对系统补充的能量是受系统自身特有的激发

和反馈机制控制，因此系统是自治的；自激振动的

周期和振幅仅与系统自身的参数有关，与初始条件

无关．
自激振动常常对工程系统产生不利影响．在机

械加工过程中，由于车刀与切屑之间的滑动摩擦力

与其相对速度存在非线性关系，这导致切削过程中

会发生自激振动，降低加工质量和效率［３］．结冰输
电线的横截面是非圆形的不规则形状，在风力的作

用下会产生与风速成非线性关系的阻力和升力，在

一定条件下会导致输电线产生自激振动，称为输电

线舞动，这严重影响输电线的使用寿命［４］．与此相

类似，高层建筑和大型桥梁，在风力作用下也会发

生自激振动，这可能会导致灾难性的后果．在输水
管道中，由于水流与管道之间的非线性耦合作用，

也可以导致自激振动的发生，从而影响流速和发出

噪声［５］．另一方面，自激振动也存在有利的一面，比
如，射流在煤矿开采、石油钻井、以及岩石切割等方

面具有广泛应用，可以利用流体自激振动原理来提

高射流的速度，从而提高其工作效率［６］．
在工程实践中，为了消除有害的自激振动和利

用有益的自激振动，就必须研究自激振动现象的产

生机制．ｖａｎｄｅｒＰｏｌ光电系统是自激振动系统的原
形，其中的自激振动现象得到了广泛的研究［７，８］．
含ｖａｎｄｅｒＰｏｌ型自激项的单摆系统是典型的含自
激励的机械系统，对其自激振动现象进行研究有助

于了解实际机械系统中自激振动的产生机制．该
ｖａｎｄｅｒＰｏｌ型自激单摆系统的平衡点是不稳定的，
当摆幅较小时，系统从外界吸收能量增加摆幅，而

当摆幅较大时，系统消耗能量抑制摆幅，从而系统

发生稳定的周期运动．文献［９］的研究表明自激单
摆系统存在丰富的动力学现象，受到外界激励时，

可以发生混沌运动．文献［１０］考察了高频横向和
纵向激励对自激单摆系统振动的影响，发现横向的

高频激励能有效抑制系统的自激振动，然而在纵向

激励下，自激振动一直存在．文献［１１，１２］讨论了
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时滞与高频激励联合作用对自激单摆系统振动的

影响，发现加入时滞后有利于抑制系统的自激振

动．当阻尼值较大时，该自激单摆系统发生张弛振
荡（ｒｅｌａｘａｔｉｏｎｏｓｃｉｌｌａｔｉｏｎ），其中快速运动过程和慢
速运动过程交替出现．张弛振荡现象首先是在 ｖａｎ
ｄｅｒＰｏｌ电路系统中发现的［７］，其后，人们发现张弛

振荡现象广泛地存在于生态系统［１３］、生理系

统［１４］、化学系统［１５］等现实系统中．文献［１３］运用
几何方法研究了捕食与被捕食系统中的张弛振荡

现象，得到系统发生张弛振荡的充分条件．文献
［１４］利用张弛振荡特性解释了心脏的电活动规
律．文献［１５］基于数值方法分析了化学系统中的
振动现象，发现当参数变化时，系统由周期振动变

为张弛振荡．
张弛振荡的存在性及其特性通常与系统的结

构和参数有关，然而至今为止，对 ｖａｎｄｅｒＰｏｌ型自
激单摆的张弛振荡特性的研究工作还很少．基于这
一事实，本文将考察含大阻尼的ｖａｎｄｅｒＰｏｌ型自激
单摆的张弛振荡的存在性及其特性．在下一节首先
介绍ｖａｎｄｅｒＰｏｌ型自激单摆的系统模型．接着在第
三节讨论张弛振荡的存在性及其特性．在第四节进
行数值算例分析．最后在第五节对全文进行总结．

１　系统模型

ｖａｎｄｅｒＰｏｌ型自激单摆系统模型为
ｄ２ｙ（ｓ）
ｄｓ２

－α（１－ｋｙ２（ｓ））ｄｙ（ｓ）ｄｓ ＋ｈｓｉｎｙ（ｓ）＝０

（１）
其中ｙ∈（－π，π）变量表示单摆离开垂直位置的

摆角，ｋ和ｈ是取值 Ｏ（１）的系统参数，α＝１

槡ε
为较

大的阻尼系数，且０＜ε１为小参数．引入新的时

间变量ｔ＝１
α
ｓ和变量ｄｘ（ｔ）ｄｔ ＝－ｈｓｉｎｙ（ｔ），方程（１）

变为

εｙ（ｔ）＝ｙ（ｔ）－ｋ３ｙ
３（ｔ）＋ｘ（ｔ）

ｘ（ｔ）＝－ｈｓｉｎｙ（ｔ
{

）

（２）

这里一点表示对时间ｔ的导数．由于０＜ε１为小
参数，ｙ（ｔ）变化速度比较快，称为快变量，而ｘ（ｔ）称
为慢变量，方程（２）为典型的快 －慢系统．若再引

入时间变量 ｔ～＝１
ε
ｔ，则方程（２）变为

ｙ（ｔ～）＝ｙ（ｔ～）－ｋ３ｙ
３（ｔ～）＋ｘ（ｔ～）

ｘ（ｔ～）＝－εｈｓｉｎｙ（ｔ～
{

）

（３）

这里一点表示对时间 ｔ～的导数．在方程（３）令 ε→
０，则得到仅关于快变量的快子系统

ｙ（ｔ～）＝ｙ（ｔ～）－ｋ３ｙ
３（ｔ～）＋ｘ （４）

其中变量ｘ看成系统中的参数．
几何奇异摄动理论是分析快 －慢系统动力学

行为的有效工具［１６，１７］．该理论体系主要包括 Ｔｉｋ

ｈｏｎｏｖ和Ｆｅｎｉｃｈｅｌ关于慢变流形和不变流形的存在

性及其性质的系列定理［１８－２０］．Ｔｉｋｈｏｎｏｖ定理指出

稳定的慢变流形对解轨线具有吸引性，而不稳定的

慢变流形对解轨线具有排斥性．Ｆｅｎｉｃｈｅｌ系列定理
主要讨论了不变流形的存在性及其性质，指出慢变

流形是不变流形的近似，并进一步描绘了在慢变流

形附近的解轨线结构．几何奇异摄动理论表明快－
慢系统的动力学行为与系统的慢变流形的结构紧

密相关．因此，为求得系统的动力学行为，关键的步
骤是要确定慢变流形的结构，包括其形状、稳定性、

分岔点的类型和分布．

２　系统的张弛振荡特性

根据几何奇异摄动理论，系统（２）的慢变流形

为

Ｍ＝ （ｘ，ｙ）｜ｘ＋ｙ－ｋ３ｙ
３＝{ }０ ＝

　 （ｘ，ｙ）｜ｘ＝－ｙ＋ｋ３ｙ{ }３ （５）

可见慢变流形Ｍ就是快子系统（４）的奇点集合．对
于０＜ｋ＝Ｏ（１），慢变流形为Ｓ－形的曲线，见图１．
为确定慢变流形Ｍ的结构，求得快子系统（４）在平

衡点ｙ＝ｙ（ｘ）（其中ｙ（ｘ）满足 ｘ＋ｙ（ｘ）－ｋ３ｙ（ｘ）
３

＝０）的唯一特征根为 λ＝１－ｋｙ２．因此，根据快子

系统（４）的平衡点的稳定性，慢变流形Ｍ可分成如
下三部分

Ｍ１＝ （ｘ，ｙ）｜ｘ＋ｙ－
ｋ
３ｙ

３＝０，ｙ＞ ｋ－槡{ }１
Ｍ２＝ （ｘ，ｙ）｜ｘ＋ｙ－

ｋ
３ｙ

３＝０，－ ｋ－槡
１ｙ＜ ｋ－槡{ }１

Ｍ３＝ （ｘ，ｙ）｜ｘ＋ｙ－
ｋ
３ｙ

３＝０，ｙ＜－ ｋ－槡{ }１

３４
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见图 １，上下粗线为稳定的慢变流形部分 Ｍ１和
Ｍ３，中间的虚线为不稳定的慢变流形部分Ｍ２，点

Ｓ１＝（ｘ＝－
２
３ ｋ

－
槡

１，ｙ＝ ｋ－槡
１）

和

Ｓ２＝（ｘ＝
２
３ ｋ

－
槡

１，ｙ＝－ ｋ－槡
１）

是慢变流形上的两个Ｓａｄｄｌｅ－ｎｏｄｅ分岔点．

图１　慢变流形Ｍ＝Ｍ１∪Ｍ２∪Ｍ３的结构，其中Ｍ１∪Ｍ３和Ｍ２

分别为稳定和不稳定的慢变流形部分，

Ｓ１和Ｓ２是Ｓａｄｄｌｅ－ｎｏｄｅ分岔点

Ｆｉｇ．１　ＴｈｅｓｔｒｕｃｔｕｒｅｏｆｓｌｏｗｍａｎｉｆｏｌｄＭ＝Ｍ１∪Ｍ２∪Ｍ３，

ｗｈｅｒｅＭ１∪Ｍ３ａｎｄＭ２ａｒｅｔｈｅｓｔａｂｌｅａｎｄｕｎｓｔａｂｌｅｓｌｏｗｍａｎｉｆｏｌｄ，

Ｓ１ａｎｄＳ２ａｒｅＳａｄｄｌｅ－ｎｏｄｅｂｉｆｕｒｃａｔｉｏｎｐｏｉｎｔｓ

得到了系统慢变流形的结构后，就可以运用几

何奇异摄动理论分析系统的动力学行为．根据几何
奇异摄动理论，稳定的慢变流型 Ｍ１∪Ｍ２对解轨线
具有吸引性，当解轨线被吸引到稳定的慢变流形上

时，由于ｙ（ｔ）≈０，因此解轨线将沿着慢变流形缓慢
地运动．当解轨线被吸引到上半部分的慢变流形Ｍ１
上时，由于ｙ（ｔ）∈Ｍ１时有 ｘ＝－ｈｓｉｎｙ（ｔ）＜０，所以
解轨线自右向左运动．当解轨线到达鞍结分岔点Ｓ１
时，解轨线离开不稳定的慢变流形 Ｍ２，而被吸引到
下半部分稳定的慢变流形Ｍ３上，这时有ｘ（ｔ）＞０，所
以轨线自左向右运动．当解轨线到达鞍结分岔点Ｓ２
时，又被吸引到上半部分的慢变流形Ｍ１上，见图２
（ａ）．由此系统发生张弛振荡，见图２（ｂ）．

对于大阻尼系数 α，有０＜ε＝１
α２
１．从系统

（２）的第一个方程可以看到，当解轨线不在慢变流

形上时，有ｙ（ｔ）＝Ｏ（１
ε
１），因此，张弛振荡的快

速运动过程将在瞬间完成．张弛振荡的慢速运动过
程经过的慢变流形部分为

图２　系统（３）的张弛振荡，（ａ）解轨线，（ｂ）时间历程图

Ｆｉｇ．２　Ｒｅｌａｘａｔｉｏｎｏｓｃｉｌｌａｔｉｏｎｏｆｓｙｓｔｅｍ（３），（ａ）Ｓｏｌｕｔｉｏｎｔｒａｊｅｃｔｏｒｙ，

（ｂ）Ｔｉｍｅｓｅｒｉｅｓ

（ｘ，ｙ）｜ｘ＋ｙ－ｋ３ｙ
３＝０，ｋ－槡

１＜ｙ＜Ｙ{ }
和

（ｘ，ｙ）｜ｘ＋ｙ－ｋ３ｙ
３＝０，－Ｙ ＜ｙ＜－ ｋ－槡{ }１

这里Ｙ ＞０满足方程

２
３ ｋ

－
槡

１＝－Ｙ ＋ｋ３Ｙ
３

从而可以求得张弛振荡解轨线的近似表达式为

ｘ＝－ｙ＋ｋ３ｙ
３　ｙ∈（Ｙ，ｋ－槡

１］

ｘ＝－２３ ｋ
－

槡
１　ｙ∈（ｋ－槡

１，－Ｙ］

ｘ＝－ｙ＋ｋ３ｙ
３　ｙ∈（－Ｙ，－ ｋ－槡

１］

ｘ＝２３ ｋ
－

槡
１　ｙ∈（－ ｋ－槡

１，Ｙ















 ］

（６）

从解轨线的近似表达式可以看到，解轨线的形状与

慢变流形的形状相关，仅由参数ｋ的值决定．

由于张弛振荡的快速运动过程在瞬间完成，所

以张弛振荡的周期主要由慢速运动过程所需要的

时间决定．把ｘ＝－ｙ＋ｋ３ｙ
３代入系统（２）的第二个

方程得

４４
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ｄｔ
ｄｙ＝

１
ｈ
１－ｋｙ２
ｓｉｎｙ

因此，张弛振荡的周期为

ｄｔ
ｄｙ＝

１
ｈ
１－ｋｙ２
ｓｉｎｙ （７）

由周期的近似表达式可见，其周期 Ｔ与参数 ｋ和 ｈ
相关，且是ｈ的递减函数．

总结以上分析，可以得到如下结论

结论１：　对于大阻尼α和参数０＜ｋ＝Ｏ⑴，系
统发生张弛振荡运动；张弛振荡轨线的近似表达式

为（６）式，其形状仅与参数ｋ相关；张弛振荡周期的
近似表达式为（７）式，其与参数ｋ和ｈ相关，且是ｈ
的递减函数．

依据以上理论分析结果，可以得到 ｖａｎｄｅｒＰｏｌ
型自激单摆的运动特性如图３所示．

图３　ｖａｎｄｅｒＰｏｌ型自激单摆的运动特性，ｙ表示摆角

Ｆｉｇ．３　ＤｙｎａｍｉｃｓｏｆｔｈｅｐｅｎｄｕｌｕｍｗｉｔｈｖａｎｄｅｒＰｏｌｔｙｐｅ

ｓｅｌｆ－ｅｘｃｉｔａｔｉｏｎ，ｗｈｅｒｅｙｒｅｐｒｅｓｅｎｔｓｔｈｅａｎｇｌｅｏｆｔｈｅｐｅｎｄｕｌｕｍ

从图３可见，当摆角ｙ在区域（－Ｙ，－ ｋ－槡
１）

和（ｋ－槡
１，Ｙ）时，摆球缓慢运动；而摆球快速通过

区域（－ ｋ－槡
１，ｋ－槡

１）；点 ｙ＝－ ｋ－槡
１和 ｙ＝ ｋ－槡

１为

快速运动和慢速运动的分界点．

３　算例分析

为进一步了解张弛振荡解的特性和验证理论

分析的正确性，本节进行算例分析．取大阻尼值 α
＝３０和常用的参数值ｋ＝０．７５、ｈ＝１，则方程（２）为

ｙ（ｔ）＝３０２［ｙ（ｔ）－０．２５ｙ３（ｔ）＋ｘ（ｔ）］
ｘ（ｔ）＝－ｓｉｎｙ（ｔ{ ）

（８）

系统的慢变流形为

Ｍ＝｛（ｘ，ｙ）｜ｘ＋ｙ－０．２５ｙ３＝０｝
由于ｋ＝０．７５＞０，慢变流形 Ｍ为 Ｓ－形曲线，根据
结论１可知系统发生张弛振荡，这与数值结果相

符，见图４，这里数值结果是在 ＭＡＴＬＡＢ中用刚性
方程积分器ＯＤＥ２３Ｓ算得的，其中 ＲｅｌＴｏｌ＝１ｅ－１０
和ＡｂｓＴｏｌ＝１ｅ－８．

通过方程
２
３

１
０．槡７５＝－Ｙ

 ＋０．７５３ Ｙ
３求得 Ｙ

＝２．３０９４＞０，由式（６）求得张弛振荡的近似表达
式为

ｘ＝－ｙ＋０．２５ｙ３　ｙ∈（２．３０９４，２３槡３］

ｘ＝－４９槡３　ｙ∈（
２
３槡３，－２．３０９４］

ｘ＝－ｙ＋０．２５ｙ３　ｙ∈（－２．３０９４，－２３槡３］

ｘ＝４９槡３　ｙ∈（－
２
３槡３，２．３０９４















 ］

（９）
此近似表达式与数值结果相吻合，见图４（ａ）．

由式（７）求得张弛振荡的周期为

Ｔ＝２∫
２
３槡３

２．３０９４

１－０．７５ｙ２
ｓｉｎｙ ｄｙ＝３．１７０１ （１０）

理论值与数值结果相吻合，见图４（ｂ）．

图４　系统（８）的张弛振荡，（ａ）解轨线，（ｂ）时间历程图

Ｆｉｇ．４　Ｒｅｌａｘａｔｉｏｎｏｓｃｉｌｌａｔｉｏｎｏｆｓｙｓｔｅｍ（８），（ａ）Ｓｏｌｕｔｉｏｎｔｒａｊｅｃｔｏｒｙ，

（ｂ）Ｔｉｍｅｓｅｒｉｅｓ

４　结论

自激振动对机械系统的性能具有重要影响，研

５４
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究机械系统中的自激振动机制有助于消除有害的

自激振动而利用有益的自激振动．ｖａｎｄｅｒＰｏｌ型自
激单摆系统是典型的含自激励的机械系统，本文阐

述了其中张弛振荡的产生机制，并给出了张弛振荡

解的近似表达式．研究表明当系统发生张弛振荡
时，单摆快速通过平衡位置，而在远离平衡位置的

一段区域上停留较长时间．本文的研究结果可以在
一定程度上说明一般的自激机械系统中张弛振荡

的产生机制，可以为工程实践提供一定的理论指

导．
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