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含间隙弹簧振动系统的非线性模态特性
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摘要　针对含间隙的两自由度弹簧质量分段振动系统的非线性模态开展了研究．首先，解析确定了分段保

守自治系统发生同相和反相模态运动的初始位移，并采用加权平均方法确定了分段振动系统的模态频率，

及其在位形空间模态曲线．然后，采用数值方法求解了系统的非线性模态曲线和模态频率，与本文获得的解

析模态频率比较，说明本文的结果较等效模态频率有更好的精度．研究结果表明：在一定的参数条件下，系

统的非线性模态个数会高于系统的自由度数目，系统可能发生内共振，而产生多余模态．多余模态运动是两

振子同向振动中含有异向振动，说明多余模态是在同相模态运动和反相模态运动之间转换的模态．
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引言

线性振动系统的模态在工程实际系统的分析

中发挥着重要作用，如：避免结构的共振发生，利用

模态叠加法求解结构的响应等．Ｒｏｓｅｎｂｅｒｇ［１，２］基于
线性模态的思想提出了非线性模态的定义：保守系

统的模态是周期解，模态曲线在系统总能量曲线所

围得闭区域是单值函数，系统解同时通过平衡点，

且同时到达最大值点．在非线性系统中，非线性模
态也有很重要作用，当外激励频率和模态频率相近

时，系统同样会产生共振行为［３］；在一定条件下，非

线性模态的合成解可以近似表示原系统的准确

解［４，５］，因此求解并研究非线性模态，特别是多余

模态，如何影响系统响应有着实际的应用意义．
确定非线性模态主要基于三种思想：一种是先

将非线性系统预处理，使其近似看作线性系统，然

后求解线性系统的模态，在此基础上将模态解展开

为泰勒级数，通过参数变化来近似确定原系统的非

线性模态［６］，但是此方法不能获得系统的模态频

率，并且非线性模态的精度与泰勒级数的阶数有

关；另一种是采用Ｐｏｉｎｃａｒé截面图和动力系统不变
流行理论构建求解分段线性振动系统的非线性模

态，并在极坐标系下将其级数展开，确定系统的不

同模态，模态的频率 －振幅的关系［７］，此方法只能

获取在平衡点附近的系统模态以及频率；最后一种

是采用扰动方法求解系统的非线性模态，并获取相

应的多余模态［８］，用级数近似拟合突变刚度，将分

段刚度系统看作光滑系统来近似求解．
系统的参数对非线性模态影响很大，相对于相

似模态运动，多余模态的运动形式多样化，包括模

态的数量和振动方式等，因此非线性模态会出现内

共振［９］和分岔［８，１０］等．文献［１１］分析了两自由度
分段线性系统的模态形式及分岔的条件．文献
［１２］分析了单自由度双线性刚度系统中，间隙的
大小和数目以及系统刚度对模态频率的影响，采用

线性系统的模态参数扰动可以近似获得弱非线性

系统的模态．在强非线性系统中，文献［１３］基于不
变流行概念，采用Ｇａｌｅｒｋｉｎ方法求解偏微分方程获
取大振幅强非线性振动系统的非线性模态．文献
［１４］采用实验方法验证系统的非线性模态和多余
模态，模态分岔和内共振条件．一般地，对于分段光
滑系统可以采用先对系统刚度［６，８］或模态运动区

域［７］进行分析，然后再求解系统的模态，而模态解

的精度由预处理的刚度或模态区域决定．
本文主要针对分段光滑线性两自由度系统的

非线性模态进行研究，该系统在位形空间不同区域
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内的运动由不同的具有线性刚度的子系统控制．本
文将直接求解各个子线性系统的相应模态，然后通

过在分段刚度变化处进行组装来获取系统的非线

性模态，而系统的模态频率则通过采用加权平均的

方法获得．最后，本文将基于理论分析的结果，采用
数值计算的方法寻找系统的多余模态，并分析多余

模态与同、异相模态的关系．

１　系统模型

本文研究的系统模型是一个两自由度具有分

段阶跃刚度、无阻尼的弹簧 －质量块系统（见图
１）．两质量块与地面光滑接触，两弹簧为含间隙弹
簧，ｘ１＝０和 ｘ２－ｘ１＝０分别为两弹簧刚度发生变
化的分界点．当振子位移小于分界点时，弹簧间隙
闭合，刚度为 ｋｉ，ｉ＝１，２；当振子位移大于分界点
时，弹簧间隙分开，刚度为 ｋｉ－εｉ，其中 εｉ，ｉ＝１，２，
是弹簧间隙引起的系统刚度的变化量（见图２）．系
统的运动方程为：

图１　两自由度分段刚度模型

Ｆｉｇ．１　ＤＯＦｍｏｄｅｌｗｉｔｈｐｉｅｃｅｗｉｓｅｓｔｉｆｆｎｅｓｓ

ｍ１ｘ̈１＋Ｋ１ｘ１＋Ｋ２（ｘ１－ｘ２）＝０

ｍ２ｘ̈２＋Ｋ２（ｘ２－ｘ１）＝{ ０
（１）

其中

Ｋ１＝
ｋ１　　　ｘ１≤０

ｋ１－ε１　ｘ１＞{ ０
（２）

Ｋ２＝
ｋ２　　　ｘ２－ｘ１≤０

ｋ２－ε２　ｘ２－ｘ１＞{ ０
（３）

ｍ１和ｍ２分别为两振子的质量，其对应的无量纲方
程为：

ｘ̈１＋Ω
１
１１ｘ１＋Ω

２
１２（ｘ１－ｘ２）＝０

ｘ̈２＋Ω
２
２２（ｘ２－ｘ１）＝{ ０

其中Ω２１１＝Ｋ１／ｍ１，Ω
２
１２＝Ｋ２／ｍ１，Ω

２
２２＝Ｋ２／ｍ２．

因本文只分析刚度变化对模态的影响，所以在

分析系统模态时，不失一般性，取单位质量，即 ｍ１
＝ｍ２＝１．０，则可得：

Ω２１１＝Ｋ１＝
ｋ１　　　ｘ１≤０

ｋ１－ε１　ｘ１＞{ ０

Ω２１２　Ω
２
１２＝Ｋ２＝

ｋ２　　　ｘ２－ｘ１≤０

ｋ２－ε２　ｘ２－ｘ１＞{ ０

图２　模型在位形空间中不同区域内的刚度取值，

直线分别为ｘ１＝０和ｘ２－ｘ１＝０

Ｆｉｇ．２　Ｔｈｅｓｔｉｆｆｎｅｓｓｖａｌｕｅｓｉｎｄｉｆｆｅｒｅｎｔｒｅｇｉｏｎｓｏｆｃｏｎｆｉｇｕｒａｔｉｏｎｓｐａｃｅｆｏｒ

ｔｈｅｍｏｄｅｌ，ｌｉｎｅｓｒｅｐｒｅｓｅｎｔｘ１＝０ａｎｄｘ２－ｘ１＝０ｒｅｓｐｅｃｔｉｖｅｌｙ

图２中椭圆曲线表示系统的能量曲线，在保守
系统中，两振子在能量曲线所围的封闭区域内振

动．当质量块在能量线上运动时，系统的动能为零，
势能取最大值；当质量块在封闭区域内振动时，系

统同时具有动能和势能，但总能量恒定．当 ｘ１＝０
和ｘ１＝ｘ２两弹簧变形量为零，为弹簧刚度变化的
分界线，此分界线将质量块运动分为了四个区域，

在不同区域内系统的刚度取不同值，且在分界直线

处发生变化．当振子在第一个区域内时，两弹簧同
时处在拉伸状态，间隙张开，因此刚度减小，这时两

弹簧的刚度分别为 ｋ１－ε１，ｋ２－ε２；在第二个区域

内，弹簧１处于压缩状态，间隙闭合，刚度为 ｋ１，此

时弹簧２仍处于拉伸状态，间隙张开，刚度为 ｋ２－

ε２；在第三个区域内，两弹簧同时处于压缩状态，间

隙闭合，两弹簧的刚度分别为ｋ１，ｋ２；在第四个区域

内，弹簧２处于压缩状态，间隙闭合，刚度为 ｋ２，而

弹簧１处于拉伸状态，间隙张开，刚度为ｋ１－ε１．可

以看出：振子在不同的区域内，两弹簧刚度的取值

不同，对应的振幅也不同．

２　非线性模态的求解

２．１　非线性模态运动的初始位移
模态运动是指两个质量块同时通过平衡点，即

间隙分界点，且同时达到最大位移点的运动．为此

９２
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假设模态运动的解形式为：

ｘ１＝Ａｃｏｓ（ωｔ）

ｘ２＝Ｂｃｏｓ（ωｔ{ ）
（４）

其中，当 Ａ、Ｂ符号相同时，表示同向模态运动，两
振子的相位差为０．当 Ａ、Ｂ符号相反时，表示反相
模态运动，两振子的相位差为π．将解（４）代入方程
（１）中可得：

－Ａｃｏｓ（ωｔ）ω２＋（Ｋ１＋Ｋ２）Ａｃｏｓ（ωｔ）－

　　Ｋ２Ｂｃｏｓ（ωｔ）＝０

－Ｂｃｏｓ（ωｔ）ω２＋Ｋ２Ｂｃｏｓ（ωｔ）－

　　Ｋ２Ａｃｏｓ（ωｔ）＝













０

（５）

振幅 Ａ、Ｂ和 ω为待求的值，其中幅值还需满足系
统的能量方程．

在保守系统的运动过程中，无初始速度的系统

振子，系统的动能为零，机械能等于两振子的弹性

势能之和，即：

１
２Ｋ１Ａ

２＋１２Ｋ２（Ｂ－Ａ）
２＝Ｅ （６）

其中Ｅ为系统的机械能．
根据最小势能原理可以得到控制方程：

２（Ｅ－Ｖ）ｘ″２＋（１＋ｘ′
２
２）（ｘ′２Ｖｘ１－Ｖｘ２）＝０ （７）

其中Ｖ为系统的势能，ｘ＂２和ｘ′２分别为ｘ２对ｘ１的
二阶导数和一阶导数，Ｖｘ１和 Ｖｘ２分别为在能量曲线
上对ｘ１和ｘ２求导．Ｖｘ１和Ｖｘ２满足以下关系

Ｖｘ１＝Ｅｘ１＝ＥＡ＝Ｋ１Ａ－Ｋ２（Ｂ－Ａ）
Ｖｘ２＝Ｅｘ２＝ＥＢ＝Ｋ２（Ｂ－Ａ） （８）

将（８）代入控制方程（７）中可得：
１＋η（η（Ｋ１Ａ－Ｋ２（Ｂ－Ａ））－Ｋ２（Ｂ－Ａ））

２＝０ （９）
其中η＝ｘ′２是ｘ１归一化后，系统的模态解，表示模
态曲线在位形空间中的斜率．如果系统的模态曲线
为一次函数，则η为常数，有ｘ＂２＝η′＝０．

由（２）和（３）可知，振子在不同位置，刚度Ｋ１和
Ｋ２的取值不同，其对应的幅值也不同．由能量方程
（６）和控制方程（９）可以求解得模态解的振幅 Ａ和
Ｂ．其将作为数值求解系统非线性模态的初始位移．
２．２　非线性模态频率的求解

方程（５）中公因子ｃｏｓ（ωｔ）是关于ｔ的变量，若
方程（５）恒为零，其对应系数为零，可得如下关于
振幅比Ａ／Ｂ和ω的方程组：

－ＡＢω
２＋（Ｋ１＋Ｋ２）

Ａ
Ｂ－Ｋ２＝０

－ω２＋Ｋ２－Ｋ２
Ａ
Ｂ＝

{ ０

采用带入消元法可得到关于ω的方程：

－
（－ω２＋Ｋ１＋Ｋ２）ω

２

Ｋ２
－ω２＋Ｋ１＝０ （１０）

方程（１０）是关于 ω２的二次方程有两个解，分别
为：

ω２＝１２Ｋ１＋Ｋ２±
１
２ Ｋ

２
１＋４Ｋ槡

２
２ （１１）

在图２中不同的区域内，Ｋ１和 Ｋ２取值不同．将式
（２）和（３）中的第一个值或第二个值代入公式（１１）
可求得系统模态频率的最大值：

ω２ｍａｘ＝
１
２ｋ１＋ｋ２＋

１
２ ｋ

２
１＋４ｋ槡

２
２

或最小值：

ω２ｍｉｎ＝
１
２（ｋ１－ε１）＋（ｋ２－ε２）＋

　１２ （ｋ１－ε１）
２＋４（ｋ２－ε２）槡

２ （１２）

为求解该分段光滑线性系统的近似模态频率，本文

定义如下加权平均刚度：

Ｋ１＝ｋ１－
ｋ１
ｋ１＋ｋ２

ε１，Ｋ２＝ｋ２－
ｋ２
ｋ１＋ｋ２

ε２ （１３）

将（１３）代入（１１）可求得系统的模态频率为：

ω２＝１２（ｋ１－
ｋ１
ｋ１＋ｋ２

ε１）＋（ｋ２－
ｋ２
ｋ１＋ｋ２

ε２）±

　１２ （ｋ１－
ｋ１
ｋ１＋ｋ２

ε１）
２＋４（ｋ２－

ｋ１
ｋ１＋ｋ２

ε２）槡
２

（１４）
该公式不同于文献［８］中给出的等效模态频率公
式：

ωｅｑ１＝
２ω０１ωε１
ω０１＋ωε１

，ωｅｑ２＝
２ω０２ωε２
ω０２＋ωε２

（１５）

其中：

　ω２０１，０２＝
１
２
（α＋β＋αβ （α＋β＋αβ）２－４槡 αβ）ｋ１

ｍ１
，

　ω２ε１，ε２＝
１
２［（γ１α＋γ２β＋γ２αβ

　 （γα＋γ２β＋γ２αβ）
２４γ２槡 αβ）ｋ１］／ｍ１

　α＝
ｍ２
ｍ１
，β＝

ｋ２
ｋ１
，γ１＝１－

ε１
ｋ１
，γ２＝１－

ε２
ｋ２
．

在下一节中将通过数值方法来比较两种计算

分段光滑线性系统模态频率的公式的精度．
２．３　非线性模态曲线斜率的确定

系统的模态运动在位形空间（ｘ１－ｘ２）中是弹

０３
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簧刚度的函数，从方程（９）中可以得到系统在初始
位移处模态运动的曲线：

η１，２＝
１
２
Ｋ１± Ｋ

２
１＋４Ｋ槡

２
２

Ｋ２
（ａ）当两振子在图 ２第一区域时，Ｋ１＝ｋ１－

ε１，Ｋ２＝ｋ２－ε２，代入系统模态曲线斜率公式得：

η１，２＝
１
２
ｋ１－ε１± （ｋ１－ε１）

２＋４（ｋ２－ε２）槡
２

ｋ２－ε２
（ｂ）当两振子在图２第二区域时，Ｋ１＝ｋ１，Ｋ２

＝ｋ２－ε２，模态曲线斜率公式为：

η１，２＝
１
２
ｋ１± ｋ

２
１＋４（ｋ２－ε２）槡

２

ｋ２－ε２
（ｃ）当两振子在图２第三区域时，Ｋ１＝ｋ１，Ｋ２

＝ｋ２－ε２，代入系统模态曲线斜率公式得：

η１，２＝
１
２
ｋ１± ｋ

２
１＋４ｋ槡

２
２

ｋ２
（ｄ）当两振子在图 ２第四区域时，Ｋ１＝ｋ１－

ε１，Ｋ２＝ｋ２，模态曲线斜率公式为：

η１，２＝
１
２
ｋ１－ε１± （ｋ１－ε１）

２＋４ｋ槡
２
２

ｋ２
各个区域的模态曲线的斜率都是一正一负成

对出现，在取模态斜率时，要根据其在不同区域的

其模态走势，来决定斜率的正负值，模态运动曲线

满足方程

ｘ２＝η（ｘ１－Ａ）＋Ｂ （１６）
２．４　非线性模态的数值求解

对于给定系统，非线性模态是一种特殊的运动

方式，且由初始位移决定．对于保守系统，如果系统
的初始速度为零，则由方程（６）确定满足非线性模
态运动的初始位移是关键．在位形空间内，模态运
动曲线连接能量曲线上的两个固定点（即拉伸或压

缩的最大位移点），并且在两定点处，曲线斜率不变

（即两振子的速度同时为零）．也就是说，上述两质
点位移和速度需满足以下条件：ｉ）两振子位移满
足方程（６），即该位移点在能量曲线上；ｉｉ）两振子
的速度均为零，或在ｉ）中位移点的两侧其符号同时
发生变化．

图３中实线表示的是非线性模态运动，而虚线
所表示的一般运动曲线，其与能量曲线可以有多个

交点，且在每个交点处，趋近交点和远离交点的斜

率不同，所以两振子的速度不同时为零．由此可采

用如下数值解法来求解非线性模态：

１）在能量曲线上取一个初始位移点，为求同相
和反相模态，可以把３．１节的理论幅值作为初始位
移点的预估值．对于多余模态，其初始位移点必定
在能量曲线上同相和反相模态初始位移点的预估

值之间；

２）选定初始位移点后，采用龙格库塔法求解方
程（１），获取两振子的位移和速度．ａ）当所求位移
和速度同时满足条件ｉ）和ｉｉ）时，计算停止，两振子
的位移曲线即为模态曲线；ｂ）若位移满足 ｉ），而速
度不满足ｉｉ）时，停止计算，说明所取的初始位移点
不在模态运动的曲线上；ｃ）若所求的位移点与选
定的初始位移点的差值小于预设的误差，则计算停

止，说明两振子完成了一个周期的运动，该运动曲

线不满足条件，不是非线性模态运动曲线．

图３　位形空间中的非线性模态解和一般运动解．

（ａ）同相模态的确定；（ｂ）反相模态的确定

Ｆｉｇ．３　Ｔｈｅｓｏｌｕｔｉｏｎｓｏｆｎｏｎｌｉｎｅａｒｎｏｒｍａｌｍｏｄｅａｎｄｏｆｏｔｈｅｒｍｏｔｉｏｎｓ．

（ａ）Ｔｈｅｄｅｔｅｒｍｉｎａｔｉｏｎｏｆｔｈｅｉｎｐｈａｓｅｍｏｄｅｓ；

（ｂ）Ｔｈｅｄｅｔｅｒｍｉｎａｔｉｏｎｏｆｔｈｅａｎｔｉｐｈａｓｅｍｏｄｅｓ

３　非线性模态特性的分析

由于上节的分析是针对分段线性系统各个光
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滑段分别进行分析处理，其只是对于真实系统非线

性模态的近似处理，其可为数值求解该系统非线性

模态提供初值的估算方法．通过数值计算与理论结
果的比较也可以帮助我们认识，在多大程度上近似

理论分析可以用来对非线性模态特性进行估计．在
本文下面的分析中系统参数将取如下值：ｍ１＝１．０，
ｍ２＝１．０，ｋ１＝１．０，ｋ２＝１．８，Ｅ＝１０．０．
３．１　同相模态

同相模态是指系统振子同步振动，两弹簧同时

拉伸或同时压缩，且同时同向达到最大位移或通过

分界点，两振子的运动在第Ⅰ和Ⅲ区域内（见图
４）．如果模态曲线与 ｘ轴的夹角为４５°，说明两振
子的位移差是常数，两振子的速度相同，两弹簧的

压缩比不变，加速度大小也不变．如果模态曲线在
第Ⅰ区域的倾角大于４５°，则表明：Δｘ２大于Δｘ１，ｍ２
的速度和加速度也比较大．如果模态曲线在第Ⅲ区
域的倾角大于２２５°，则表明：Δｘ２的大于 ｘ１，ｍ２的
负向速度和负向加速度也较大．反之亦成立．

图４　同相模态运动曲线，刚度值ｋ１＝１．０，ｋ２＝１．８．

虚线（ε１，ε２）＝（０．０，０．７５），点划线

（ε１，ε２）＝（０．４５，０．７５），实线（ε１，ε２）＝（０．７５，０．７５）

Ｆｉｇ．４　Ｔｈｅｉｎｐｈａｓｅｎｏｒｍａｌｍｏｄｅｃｕｒｖｅｓ，ｔｈｅｓｔｉｆｆｎｅｓｓｉｓｋ１＝１．０，

ｋ２＝１．８．ｗｈｅｒｅｄａｓｈｌｉｎｅｉｓｉｎｔｈｅｃａｓｅｏｆ（ε１，ε２）＝（０．０，０．７５），

ｔｈｅｄｏｔｄａｓｈｌｉｎｅ（ε１，ε２）＝（０．４５，０．７５），

ａｎｄｔｈｅｌｉｎｅ（ε１，ε２）＝（０．７５，０．７５）

但非线性模态曲线的形状由系统的刚度和间

隙值决定，下面讨论 ε２＝０．７５，而 ε１变化时，对应

的同相模态曲线的变化情况．由图４可以看出：ｋ１、

ｋ２和ｋ２－ε２不变，能量曲线在Ⅰ和Ⅳ区域的形状

仅由ε１决定，且随着ε１的增大而伸长．此时，模态
曲线向右下方倾斜．由于能量曲线在Ⅱ和Ⅲ区域的形
状不由ε１决定，随着ε１的增大，能量曲线的形状未

发生变化，但模态曲线倾斜和弯曲发生变化，并偏离

ｘ２－ｘ１＝０直线，表明非线性特征逐渐增强．
在图５中，实线为数值计算的模态曲线，红虚

线为理论估算的模态曲线．当间隙（裂纹）诱导的

刚度变化量小时，理论模态曲线和数值模态曲线基

本重合（见图５ａ，参数（ｋ１，ｋ２，ε１，ε２）＝（１．０，０．８，

０１５，０．１５））；而随着间隙诱导的刚度变化量大

时，理论模态曲线和数值模态曲线走势虽然基本一

致，但可以看出，数值模态曲线已不再是直线．表明

此时非线性特征增强（见图５ｂ，参数（ｋ１，ｋ２，ε１，ε２）

＝（１．０，１．８，０．３，０．７５））．

图５　同相模态运动曲线．虚线表示理论结果，

实线为数值计算结果．

Ｆｉｇ．５　Ｔｈｅｉｎｐｈａｓｅｎｏｒｍａｌｍｏｄｅｃｕｒｖｅ．Ｔｈｅｄａｓｈｌｉｎｅｉｓｔｈｅ

ｔｈｅｏｒｅｔｉｃａｌｏｎｅａｎｄｔｈｅｌｉｎｅｉｓｔｈｅｎｕｍｅｒｉｃａｌｏｎｅ．

表１给出了间隙诱导不同刚度变化量下，采用

理论公式（１４）计算系统同相模态频率与数值计算

的同相模态频率的比较，可以看出：本文提出的理

论计算模态频率，结果误差不超过２％，较文献［８］

中采用的等效模态频率更为准确．表中还可以看

出：数值确定的模态曲线的初始位移与理论预估的

初始位移相差不大，后者可作为数值求解模态曲线

的预估值．
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表１　Ｅ＝１０．０、ｋ１＝１．０、ｋ２＝１．８同相模态对应数值和理论结果

Ｔａｂｌｅ１　Ｅ＝１０．０、ｋ１＝１．０、ｋ２＝１．８Ｔｈｅｔｈｅｏｒｅｔｉｃａｌａｎｄｎｕｍｅｒｉｃａｌｖａｌｕｅａｂｏｕｔｔｈｅｉｎ－ｐｈａｓｅｎｏｒｍａｌｍｏｄｅ

Ｐａｒａｍｅｔｅｒ
Ｓｔｉｆｆｎｅｓｓ
ｖａｒｉａｔｉｏｎ

Ｎｕｍｅｒｉｃａｌ
ｆｒｅｑｕｅｎｃｙ

Ｔｈｅｏｒｅｔｉｃａｌ
ｆｒｅｑｕｅｎｃｙ

Ｅｑｕｉｖａｌｅｎｔ
ｆｒｅｑｕｅｎｃｙ

Ｎｕｍｅｒｉｃａｌｉｎｉｔｉａｌ
ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔ

Ｔｈｅｏｒｅｔｉｃａｌｉｎｉｔｉａｌ
ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔ

Ｔｙｐｅ ε１ ε２ ω ω１ ωｅｑ２ ｘ ｙ ｘ１ ｙｌ
０．０ ０．０ ０．６５７２ ０．６５７１ ０．６５７１ ４．１１７ ５．４１８ ４．１１８ ５．４１７９
０．１５ ０．０ ０．６３４３ ０．６４１９ ０．６６３９ ４．５４０ ５．７０３ ４．５２８９ ５．７２２８
０．３０ ０．０ ０．６０６０ ０．６２６０ ０．６７１０ ５．０７８ ６．１１１ ５．０５７９ ６．１３６１

Ｔｈｅｉｎ－ｐｈａｓｅ ０．４５ ０．０ ０．５７１２ ０．６０９４ ０．６７８６ ５．７５６ ６．６９５ ５．７８０１ ６．７３０２
ｎｏｒｍａｌｍｏｄｅ ０．０ ０．１５ ０．６５４８ ０．６５４３ ０．６５４９ ４．０６９ ５．５１２ ４．０８２９ ５．５０３５

０．１５ ０．１５ ０．６３２４ ０．６３９３ ０．６６２２ ４．５０８ ５．７８７ ４．４９７０ ５．８０２１
０．３０ ０．１５ ０．６０４４ ０．６２３６ ０．６７００ ５．０４７ ６．１９２ ５．０２９５ ６．２０８３
０．４５ ０．１５ ０．５６９４ ０．６０７２ ０．６７８３ ５．７５９ ６．７９２ ５．７５５６ ６．７９４３

３．２　反相模态
在反相模态运动中，两振子运动的相位差为

１８０ｏ，即同时反向达到最大位移，交替出现一个弹
簧拉伸、另一个弹簧压缩．图６为间隙诱导不同刚
度变化量下的反相模态曲线图．可以看出：只要εｉ，
ｉ＝１，２，不为零，反相模态曲线就不经过原点．但间
隙诱导的刚度变化量值越小，反相模态曲线越靠近

原点．另外，反相模态曲线经过第Ⅰ、Ⅱ和Ⅳ区域，
在第Ⅱ和Ⅳ区域，两弹簧出现一拉、一压的情形，而
在第一区域，两弹簧同时处在拉伸状态，但是两振

子的运动方向相反．

图６　反相模态运动曲线，刚度值ｋ１＝１．０，ｋ２＝１．８．虚线

（ε１，ε２）＝（０．０，０．７５），点划线（ε１，ε２）＝（０．４５，０．７５），

实线（ε１，ε２）＝（０．７５，０．７５）

Ｆｉｇ．６　Ｔｈｅａｎｔｉ－ｐｈａｓｅｎｏｒｍａｌｍｏｄｅｃｕｒｖｅ，ｔｈｅｓｔｉｆｆｎｅｓｓｉｓｋ１＝１．０，

ｋ２＝１．８．ｗｈｅｒｅｔｈｅｄａｓｈｌｉｎｅｉｓｉｎｔｈｅｃａｓｅｏｆ

（ε１，ε２）＝（０．０，０．７５），ｔｈｅｄｏｔ－ｄａｓｈｌｉｎｅ

（ε１，ε２）＝（０．４５，０．７５）ａｎｄｔｈｅｌｉｎｅ（ε１，ε２）＝（０．７５，０．７５）

在图７中，实线为数值计算的模态曲线，虚线为
理论估算的模态曲线．由于假设解的形式决定了理
论模态曲线通过坐标原点，当间隙（裂纹）诱导的刚

度变化量小时，理论模态曲线和数值模态曲线相接

近（见图７ａ，参数（ｋ１，ｋ２，ε１，ε２）＝（１．０，０．８，０．１５，
０．１５））；而随着间隙诱导的刚度变化量增大时，虽然
理论模态曲线和数值模态曲线的斜率基本一致，但

可以看出，数值模态曲线偏离原点的距离也在增大，

其原因主要由于系统的非对称性所致（见图７ｂ，参
数（ｋ１，ｋ２，ε１，ε２）＝（１．０，１．８，０．３，０．７５））．

图７　反相模态运动曲线．虚线表示

理论结果，实线为数值计算结果．

Ｆｉｇ．７　Ｔｈｅａｎｔｉｐｈａｓｅｎｏｒｍａｌｍｏｄｅｃｕｒｖｅ．Ｔｈｅｄａｓｈ

ｌｉｎｅｉｓｔｈｅｔｈｅｏｒｅｔｉｃａｌｏｎｅａｎｄｔｈｅｌｉｎｅｉｓｔｈｅｎｕｍｅｒｉｃａｌｏｎｅ．

表２给出了间隙诱导不同刚度变化量下，采用
理论公式（１４）计算系统反相模态频率与数值计算
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的反相模态频率的比较，可以看出：本文提出的理

论计算模态频率较文献［８］中采用的等效模态频
率更为准确．表中还可以看出：随着间隙诱导刚度

变化量的增大，理论预估的初始位移与数值确定的

模态曲线的初始位移相差越来越大，说明理论假设

的反相模态曲线的解有待于进一步改进．

表２　Ｅ＝１０．０、ｋ１＝１．０、ｋ２＝１．８反相模态对应数值和理论结果

Ｔａｂｌｅ２　Ｅ＝１０．０、ｋ１＝１．０、ｋ２＝１．８Ｔｈｅｔｈｅｏｒｅｔｉｃａｌａｎｄｎｕｍｅｒｉｃａｌｖａｌｕｅａｂｏｕｔｔｈｅａｎｔｉ－ｐｈａｓｅｎｏｒｍａｌｍｏｄｅ

Ｐａｒａｍｅｔｅｒ
Ｓｔｉｆｆｎｅｓｓ
ｖａｒｉａｔｉｏｎ

Ｎｕｍｅｒｉｃａｌ
ｆｒｅｑｕｅｎｃｙ

Ｔｈｅｏｒｅｔｉｃａｌ
ｆｒｅｑｕｅｎｃｙ

Ｅｑｕｉｖａｌｅｎｔ
ｆｒｅｑｕｅｎｃｙ

Ｎｕｍｅｒｉｃａｌｉｎｉｔｉａｌ
ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔ

Ｔｈｅｏｒｅｔｉｃａｌｉｎｉｔｉａｌ
ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔ

Ｔｙｐｅ ε１ ε２ ω ω１ ωｅｑ１ ｘ ｙ ｘ１ ｙｌ
０．０ ０．０ ２．０４１７ ２．０４１６ ２．０４１６ １．７４４ １．３１４ １．７４３９ １．３２５５
０．１５ ０．０ ２．０２９１ ２．０３３３ ２．０２０６ １．８２１ １．２５６ １．７３７３ １．３７４９
０．３０ ０．０ ２．０１５５ ２．０２５１ １．９９８４ １．９２６ １．１７３ １．７２９０ １．４２５２

Ｔｈｅｉｎ－ｐｈａｓｅ ０．４５ ０．０ １．９９９４ ２．０１６９ １．９７５０ ２．０４４ １．０９ １．７１８９ １．４７６２
ｎｏｒｍａｌｍｏｄｅ ０．０ ０．１５ ２．００４２ １．９９４７ ２．００４３ １．７７９ １．２７３ １．８２４８ １．３５３８

０．１５ ０．１５ １．９９１２ １．９８６２ １．９８１４ １．８９５ １．１９８ １．７３７３ １．３７４９
０．３０ ０．１５ １．９７７１ １．９７７６ １．９５７３ １．９７３ １．１０４ １．７２９０ １．４２５２
０．４５ ０．１５ １．９６０１ １．９６９２ １．９３１５ ２．００８ １．００６ １．７１８９ １．４７６２

图８　非线性系统的多余模态运动曲线及其对应的初始坐标，其中：参数（ｋ１，ｋ２，ε１，ε２）＝（１．０，１．８，０．３，０．７５）．

初始位移分别为：（ａ）（ｘ０，ｙ０）＝（－２．７０００，－５．３５７３）；（ｂ）（ｘ０，ｙ０）＝（－１．３２５０，－４．５０８７）；
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３．３　多余模态
非线性系统的模态数会大于系统的自由度数．

非线性模态除去与其线性化系统对应的模态外的

其它模态，称为多余模态．多余模态往往是由于非
线性系统满足内共振条件时产生的，其表现为基本

（同相和反相）模态之间的能量转换运动．
由于非线性多余模态的形式和数量事先是未

知的，本文采用数值方法，通过在能量曲线上搜索，

来寻找满足模态运动条件的多余模态的初值．图８
给出了在给定系统参数值时，找到的五个多余模态

曲线和其相对应的初值点坐标．可以看出：多余模
态分别呈现Ｚ型和Ｓ型．Ｚ型模态曲线的上下两段
曲线与反相模态曲线方向相同，包含有反相模态运

动的信息，而连接上下两段曲线的中间曲线与同相

模态曲线方向相同，含有同相模态的信息．Ｓ型模
态曲线上下两段曲线与同相模态曲线方向相同，包

含同相模态运动信息，而连接上下两段曲线的中间

曲线与反相模态曲线方向相同，含有反相模态的信

息．由此可知：多余模态确实是由同相模态运动和
反相模态运动组合而成的．

４　结论

本文针对含间隙的二自由度弹簧质量系统模
型的非线性模态开展了研究．首先，通过假设模态
解的形式，求解出了分段光滑系统的同相模态和反

相模态解．并提出了一种加权估算系统同相和反相
模态频率的理论公式．通过数值求解系统的同相和
反相模态，证实：本文所提的预估系统模态频率的

公式较之前文献中的等价模态频率的计算公式更

为准确．另外，理论模态解可以作为数值求解方法
的预估初值．由于非线性系统的模态数会高于系统
的自由度数，本文根据系统模态满足的条件，并采

用数值方法，通过对能量曲线上点的搜索，发现了

系统的五个多余模态．这五个多余模态均表现为同
相和反相模态的内共振运动行为．

虽然，理论分析的结果在一定程度上（间隙诱

导的刚度变化量小时）可以反映该非光滑系统的同

相和反相模态，但随着间隙诱导的刚度变化量增大

时，理论预测的误差越来越大，因此，有待于进一步

改进理论假设解函数的形式，以便更准确地预测系

统的同相和反相模态，甚至是多余模态，对此需要

进一步研究．
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