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摘要　用微分求积法分析了轴向移动粘弹性梁非平面非线性振动的动力学行为．轴向移动粘弹性梁非平面

非线性振动的数学模型是一非常复杂的非线性偏微分方程组．首先用微分求积法对其控制方程组进行空间

离散，得到非线性常微分方程组，然后求解常微分方程组得到数值结果．在数值结果的基础上结合非线性动

力学理论，利用分叉图、时间历程图、相图对其非线性动力学特性进行了分析．

关键词　微分求积法，　轴向移动粘弹性梁，　非平面振动，　混沌，　分叉
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引言

轴向移动粘弹性梁可以作为多种工程装置的

力学模型，比如动力传送带、磁带、带锯、空中缆车

索道、高楼升降机缆道、单索架索道等．轴向移动粘
弹性梁的非线性动力学性质对工程装置的稳定性

和可靠性有着重要的影响．因此分析轴向移动粘弹
性梁的非线性振动的非线性动力学行为对分析解

决工程的实际问题有着重要的意义．中外学者采用
各种近似方法对此作了大量工作．２０００年，?ｚ［１］等
用直接多尺度法研究了刚度较小、速度有微小扰动

情况下的轴向运动梁．２００２年 Ｍａｒｙｎｏｅｓｋｉ和 Ｋａｐｉ
ｔａｎｉａｋ［２］采用 Ｇａｌｅｒｋｉｎ方法，分析了 Ｋｅｌｖｉｎ和 Ｂｕｒ
ｇｅｒｓ两种粘弹性模型下轴向运动梁的动态特性．
２００５年和 ２００６年，杨晓东和陈立群［３－４］采用

Ｇａｌｅｒｋｉｎ方法对轴向移动梁的动力学特性比如共
振稳定性、分叉和混沌等做了大量的研究，取得了

许多有意义的成果．２００９年，丁虎和陈立群［５］分别

用微分求积法和有限差分法对轴向移动梁的两种

非线性横向振动模型进行了分析比较．以上文献都
是对轴向移动梁的横向平面振动进行的研究，对其

非平面非线性振动的研究还很少．２０１０年，陈丽华
等［６］用３阶伽辽金截断研究了轴向移动梁面内和
面外耦合的非线性振动，讨论了轴向加速度的振

幅、频率对其长时间动力学行为分叉、混沌的影响．
２０１３年，Ｇｈａｙｅｓｈ和Ａｍａｂｉｌｉ［７］利用Ｇａｌｅｒｋｉｎ方法研
究了轴向移动铁木辛哥梁三维非线性平面振动的

非线性动力学行为．
国内外学者大都采用 Ｇａｌｅｒｋｉｎ方法研究轴向

移动梁的非线性动力学特性，很少有学者用微分求

积法对轴向移动梁的非线性动力学性质进行分析．
用微分求积法来分析轴向移动梁非平面非线性振

动的研究还未见报道．微分求积法相比于 Ｇａｌｅｒｋｉｎ
方法原理简单（不依赖变分原理），计算量小，对非

线性动力学方程可以直接求解，减少了 Ｇａｌｅｒｋｉｎ方
法寻找模态函数的麻烦．另外，Ｇａｌｅｒｋｉｎ方法处理
问题时仅提取有限的低阶振型作近似处理，Ｇａｌｅｒ
ｋｉｎ方程的形成，需要积分，当阶数较高时，非线性
项的显式表达式很难求出；而微分求积法则克服了

这种局限性，本质上考虑了所有振型的综合贡献．
本文利用微分求积法对轴向移动梁横向非平

面非线性振动的复杂动力学特性（分叉、混沌、周期

等）进行分析．

１　控制方程组

陈丽华等人［６］利用哈密顿原理建立的轴向移

动粘弹性梁横向非平面非线性振动的动力学控制

方程为如下非线性偏微分方程组：
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边界条件：

ｖ（０，ｔ）＝ｖ（ｌ，ｔ）＝０，ｖ，ｘｘ（０，ｔ）＝ｖ，ｘｘ（ｌ，ｔ）＝０，
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ｗ（０，ｔ）＝ｗ（ｌ，ｔ）＝０，ｗ，ｘｘ（０，ｔ）＝ｗ，ｘｘ（ｌ，ｔ）＝

０． （２ｂ）
其中，ρ为密度，Ａ是截面积，ｌ是梁的长度，ｖ（ｘ，ｔ），
ｗ（ｘ，ｔ）分别表示轴向移动梁面内和面外横向振动
的位移，η是粘弹系数，Ｅ是杨氏模量，Ｊｙ，Ｊｚ和 Ｊｙｚ
是惯性力矩．假定在预紧力 Ｐ０处有一小的扰动
Ｐ１ｓｉｎωｔ，也就是说紧力 Ｐ＝Ｐ０＋Ｐ１ｓｉｎωｔ；假定轴向
运动的速度是简谐变化的，也就是 ｃ＝ｃ０＋ｃ１ｓｉｎωｔ．
这种假设是有它的物理意义的．比如，当我们用轴
向移动梁来模拟一对转动轮上的带时，轮子转动时

的扰动，会引起带轴向移动速度的扰动．

２　微分求积法求解控制方程

微分求积法的基本原理是将函数在求解区域

内的每个网格点处的导数值用域内全部网格点上

的函数值的加权线性和近似表示．关于微分求积法
的理论在文献［９］中有详细的论述，包括权系数的
计算、节点的选取、边界条件的处理等．

依照微分求积法原理，引入Ｎ个网格点：
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方程（１）中未知函数对空间变量的各阶偏微
分在各网格点处的值可以表示为
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其中ａ（１）ｉｊ ，ａ
（２）
ｉｊ ，ａ

（４）
ｉｊ 分别是微分求积法中一阶导数、

二阶导数、四阶导数的权系数，其计算公式见文献

［８］，ｖ，ｘ（ｘｉ，ｔ）ｖ，ｘｘ（ｘｉ，ｔ），ｖ，ｘｘｘｘ（ｘｉ，ｔ），ｗ，ｘ（ｘｉ，ｔ），
ｗ，ｘｘ（ｘｉ，ｔ），ｗ，ｘｘｘｘ（ｘｉ，ｔ）分别表示函数ｖ（ｘ，ｔ），ｗ（ｘ，ｔ）
在各节点处关于空间变量 ｘ一阶、二阶、四阶偏导
数，ｖ（ｘｉ，ｔ），ｗ（ｘｉ，ｔ）分别表示函数 ｖ（ｘ，ｔ），ｗ（ｘ，ｔ）
在各节点处对时间 ｔ的一阶导数．因系统（１）的边
界条件是简支边界条件，可用权系数矩阵修正法［８］

处理该边界条件．处理边界条件后，将（４）代入控
制方程（１）得，
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其中ｖｊ＝ｖ（ｘｊ，ｔ），ｗｊ＝ｗ（ｘｊ，ｔ），（ｊ＝２，３，…，Ｎ－１）．
方程（５）是以２×（Ｎ－２）个轴向移动粘弹性梁面内和
面外振动的位移（ｖ２，ｖ３，…，ｖＮ－１），（ｗ２，ｗ３，…，ｗＮ－１）为
未知变量的非线性常微分方程组．给定初始条件和参
数，求解常微分方程组（５）既得轴向移动粘弹性梁横
向非平面非线性振动的动力学响应．

３　轴向移动梁非平面振动的动力学性质

给定初始条件和参数 ｖ（ｘ，０）＝０，ｖｔ（ｘ，０）＝

０．０１，ｗ（ｘ，０）＝０，ｗｔ（ｘ，０）＝０．０１，ρ＝１０００ｋｇ／ｍ
３，Ａ＝

１×１０－４ｍ２，ｌ＝１．０ｍ，Ｊｙ＝
１
６×１０

－８，Ｊｚ＝
１
６×１０

－８，Ｊｙｚ

＝０，ω＝１５ＨＺ，Ｅ＝１．５×１０８Ｎ／ｍ２，η＝４．０×１０５Ｎｓ／ｍ２，
Ｐ０＝Ｐ１＝１００Ｎ，对常微分方程组（５）进行求解，在数值
结果的基础上利用分叉图、相图、时间历程图对轴向

移动粘弹性梁横向非平面非线性振动的动力学行为

进行分析．分别考虑了轴向运动定常速度、轴向运动
速度变化幅值对其动力学行为的影响．
３．１　轴向运动定常速度的影响

取轴向运动速度变化幅值ｃ１＝２．１ｍ／ｓ，作出面

内和面外振动的位移ｖ和ｗ随轴向运动定常速度ｃ０
在区间 １５，[ ]２５ｍ／ｓ上变化时的分叉图如图１．从分
叉图１我们可以看出在ｃ０由１５ｍ／ｓ变化到大约２１．９
ｍ／ｓ时，面内运动和面外运动都是混沌运动．随着ｃ０
的增加，出现了一个小的周期窗口，即面内运动和面

外运动都由混沌运动变为周期运动．大约增大到
２３．１ｍ／ｓ时，二者运动又都变为混沌运动了．当ｃ０继
续增大到２４ｍ／ｓ时，二者运动又变为周期的了．

图１　轴向运动定常速度的影响

（ａ）位移ｖ随ｃ０变化的分叉图；（ｂ）位移ｗ随ｃ０变化的分叉图

Ｆｉｇ．１　Ｅｆｆｅｃｔｏｆｍｅａｎａｘｉａｌｖｅｌｏｃｉｔｙ

（ａ）ｂｉｆｕｒｃａｔｉｏｎｄｉａｇｒａｍｓｆｏｒｔｈｅｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔｖｖｉａｃ０；

（ｂ）ｂｉｆｕｒｃａｔｉｏｎｄｉａｇｒａｍｓｆｏｒｔｈｅｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔｗｖｉａｃ０

３．２　轴向运动速度变化幅值的影响
取轴向运动定常速度 ｃ０＝２０．５ｍ／ｓ，作出面内

和面外振动的位移 ｖ和 ｗ随轴向运动速度变化幅
值ｃ１在区间 ０．５，３．[ ]５ｍ／ｓ上变化时的分叉图如
图２．从分叉图２我们可以看出在 ｃ１由０．５ｍ／ｓ变
化到

图２　轴向运动速度变化幅值的影响

（ａ）位移ｖ随ｃ１变化的分叉图；（ｂ）位移ｗ随 ｃ１变化的分叉图

Ｆｉｇ．２　Ｅｆｆｅｃｔｏｆａｍｐｌｉｔｕｄｅｏｆａｘｉａｌｖｅｌｏｃｉｔｙｆｌｕｃｔｕａｔｉｏｎ

（ａ）ｂｉｆｕｒｃａｔｉｏｎｄｉａｇｒａｍｓｆｏｒｔｈｅｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔｖｖｉａｃ１；

（ｂ）ｂｉｆｕｒｃａｔｉｏｎｄｉａｇｒａｍｓｆｏｒｔｈｅｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔｗｖｉａｃ１
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大约１．４ｍ／ｓ时，面内运动呈２倍周期运动，面外运
动呈单倍周期运动．面内运动由单倍周期运动变化
为２倍周期运动．随着ｃ１的增大，面内运动和面外
运动都由周期运动变化为混沌运动．当 ｃ１增大到
１．５ｍ／ｓ时，混沌运动消失，面内和面外运动变为多
倍周期运动．很快，二者运动又进入混沌状态直到
最后．

图１和图２都表明，在相同参数下，面内运动
和面外运动的动力学性质始终保持一致，即二者同

时进入周期运动或混沌运动．下面图３～图５是一
些典型的周期运动和混沌运动的相图，时间历程

图．其中（ａ）是以面外运动速度、面外运动位移以
及面内运动的位移为横、纵、竖坐标的三维相图，

（ｂ）和（ｃ）分别是以面内运动的速度、位移，面外运
动的速度、位移为横纵坐标的平面相图．（ｄ）和（ｅ）
分别表示面内运动位移和面外运动位移随时间变

化的波形图．从这些图形中可以看出，在相同参数
下，无论是从相图，还是时间历程图所得的轴向移

动梁横向非平面振动的动力学性质是相同的．

图３　ｃ０＝２０．５ｍ／ｓ，ｃ１＝０．５５２５ｍ／ｓ时周期运动

Ｆｉｇ．３　Ｐｅｒｉｏｄｉｃｍｏｔｉｏｎａｐｐｅａｒｓｗｈｅｎｃ０＝２０．５ｍ／ｓ，ｃ１＝０．５５２５ｍ／ｓ

图４　ｃ０＝２０．５ｍ／ｓ，ｃ１＝１．３３２５ｍ／ｓ时周期运动

Ｆｉｇ．４　Ｐｅｒｉｏｄｉｃｍｏｔｉｏｎａｐｐｅａｒｓｗｈｅｎｃ０＝２０．５ｍ／ｓ，ｃ１＝１．３３２５ｍ／ｓ

图５　ｃ０＝１６ｍ／ｓ，ｃ１＝２．１ｍ／ｓ时混沌运动

Ｆｉｇ．５　Ｃｈａｏｔｉｃｍｏｔｉｏｎａｐｐｅａｒｓｗｈｅｎｃ０＝１６ｍ／ｓ，ｃ１＝２．１ｍ／ｓ

６２
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４　结论

用微分求积法对轴向移动粘弹性梁面内和面外

振动耦合的非平面非线性振动的动力学行为进行了

分析．利用分叉图分别研究了轴向运动定常速度和
轴向运动速度变化幅值对轴向移动梁非平面振动的

影响．为了具体地描绘由分叉图得到的轴向移动梁
非平面振动的非线性动力学性质，作出了一些典型

的周期运动和混沌运动的相图和时间历程图．以上
研究结果表明微分求积法能够有效地用来分析轴向

移动梁高维非线性系统的动力学性质．
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