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分数阶混沌系统的主动滑模同步
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摘要　结合主动控制和滑模控制原理，提出了一个同步分数阶混沌系统的主动滑模控制方法．该方法首先

用分数阶积分对所有维状态分量设计一个滑模面，分数阶混沌系统在该滑模面上稳定．然后采用极点配置

的方法获得主动滑模控制器中的增益矩阵．应用 Ｌｙａｐｕｎｏｖ稳定性理论、分数阶系统稳定理论对所提的控制

器的存在性和稳定性分别进行了分析．对分数阶Ｌｏｒｅｎｚ系统进行数值仿真，仿真结果验证了该方法的有效

性．

关键词　分数阶滑模面，　主动滑模控制，　极点配置

ＤＯＩ：　１０．６０５２／１６７２６５５３２０１３１０５

引言

尽管分数阶微积分理论有３００多年的历史，但
因长时间没有实际的应用背景而发展缓慢．自从
１９８３年Ｍａｎｄｅｌｂｏｒｔ指出自然界及许多科学技术领
域中存在大量的分数维事实，分数阶微积分才取得

了很大的进展．另一方面，ＯＧＹ控制方法［１］和 ＰＣ
同步方法［２，３］的提出，使整数阶混沌系统的控制和

同步有了突破性的发展．然而由于分数阶混沌系统
的同步在保密通信、信号处理和系统控制等领域比

整数阶混沌系统拥有更突出的应用前景和发展前

途，因此近年来，分数阶混沌系统的研究受到很多

学者的重视，有了很多的成果．分数阶混沌系统同
步的方法相继被提出，例如，自适应同步［４］、耦合同

步［５］、主动控制同步［６］、滑模控制同步［７－１１］、鲁棒

观测器同步［１２－１３］等．近来，一些学者结合多种控制
方法实现了分数阶混沌系统的同步．结合自适应控
制和模糊滑模控制，文献［１４］实现了分数阶混沌
系统同步；文献［１５］利用主动滑模变结构控制实
现不同维分数阶混沌系统的同步；文献［１６］设计
整数阶滑模面，利用单向耦合特性实现分数阶混沌

系统同步．文献［１７］利用分数阶微积分设计滑模
面，实现不同维的分数阶混沌系统同步，但该文中

需要对每一维状态分量分别设计滑模面．

针对文献［１７］中需要对每一维状态分量分别
设计滑模面，本文提出一个新的同步分数阶混沌系

统的主动滑模控制方法，该方法首先用分数阶积分

对所有维状态分量设计一个滑模面，分数阶混沌系

统在该滑模面上稳定．然后采用极点配置的方法获
得主动滑模控制器中的增益矩阵．通过仿真实验验
证了该方法的可行性与有效性．

１　分数阶微积分

分数阶微分的定义有多种，其中应用较多的是

Ｒｉｅｍａｎｎ－Ｌｉｏｕｖｉｌｌｅ（Ｒ－Ｌ）分数阶微分和Ｃａｐｕｔｏ分
数阶微分［１８］．在理论研究中应用较多的是Ｒ－Ｌ定
义．由于Ｃａｐｕｔｏ的分数阶微分定义更容易给出分
数阶微分方程的初值条件，因而在工程中应用较

广．本文采用Ｒ－Ｌ积分算子以及Ｃａｐｕｔｏ定义．
定义 １　Ｒｉｅｍａｎｎ－Ｌｉｏｕｖｉｌｌｅ分数阶积分算子

０Ｉ
ｑ
ｔ，０Ｉ

ｑ
ｔｆ（ｔ）＝

１
Γ（！）∫

ｔ

０

ｆ（τ）
（ｔ－τ）１－ｑ

ｄτ这里 ｑ＞０，ｆ：Ｒ

→Ｒ，Γ（·）为伽玛函数，且Γ（ｑ）＝∫
∞

０
ｔｑ－１ｅ－ｔｄｔ．

定义２　Ｃａｐｕｔｏ分数阶微积分定义
ｃ
０Ｄ
ｑ
ｔｆ（ｔ）＝０Ｉ

ｎ－ｑ
ｔ Ｄ

ｎｆ（ｔ）＝

　 １
Γ（ｎ－ｑ）∫

ｔ

０

ｆ（ｎ）（τ）
（ｔ－τ）１＋ｑ－ｎ

ｄτ

这里ｎ－１≤ｑ≤ｎ∈Ｎ，ｆ（ｔ）为在 ｔ＞０时在［０，ｔ］上
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有ｎ＋１阶连续有界可导的函数．
文献［１９］研究并给出了判断分数阶线性系统

稳定性的充要条件．
引理１　考虑自治系统如下

Ｄαｘ＝Ａｘ，ｘ（０）＝ｘ０
其中，０＜α＜１，ｘ∈Ｒｎ，Ａ∈Ｒｎ×ｎ，

Ｄαｘ＝［Ｄαｘ１，Ｄαｘ２，…，Ｄαｘｎ］
Ｔ

如果有

１）当且仅当对矩阵 Ａ的任意特征值｜ａｒｇ（ｅｉｇ
（Ａ））｜＞απ／２恒成立，则系统是渐近稳定的，
２）当且仅当对矩阵 Ａ的任意特征值｜ａｒｇ（ｅｉｇ

（Ａ））｜＞απ／２恒成立，则系统是稳定的，

图１　阶线性系统的稳定性区域

Ｆｉｇ．１　Ｓｔａｂｉｌｉｔｙｒｅｇｉｏｎｏｆｌｉｎｅａｒｓｙｓｔｅｍｗｉｔｈｏｒｄｅｒ

α阶线性系统的稳定区域如图 １所示，对于分数阶
非线性系统如果其在平衡点处的 Ｊａｃｏｂｉａｎ矩阵的
所有特征值都在稳定区域内，则该平衡点为稳定

的平衡点．

２　分数阶混沌系统的主动滑模同步

系统形式如下：

ｄαｘ
ｄｔα
＝Ａｘ＋ｆ（ｘ） （１）

ｄαｙ
ｄｔα
＝Ａｙ＋ｆ（ｙ）＋ｕ（ｔ） （２）

其中ｘ＝［ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ］
Ｔ为驱动系统输入，ｙ＝［ｙ１，

ｙ２，…，ｙｎ］
Ｔ为响应系统输入，Ａ为系统线性项系数

矩阵，ｆ（·）为系统的非线性项，ｕ（ｔ）＝［ｕ１，ｕ２，…，

ｕｎ］
Ｔ为系统控制输入项．
设响应系统与驱动系统之间的状态误差．
ｅ＝ｙ－ｘ （３）
则

ｄαｅ
ｄｔα
＝Ａｅ＋ｆ（ｙ）－ｆ（ｘ）＋ｕ（ｔ） （４）

其中ｅ＝［ｅ１，ｅ２，…，ｅｎ］
Ｔ．

我们只要选取合适的控制器ｕ（ｔ），使得ｌｉｍ
ｔ→∞
‖ｅ

‖＝ｌｉｍ
ｔ→∞
‖ｙ－ｘ‖ ＝０，即驱动系统与响应系统同

步．
控制器设计如下：

ｕ（ｔ）＝ｆ（ｘ）－ｆ（ｙ）＋ｋｗ（ｔ） （５）
其中ｋ＝［ｋ１，ｋ２，ｋ３］

Ｔ∈Ｒ，

ｗ（ｔ）＝
ｗ＋（ｔ）　ｓ（ｅ）≥０

ｗ－（ｔ）　ｓ（ｅ）＜{ ０
（６）

误差系统方程为

ｄαｅ
ｄｔα
＝Ａｅ＋ｋｗ（ｔ） （７）

设计滑模面为

ｓ（ｅ）＝ｃｄ
α－１ｅ
ｄｔα－１

＝ｃＩ１－αｅ （８）

其中ｃ＝［ｃ１，ｃ２，ｃ３］∈Ｒ，则

ｓ（ｅ）＝ｃｄ
αｅ
ｄｔα

（９）

当分数阶系统在滑模面运动时，滑模面应满足

ｓ（ｅ）＝ｃＩα－１ｅ＝０ （１０）

ｓ（ｅ）＝ｃｄ
αｅ
ｄｔα
＝０ （１１）

将误差系统（７）代入（１１）得
ｃ［Ａｅ＋ｋｗ（ｔ）］＝０ （１２）
化简上式可得等效控制

ｗｅｑ（ｔ）＝－（ｃｋ）
－１ｃＡｅ （１３）

将系统（１３）代入误差系统（７）得
ｄαｅ
ｄｔα
＝Ａｅ＋ｋ［－（ｃｋ）－１ｃＡｅ］＝

　［Ａ－ｋ（ｃｋ）－１ｃＡ］ｅ＝［Ａ－ＢＫ］ｅ （１４）
其中Ｂ＝ｋ，Ｋ＝（ｃｋ）－１ｃＡ

利用极点配置［２０］的方法使得系统矩阵（Ａ－
ＢＫ）的特征值为｛ｐ１，ｐ２，…，ｐｎ｝，误差系统配置在稳
定范围内．

Ｋ＝［Ｋ１，Ｋ２，…，Ｋｎ］＝

　［β０－γ０，β１－γ１，…，βｎ－１－γｎ－１，］Ｔ
－１ （１５）

其中｛γ０，γ１，…，γｎ－１｝是系数矩阵 Ａ的特征多项式
的系数，即

ｄｅｔ（λＩ－Ａ）＝λｎ＋γｎ－１λ
ｎ－１＋…＋γ１λ＋γ０

（１６）
｛β０，β１，…，βｎ－１｝是系数矩阵（Ａ－ＢＫ）的特征多项
式的系数，即

９１
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ｄｅｔ（λＩ－（Ａ－ＢＫ））＝

　（λ－ｐ１）（λ－ｐ２）…（λ－ｐｎ）＝

　λｎ＋βｎ－１λ
ｎ－１＋…＋β１λ＋β０ （１７）

矩阵

Ｔ＝［Ａｎ－１Ｂ，…，ＡＢ，Ｂ］

１

γｎ－１ １

  
γ１ … γｎ－１













１

（１８）

然后设计滑模到达控制律

ｓ＝－μｓｇｎ（ｓ）－τｓ （１９）

式中μ，τ＞０，ｓｇｎ（·）为符号函数．

将（９）式代入（１９）式得

ｃｄ
αｅ
ｄｔα
＝－μｓｇｎ（ｓ）－τｓ （２０）

将（７）式代入得

ｃ［Ａｅ＋ｋｗ（ｔ）］＝－μｓｇｎ（ｓ）－τｓ

化简

ｗ（ｔ）＝－（ｃｋ）－１［ｃＡｅ＋μｓｇｎ（ｓ）＋τｓ］ （２１）

定理１　从任意初始条件出发，误差系统（７）始终

满足ｓ＝－μｓｇｎ（ｓ）－τｓ的滑模到达条件，则误差系

统（７）能在有限时间内到达趋近滑模面（８）．

证明：　考虑如下的Ｌｙａｐｕｎｏｖ指数

Ｖ（ｔ）＝１２ｓ
２ （２２）

Ｖ·（ｔ）＝ｓｓ＝ｓ［－μｓｇｎ（ｓ）－τｓ］≤

　－μｍｉｎ‖ｓ‖－τｍｉｎ‖ｓ‖
２≤０ （２３）

这里μｍｉｎ＝ｍｉｎ｛μｉ｝，τｍｉｎ＝ｍｉｎ｛τｉ｝，ｉ＝１，２，…，ｎ．

因此，对所有μｍｉｎ＞０和τｍｉｎ＞０，系统的轨迹在控制

律（１９）的作用下达到滑动模态．证毕．

当误差动态系统到达滑模面时有

ｄαｅ
ｄｔα
＝［Ａ－ｋ（ｃｋ）－１ｃＡ］ｅ （２４）

由极点配置定理可控制系统的特征值｛ｐ１，ｐ２，…，

ｐｎ｝满足｜ａｒｇ（ｐｉ）｜＞
απ
２，ｉ＝１，２，…，ｎ．所以系统渐

进稳定，所以驱动系统与响应系统同步．

３　仿真示例

以分数阶Ｌｏｒｅｎｚ混沌系统为例进行仿真，以下

分别为响应系统和驱动系统．

ｄαｘ１
ｄｔα
＝ａ（ｘ２－ｘ１）

ｄαｘ２
ｄｔα
＝ｘ１（ｂ－ｘ３）－ｘ２

ｄαｘ３
ｄｔα
＝ｘ１ｘ２－ｃｘ















３

（２５）

ｄαｙ１
ｄｔα
＝ａ（ｙ２－ｙ１）＋ｕ１

ｄαｙ２
ｄｔα
＝ｙ１（ｂ－ｙ３）－ｙ２＋ｕ２

ｄαｙ３
ｄｔα
＝ｙ１ｙ２－ｃｙ３＋ｕ















３

（２６）

其中ａ＝０．９６，ａ＝１０，ｂ＝２８，ｃ＝８／３．
系统误差方程为

ｄαｅ１
ｄｔα
＝ａ（ｅ２－ｅ１）＋ｕ１（ｔ）

ｄαｅ２
ｄｔα
＝ｂｅ１－ｙ１ｙ３＋ｘ１ｘ３＋ｕ２（ｔ）

ｄαｅ３
ｄｔα
＝－ｃｅ３＋ｙ１ｙ３－ｘ１ｘ２＋ｕ３（ｔ













 ）

（２７）

设计控制器如下

ｕ１（ｔ）＝ｋ１ｗ（ｔ）

ｕ２（ｔ）＝ｙ１ｙ３－ｘ１ｘ３＋ｋ２ｗ（ｔ）

ｕ３（ｔ）＝－ｙ１ｙ２＋ｘ１ｘ２＋ｋ３ｗ（ｔ
{

）

（２８）

因此误差系统（２７）可以表示成

ｄαｅ１
ｄｔα
＝ａ（ｅ２－ｅ１）＋ｋ１ｗ（ｔ）

ｄαｅ２
ｄｔα
＝ｂｅ１＋ｋ２ｗ（ｔ）

ｄαｅ３
ｄｔα
＝－ｃｅ３＋ｋ３ｗ（ｔ













 ）

（２９）

滑模面定义为：

ｓ（ｅ）＝ｃ１Ｉ
１－αｅ１＋ｃ２Ｉ

１－αｅ２＋ｃ３Ｉ
１－αｅ３ （３０）

滑模面应满足以下条件

ｓ（ｔ）＝ｃ１Ｉ
１－αｅ１＋ｃ２Ｉ

１－αｅ２＋ｃ３Ｉ
１－αｅ３＝０ （３１）

ｓ（ｔ）＝ｃ１
ｄαｅ１
ｄｔα
＋ｃ２
ｄαｅ２
ｄｔα
＋ｃ３
ｄαｅ３
ｄｔα
＝０ （３２）

化简（３２）式可得等效控制

ｗｅｑ（ｔ）＝
１

ｃ１ｋ１＋ｃ２ｋ２＋ｃ３ｋ３
［（ｃ１ａ－ｃ２ｂ）ｅ１－

　ｃ１ａｅ２＋ｃ３ｃｅ３］ （３３）

然后将（３３）式代入（２９）式的系统的误差方程得

０２
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ｄαｅ１
ｄｔα
＝ａ（ｅ２－ｅ１）＋

　
ｋ１

ｃ１ｋ１＋ｃ２ｋ２＋ｃ３ｋ３
［（ｃ１ａ－ｃ２ｂ）ｅ１－

　ｃ１ａｅ２＋ｃ３ｃｅ３］

ｄαｅ２
ｄｔα
＝ｂｅ１＋

ｋ２
ｃ１ｋ１＋ｃ２ｋ２＋ｃ３ｋ３

［（ｃ１ａ－

　ｃ２ｂ）ｅ１－ｃ１ａｅ２＋ｃ３ｃｅ３］

ｄαｅ３
ｄｔα
＝－ｃｅ３＋

ｋ３
ｃ１ｋ１＋ｃ２ｋ２＋ｃ３ｋ３

［（ｃ１ａ－

　ｃ２ｂ）ｅ１－ｃ１ａｅ２＋ｃ３ｃｅ３























］

（３４）

化简得

ｄαｅ１
ｄｔα
＝ １
ｃ１ｋ１＋ｃ２ｋ２＋ｃ３ｋ３

［－（ｃ２ｋ２ａ＋ｃ３ｋ３ａ＋

　ｃ２ｋ１ｂ）ｅ１＋（ｃ２ｋ２＋ｃ３ｋ３）ａｅ２＋ｃ３ｋ１ｃｅ３］

ｄαｅ２
ｄｔα
＝ １
ｃ１ｋ１＋ｃ２ｋ２＋ｃ３ｋ３

［（ｃ１ｋ１ｂ＋ｃ３ｋ３ｂ＋

　ｃ１ｋ２ａ）ｅ１－ｃ１ｋ２ａｅ２＋ｃ３ｋ２ｃｅ３］

ｄαｅ３
ｄｔα
＝ １
ｃ１ｋ１＋ｃ２ｋ２＋ｃ３ｋ３

［（ｃ１ａ－ｃ２ｂ）ｋ３ｅ１－

　ｃ１ｋ３ａｅ２－（ｃ１ｋ１＋ｃ２ｅ２）ｃｅ３



















］

（３５）
利用极点配置的方法，设定参数 ｃ１，ｃ２，ｃ３与

ｋ１，ｋ２，ｋ３使得｜ａｒｇ（ｐｉ）｜＞απ／２，ｉ＝１，２，３，其中 ｐｉ

为误差系统
ｄαｅ
ｄｔα
参数矩阵的特征值．特征值设计如

下：ｐ１＝－０．００６３，ｐ２＝－０．００１８＋２．０００１ｉ，ｐ３＝－
０．００１８－２．０００１ｉ，ｋ１＝ｋ２＝ｋ３＝１，则ｃ１＝１．５４７５，ｃ３
＝－０．０３７９，ｓ＝－０．２ｓｇｎ（ｓ）－２０ｓ．
初值（ｘ１０，ｘ２０，ｘ３０）

Ｔ＝（２，－１．５）Ｔ，（ｙ１０，ｙ２０，

ｙ３０）
Ｔ＝（５，－３，－２）Ｔ，时间步长 ｈ＝０．０１，在 ｔ＝

２０ｓ时加入控制．

图２　同步误差与控制变量状态曲

Ｆｉｇ．２　Ｓｔａｔｅｓｔｒａｊｅｃｔｏｒｉｅｓｏｆｔｈｅｓｙｎｃｈｒｏｎｉｚａｔｉｏｎｅｒｒｏｒａｎｄｓｔａｔｅｖａｒｉａｂｌｅｓ

用Ｍａｔｌａｂ对驱动系统与响应系统进行仿真，
图２为系统同步误差与控制变量状态曲线图．从图
中可以看出，当未加控制变量时，系统误差始终在

变化；当ｔ＝２０ｓ时加入控制变量后，驱动系统与响
应系统很快趋于同步．

４　结论

基于分数阶混沌系统的同步问题，本文提出同

步分数阶主动滑模控制方法，首先设计分数阶积分

滑模面，然后利用极点配置法处理控制器增益矩

阵，控制系统达到同步，并且进行了稳定性分析证

明．以分数阶Ｌｏｒｅｎｚ为例进行仿真，仿真结果验证
了该方法的可行性与有效性．
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