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摘要　为了设计结构复杂、性能优越的多涡卷混沌系统，采用理论分析和数值仿真的方法，通过设计一个连

续非线性函数，建立了三阶Ｃｈｕａ系统的单方向与网格多涡卷吸引子模型．在 Ｍａｔｌａｂ平台上，通过吸引子相

图、最大Ｌｙａｐｕｎｏｖ指数、分岔图和Ｐｏｉｎｃａｒé截面等方法，分析了多涡卷Ｃｈｕａ混沌系统的动力学特性．研究结

果表明，多涡卷Ｃｈｕａ混沌吸引子具有丰富的动力学特性，仿真结果与理论分析一致，表明了多涡卷Ｃｈｕａ混

沌系统设计方法的有效性和设计模型的正确性．
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引言

相比单涡卷和双涡卷混沌系统，多涡卷混沌系

统具有更加复杂的动力学行为和更广泛的应用前

景，因此，关于多涡卷混沌吸引子的研究正成为混

沌领域的研究热点．国内外研究人员在该领域先后
提出了用分段线性、阶梯波和符号函数等来产生多

涡卷混沌吸引子的方法［１－７］．然而这些提出的非线
性函数多为不连续的，存在突变点［１－１２］．众所周
知，混沌具有初值敏感性［１３］，而函数的不连续和突

变对混沌信号可能会造成一定的影响，物理实现也

存在一定的困难．因此，研究采用连续的非线性函
数产生多涡卷混沌吸引子具有重要研究意义．在非
线性电路研究中，蔡氏电路是最早提出并且研究得

最为透彻的一个混沌电路．Ｃｈｕａ电路中，随着电路
参数的变化，系统可呈现十分丰富的动力学行为，

如倍周期分岔、单涡卷、周期、双涡卷等．由于 Ｃｈｕａ
电路简单且容易实现，本文在Ｃｈｕａ电路基础上，采
用由连续函数双曲正切函数和线性函数叠加而成

的非线性函数，研究基于连续非线性函数的多涡卷

混沌吸引子设计方法及其动力学性能．
论文的安排如下，首先设计了两类连续的非线

性函数，并将连续的非线性函数应用于 Ｃｈｕａ系统
中，得到了单方向的多涡卷混沌吸引子，并对其进

行了性能分析，讨论了系统参数的选取方法；然后

设计了基于非线性函数的网格多涡卷混沌吸引子，

并对网格多涡卷混沌系统进行了性能分析，最后给

出结论．

１　基于 Ｃｈｕａ系统的单方向多涡卷混沌吸
引子模型与性能分析

１．１　单方向多涡卷混沌吸引子的建模
多涡卷混沌系统的设计方法如下：选取适当的

混沌系统并设计合适的非线性项，进行非线性项替

代，并且使得在求平衡点的过程中能将平衡点计算

简化为一元方程和一个线性方程组的求解．此方法
的关键在于设计能产生多涡卷混沌吸引子的非线

性函数，并注意调整平衡点的位置与类型．若设计
的平衡点为指标２的鞍焦点则能产生涡卷，若为指
标１的鞍焦点则能产生键带，设计的平衡点是指标
１与指标 ２相间隔便能产生多涡卷混沌吸引
子［５－７］．Ｃｈｕａ系统微分方程为

ｘ＝α（ｙ－ｈ（ｘ））
ｙ＝ｘ－ｙ＋ｚ
ｚ＝－β

{
ｙ

（１）

其中α＝１０，β＝１６，ｈ（ｘ）是一个分段线性函数．
构造一个连续非线性函数替代原有的分段线

性函数产生多涡卷吸引子，设计系统的非线性函数



动　力　学　与　控　制　学　报 ２０１５年第１３卷

ｈ（ｘ）为

（１）　ｈ（ｘ）＝ｋｘ－ｐｋ［－ｔａｎｈ（ｎｘ）＋∑
Ｎ

ｉ＝０
ｔａｎｈ（ｎ

（ｘ＋２ｉｐ））＋∑
Ｎ

ｉ＝０
ｔａｎｈ（ｎ（ｘ－２ｉｐ））］时，能产生偶数

（２Ｎ＋２）个涡卷．

（２）　ｈ（ｘ）＝ｋｘ－ｐｋ［∑
Ｎ

ｉ＝０
ｔａｎｈ（ｎ（ｘ＋（１＋２ｉ）

ｐ））＋∑
Ｎ

ｉ＝０
ｔａｎｈ（ｎ（ｘ－（１＋２ｉ）ｐ））］时，能产生奇数

（２Ｎ＋３）个涡卷．
以上非线性函数 ｈ（ｘ）是由线性的 ｋｘ和非线

性ｔａｎｈ（ｘ）组合而成．因 ｔａｎｈ（ｘ）是连续的，连续函
数相加减还是连续的，所以函数 ｈ（ｘ）是连续的．ｋ
是线性项ｋｘ的斜率，ｐ是非线性项的平移因子，可
以控制产生涡卷的大小，ｐ越大，吸引子范围越大．
参数 ｎ的选取对非线性函数有较大的影响，ｎ越
大，ｔａｎｈ（ｎｘ）在各点的斜率越大，当 ｎ趋于无穷大
时，ｔａｎｈ（ｎｘ）无限逼近符号函数．这里连续非线性
函数是多涡卷混沌系统中产生多涡卷混沌吸引子

的关键所在，ｔａｎｈ（ｘ）函数波形如图１所示，当 ｋ＝
０．３，ｐ＝０．５，ｎ＝２０时，以能产生六个涡卷为例，ｈ（ｘ）
的波形如图２所示．

图１　ｔａｎｈ（ｘ）函数波形

Ｆｉｇ．１　Ｗａｖｅｏｆｔａｎｈ（ｘ）

图２　非线性连续函数波形

Ｆｉｇ．２　Ｗａｖｅｏｆｃｏｎｔｉｎｕｏｕｓｎｏｎｌｉｎｅａｒｆｕｎｃｔｉｏｎ

下面分析系统的平衡点特性，令式（１）左边等
于零，得到平衡点方程组为ｈ（ｘ）＝０，ｘ＋ｚ＝０，ｙ＝
０．以两涡卷为例，则有ｘ－０．５ｔａｎｈ（ｎｘ）＝０，用一元
不动点迭代法可求得 ｘ１＝０．１２５，ｘ２＝－０．１２５，ｘ３
＝０．系统在平衡点的Ｊａｃｏｂｉａｎ矩阵为

ＪＦ（ｘｉ）＝
２７－３０ｔａｎｈ（２０ｘ）２ １０ ０

１ －１ １
０ －









１６ ０

（２）

其中ｉ＝１，２，３．由此可得平衡点 ｘ１的３个特征值
分别为－３．６２２８，０．２１０３±３．１１１６ｉ．ｘ２的３个特征
值分别为－３．６２２８，０．２１０３±３．１１１６ｉ．ｘ３的３个特
征值分别为 ２７．３４５７，－０．６７２８±３．９１７３ｉ．可见
ｘ１、ｘ２平衡点为指标２的鞍焦点，可以形成涡卷，而
ｘ３平衡点为指标１的鞍焦点可以形成键带，通过键
带将两个涡卷连接在一起，从而形成两涡卷吸引

子．
１．２　单方向多涡卷混沌吸引子的数值仿真

取ｋ＝０．３，ｐ＝０．５，ｎ＝２０，初始值为（０．３，０．１，
０），在Ｍａｔｌａｂ中利用龙格库塔法进行数值仿真，涡
卷数目越多，呈现出完整吸引子的仿真时间越长，

得单方向多涡卷吸引子相图如图３所示．

图３　单方向多涡卷吸引子相图（ａ）两涡卷 （ｂ）三涡卷

（ｃ）四涡卷 （ｄ）五涡卷 （ｅ）六涡卷 （ｆ）七涡卷

Ｆｉｇ．３　Ｐｈａｓｅｐｈａｓｅｄｉａｇｒａｍｏｆｓｉｎｇｌｅｄｉｒｅｃｔｉｏｎｍｕｌｔｉｓｃｒｏｌｌａｔｔｒａｃｔｏｒｓ

（ａ）ｔｗｏｓｃｒｏｌｌ（ｂ）ｔｈｒｅｅｓｃｒｏｌｌ（ｃ）ｆｏｕｒｓｃｒｏｌｌ

（ｄ）ｆｉｖｅｓｃｒｏｌｌ（ｅ）ｓｉｘｓｃｒｏｌｌ（ｆ）ｓｅｖｅｎｓｃｒｏｌｌ
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由图可知，利用连续的非线性函数可得到多涡

卷混沌吸引子，并且系统是在ｘ方向产生多涡卷吸
引子，平衡点的分布位置是由连续非线性项所确

定，得到吸引子清晰，大小一致，处于同一水平位

置，ｙ的取值范围一致，有利于电路实现，因为若每
个吸引子的ｙ范围太大，当涡卷数目太多时，会导
致有些涡卷的ｙ值会超出元器件的取值范围，不利
于电路实现．
１．３　单方向多涡卷混沌吸引子的性能分析

这里以四涡卷吸引子为例，分析当系统参数变

化时，系统的动力学特性．设ｐ＝０．５、ｎ＝２０，参数 ｋ
在［０，１］内变化，仿真步长为０．００２，得到四涡卷吸
引子随参数ｋ变化的分岔图如图４所示．可见，纵
坐标分为四个区域，这与四涡卷吸引子相图相对

应；系统ｋ参数在较大范围内处于混沌状态，对于
保密通信应用而言，相应密钥范围空间大，可提高

保密系统抗穷举攻击的能力．计算四涡卷吸引子关
于参数ｋ的最大Ｌｙａｐｕｎｏｖ指数曲线如图５所示，可
见，最大Ｌｙａｐｕｎｏｖ指数在［０．０７２，０．８２６］范围内是
正的，结果与图４所示的分岔图显示的范围相一
致．此外，从图中可知，对于ｋ参数而言，当ｋ取０．３
时吸引子大小和系统复杂性都比较合适．

图４　四涡卷吸引子关于参数ｋ的分岔图

Ｆｉｇ．４　Ｂｉｆｕｒｃａｔｉｏｎｄｉａｇｒａｍａｂｏｕｔｋｏｆｆｏｕｒｓｃｒｏｌｌａｔｔｒａｃｔｏｒｓ

设ｋ＝０．３，ｎ＝２０，参数 ｐ在［０．２，１０］范围内

变化，且仿真步长为０．００２，四涡卷吸引子的关于

参数ｐ的分岔图如图６所示，可见参数 ｐ在该区域

内系统是混沌的，ｐ取０．５是正确的，而且随着参

数ｐ的增大，分岔图呈现持续增长的趋势，说明吸

引子随ｐ参数增加而变大，可见通过改变 ｐ的大小

能够控制涡卷的大小，这对多涡卷混沌系统的应用

具有实际意义．同样，计算四涡卷吸引子关于参数

ｐ的最大 Ｌｙａｐｕｎｏｖ指数如图７所示．可见，系统在

［０．２，１０］范围内最大 Ｌｙａｐｕｎｏｖ指数为正，表明系
统在该范围内处于混沌状态，与分岔图６相一致，
尽管在ｐ＝２．７９附近，系统最大 Ｌｙａｐｕｎｏｖ指数出
现极小值，但其值仍然为正，所以此时附近系统也

是处于混沌状态．

图５　系统最大Ｌｙａｐｕｎｏｖ指数随参数ｋ变化的波形

Ｆｉｇ．５　ＬａｒｇｅｓｔＬｙａｐｕｎｏｖｅｘｐｏｎｅｎｔａｂｏｕｔｋｏｆｓｙｓｔｅｍ

图６　四涡卷吸引子关于参数ｐ的分岔图

Ｆｉｇ．６　Ｂｉｆｕｒｃａｔｉｏｎｄｉａｇｒａｍａｂｏｕｔｐｏｆｆｏｕｒ－ｓｃｒｏｌｌａｔｔｒａｃｔｏｒｓ

图７　最大Ｌｙａｐｕｎｏｖ指数随参数ｐ变化的波形

Ｆｉｇ．７　ＬａｒｇｅｓｔＬｙａｐｕｎｏｖｅｘｐｏｎｅｎｔａｂｏｕｔｐｏｆｓｙｓｔｅｍ

设ｋ＝０．３，ｐ＝０．５，参数ｎ在［３，２５］范围内变
化，且仿真步长为０．００５，四涡卷吸引子的关于参
数ｎ的分岔图如图８所示，为了能够清楚的观察其
分岔行为，将区间［３，５］放大可得图９，可见系统是
以倍周期分岔方式进入混沌．同样，计算四涡卷吸
引子关于参数 ｎ的最大 Ｌｙａｐｕｎｏｖ指数如图１０所
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示．可见，系统在［３．６６，２５］范围内最大 Ｌｙａｐｕｎｏｖ
指数为正，表明系统在该范围内处于混沌状态，与

分岔图８相一致．而且随着参数 ｎ的变化，系统可
呈现极限环、周期、混沌等动力学状态，如图１１示．

图８　四涡卷吸引子关于参数ｎ的分岔图

Ｆｉｇ．８　Ｂｉｆｕｒｃａｔｉｏｎｄｉａｇｒａｍａｂｏｕｔｎｏｆｆｏｕｒｓｃｒｏｌｌ

图９　区间放大后的分岔图

Ｆｉｇ．９　Ｂｉｆｕｒｃａｔｉｏｎｄｉａｇｒａｍｏｆｒｅｇｉｏｎｅｘｐｉｎｓｏｎ

图１０　最大Ｌｙａｐｕｎｏｖ指数随参数ｎ变化的波形

Ｆｉｇ．１０　ＴｈｅｌａｒｇｅｓｔＬｙａｐｕｎｏｖｅｘｐｏｎｅｎｔａｂｏｕｔｎ

为了更好地验证系统的混沌特性，计算 ｙ＝０．
０１为截面的四涡卷混沌吸引子的 Ｐｏｉｎｃａｒé截面如
图１２示，截面上是一些成片的密集点，说明系统是
混沌的，并且主要密集地分布在四条并行的线上，

说明系统处于四涡卷混沌吸引子状态，截面上分散

的点，说明涡卷之间通过键带连接．

图１１　参数ｎ变化时的吸引子相图

Ｆｉｇ．１１　Ｐｈａｓｅｄｉａｇｒａｍｓｗｉｔｈｄｉｆｆｅｒｅｎｔｎ

图１２　四涡卷混沌吸引子的Ｐｏｉｎｃａｒé截面图

Ｆｉｇ．１２　Ｐｏｉｎｃａｒéｓｅｃｔｉｏｎｏｆｆｏｕｒｓｃｒｏｌｌｃｈａｏｔｉｃａｔｔｒａｃｔｏｒ

２　基于 Ｃｈｕａ系统的网格多涡卷吸引子的
建模与仿真

２．１　网格多涡卷吸引子的建模
网格多涡卷混沌吸引子在不同的方向上同时

产生多涡卷，具有更为复杂的拓扑结构．为了设计

网格多涡卷混沌吸引子，在ｙ方向上引入一个非线
性项，其微分方程为

ｘ＝α（ｙ－ｆ（ｙ）－ｈ（ｘ））
ｙ＝ｘ－ｙ＋ｚ
ｚ＝－β（ｙ－ｆ（ｙ

{
））

（３）

式中，α＝１０，β＝１６，ｈ（ｘ）控制ｘ方向的涡卷数目，
ｆ（ｙ）控制ｙ方向涡卷的数目．

（１）　ｈ（ｘ） ＝０．５ｋｘ－ｋｐ［－ｔａｎｈ（ｎｘ）＋

∑
Ｎ

ｉ＝０
ｔａｎｈ（ｎ（ｘ＋４ｉｐ））＋∑

Ｎ

ｉ＝０
ｔａｎｈ（ｎ（ｘ－４ｉｐ））］时，

ｘ方向产生偶数（２Ｎ＋２）个涡卷．
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（２）　ｈ（ｘ）＝０．５ｋｘ－ｋｐ［∑
Ｎ

ｉ＝０
ｔａｎｈ（ｎ（ｘ＋（２＋

４ｉ）ｐ））＋∑
Ｎ

ｉ＝０
ｔａｎｈ（ｎ（ｘ－（２＋４ｉ）ｐ））］时，ｘ方向产

生奇数（２Ｎ＋３）个涡卷．

（３）　ｆ（ｙ）＝ｑ［－ｔａｎｈ（ｎｙ）＋∑
Ｎ

ｊ＝０
ｔａｎｈ（ｎ（ｙ＋

２ｊｑ））＋∑
Ｎ

ｊ＝０
ｔａｎｈ（ｎ（ｙ－２ｊｑ））］时，ｙ方向产生偶数

（２Ｎ＋２）个涡卷．

（４）　ｆ（ｙ）＝ｑ［∑
Ｎ

ｊ＝０
ｔａｎｈ（ｎ（ｙ＋（２ｊ－１）ｑ））＋

∑
Ｎ

ｊ＝０
ｔａｎｈ（ｎ（ｙ－（２ｊ－１）））］时，ｙ方向产生奇数

（２Ｎ＋３）个涡卷．
以上函数中，ｋ是线性项 ｋｘ的斜率，ｐ是非线

性项的平移因子，能够控制产生涡卷的大小，ｐ越
大，吸引子范围越大，ｑ为比例因子，控制 ｙ方向平
衡点的位置．设ｋ＝０．５，ｐ＝０．２５，ｑ＝０．２５，ｎ＝２０，
以５×４网格多涡卷混沌吸引子的平衡点为例，可得
ｘ－ｙ相平面上鞍焦点分布如图１３所示，图中符号
“”表示平衡点为指标２的鞍焦点，可产生涡卷．

图１３　５×４网格多涡卷吸引子的鞍焦点分布

Ｆｉｇ．１３　Ｓａｄｄｌｅｆｏｃｕｓｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎｏｆｇｒｉｄ５×４ｍｕｌｔｉｓｃｒｏｌｌａｔｔｒａｃｔｏｒ

２．２　网格多涡卷混沌吸引子的数值仿真
取ｋ＝０．５，ｐ＝０．２５，ｑ＝０．２５，ｎ＝２０，取初始值

为（０．３，０．１，０），采用龙格库塔法进行数值计算，
得到的吸引子相图如图１４所示．

图１４　Ｃｈｕａ网格多涡卷混沌吸引子（ａ）２×２多涡卷（ｂ）２×３多涡卷

（ｃ）３×３多涡卷（ｄ）３×５多涡卷（ｅ）５×４多涡卷（ｆ）６×５多涡卷

Ｆｉｇ．１４　Ｓａｄｄｌｅｆｏｃｕｓｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎｏｆｇｒｉｄ５×４ｍｕｌｔｉｓｃｒｏｌｌａｔｔｒａｃｔｏｒ

（ａ）２×２ｍｕｌｔｉｓｃｒｏｌｌ（ｂ）２×３ｍｕｌｔｉｓｃｒｏｌｌ（ｃ）３×３ｍｕｌｔｉｓｃｒｏｌｌ

（ｄ）３×５ｍｕｌｔｉｓｃｒｏｌｌ（ｅ）５×４ｍｕｌｔｉｓｃｒｏｌｌ（ｆ）６×５ｍｕｌｔｉｓｃｒｏｌｌ

由图可知，利用连续的非线性函数能够得到网

格多涡卷混沌吸引子，平衡点的分布位置是由连续

非线性项所确定，得到的吸引子清晰，大小一致，而

且通过改变非线性函数可以得到任意数目的多涡

卷混沌吸引子．

２．３　网格多涡卷混沌吸引子的性能分析
以２×２网格多涡卷吸引子为例，分析系统参数

变化时，系统的动力学特性，仿真步长均为０．００２．
１）设ｐ＝０．２５，ｑ＝０．２５，ｎ＝２０，参数 ｋ在［０，２］内
变化，计算２×２网格多涡卷吸引子关于参数 ｋ的
最大Ｌｙａｐｕｎｏｖ指数曲线如图１５（ａ）所示．可见，最

大Ｌｙａｐｕｎｏｖ指数在［０．１４６，１．７３６］范围内是正的，
表明该范围内系统处于混沌态．２）设 ｋ＝０．５，ｑ＝
０．２５，ｎ＝２０，参数ｐ变化，且ｐ∈［０，４］，计算２×２
网格多涡卷吸引子关于参数 ｐ的最大 Ｌｙａｐｕｎｏｖ指

数曲线如图１５（ｂ）所示．可见，最大 Ｌｙａｐｕｎｏｖ指数
在［０，０．６４４］和［２．２６２，４］范围内是正的，表明在
该范围内系统处于混沌态，但在区间［０．６６４，２．
２６２］存在周期态窗口．３）ｋ＝０．３，ｐ＝０．２５，ｎ＝２０，

参数ｑ变化，且ｑ∈［０，２］，计算２×２网格多涡卷
吸引子关于参数 ｑ的最大 Ｌｙａｐｕｎｏｖ指数曲线如图
１５（ｃ）所示，可见，最大 Ｌｙａｐｕｎｏｖ指数在［０，０．５１］
和［０．７６６，０．９５］范围内都是正的，表明在该范围

内系统处于混沌态，且在区间［０．５１，０．７６６］和［０．
９５，２］存在周期态窗口．４）设ｋ＝０．５，ｐ＝０．２５，ｑ＝
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０．２５，参数ｎ在［０，２５］内变化，计算２×２网格多涡
卷吸引子关于参数ｎ的最大 Ｌｙａｐｕｎｏｖ指数曲线如
图１５（ｄ）所示．可见，最大Ｌｙａｐｕｎｏｖ指数在［０，２５］
范围内是正的，表明在该范围内系统处于混沌态．

图１５　２×２多涡卷系统的最大Ｌｙａｐｕｎｏｖ指数

Ｆｉｇ．１５　ＬａｒｇｅｓｔＬｙａｐｕｎｏｖｅｘｐｏｎｅｎｔｏｆ２×２ｍｕｌｔｉ－ｓｃｒｏｌｌｓｙｓｔｅｍ

（ａ）ｐａｒａｍｅｔｅｒｏｆｋ（ｂ）ｐａｒａｍｅｔｅｒｏｆｐ

（ｃ）ｐａｒａｍｅｔｅｒｏｆｑ（ｄ）ｐａｒａｍｅｔｅｒｏｆｎ

为了更好地验证系统的混沌特性，计算ｚ＝－０．５
为截面的２×２网格多涡卷吸引子 Ｐｏｉｎｃａｒé截面图
如图１６所示，截面上是一些成片的密集点，表明系
统是混沌的，并且主要密集地分布在四块区域，说

明系统是处于２×２网格多涡卷吸引子的状态．

图１６　２×２多涡卷混沌吸引子的Ｐｏｉｎｃａｒé截面图

Ｆｉｇ．１６　Ｐｏｉｎｃａｒéｓｅｃｔｉｏｎｏｆ２×２ｍｕｌｔｉ－ｓｃｒｏｌｌｃｈａｏｔｉｃａｔｔｒａｃｔｏｒ

３　结论

本文研究了基于连续非线性函数的Ｃｈｕａ系统
多涡卷混沌系统的建模、仿真与动力学特性问题，

通过构造连续的非线性函数，在 Ｃｈｕａ系统中得到
了单方向与网格的多涡卷混沌吸引子，得到的多涡

卷混沌吸引子相图清晰、涡卷大小相同．讨论了系

统参数对多涡卷吸引子及其性能的影响，为正确选

取系统参数提供了实验依据．研究表明，基于连续
非线性函数的Ｃｈｕａ多涡卷吸引子具有丰富的动力
学特性，多涡卷混沌系统的理论分析和数值分析得

到的结果相一致，说明多涡卷混沌吸引子设计方法

可行．下一步将研究多涡卷吸引子的电路实现及其
应用．
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