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中心刚体柔性梁刚柔耦合动力学模型降阶研究

李莉　刘铸永　洪嘉振
（上海交通大学工程力学系，上海　２００２４０）

摘要　有限单元法被广泛的采用来描述柔性体的弹性变形，然而有限元节点坐标数目庞大，将会给动力学

方程求解带来巨大的计算负担．如何降低柔性体的自由度，是当前柔性多体系统动力学研究的一个重要命

题．本文以中心刚体柔性梁系统为例，采用Ｋｒｙｌｏｖ方法和模态方法进行降价．然后分别采用有限元全模型、

Ｋｒｙｌｏｖ降阶模型和模态降阶模型，对中心刚体柔性梁进行刚柔耦合动力学仿真．仿真结果表明，与采用模

态降阶方法相比，采用Ｋｒｙｌｏｖ模型降阶方法只需要较低的自由度，就可以得到与采用有限元方法完全一致

的结果．说明Ｋｒｙｌｏｖ模型降阶方法能够有效的用于柔性多体系统的模型降价研究．
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引言

浮动坐标系方法是柔性多体系统动力学最常

用的方法，其中柔性体的运动被分成两部分：用浮

动坐标系描述的大范围刚体运动和相对于浮动坐

标系的小的弹性变形．有限单元法被广泛的采用来
描述柔性体的弹性变形，然而有限元节点坐标数目

庞大，将会给动力学方程求解带来巨大的计算负

担．如何降低柔性体的自由度，是当前柔性多体系
统动力学研究的一个重要命题．因此，为了提高柔
性多体动力学仿真的计算效率，便于控制设计和实

施，就必须要对柔性多体系统动力学模型降阶进行

研究．降阶后的模型既要能真实地反映出系统的动
力学特性，阶数也要足够低．

模型降阶一般可以从两方面予以考虑［１］：一方

面是从建模的角度进行降阶，即根据经典的假设模

态法，选择具有较好展开收敛性的模态集，以便用

较少的模态对系统进行建模．由于假设模态方法没
有考虑作用在物体上的外部载荷的空间特性，其收

敛速度很慢．为了提高收敛性，人们提出模态综合
法等方法如来改进假设模态方法．但是，如何选取
一组恰当的由特征模态和假设模态构成的基矢量

集是一件非常困难的事情，因为这取决于工程人员

的经验和对此问题的认识程度．模型降阶的另一方
面是在模型建立之后，对所建立的模型通过提供合

适的降阶方法，进行合理的自由度减缩，从而进一

步对模型降阶．从结构动力学或者有限元理论角度
出发，目前结构模型的降阶方法主要有：频率截断

法、惯性完备性准则和参数匹配法等传统降阶方

法．
这些方法仅考虑了模型本身的属性，而忽略了

控制系统设计要求以及外界干扰等因素．在现代控
制理论中，从系统的可控性、可观性出发，利用一

些降阶方法将那些不可观、不可控的模态剔除．
Ｓｋｅｌｔｏ［２］提出的模态价值分析方法和 Ｍｏｏｒｅ［３］提出
来的平衡准则等，综合考虑了系统本身属性、系统

的可观可控性以及外界干扰等因素，是目前比较全

面实用的降阶方法．国内学者曲广吉等［１，９］等对柔

性航天器动力学模型降阶问题进行了深入的研究，

取得了非常良好的结果．章敏、蔡国平［４］研究表明

对与频率密集的柔性板，内平衡降阶方法比模态价

值分析方法更为有效．在状态空间系统，近年来提
出的Ｋｒｙｌｏｖ子空间模型降阶方法，能够有效的处理
大规模动力系统的模型降阶问题［５］．Ｅｂｅｒｈａｒｄ［６，７］

等对Ｋｒｙｌｏｖ子空间模型降阶技术进行改进，对柔性
体的动力学模型降价进行了很好的研究．总之，当
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前对柔性结构的模型降阶研究较多，对柔性多体系

统动力学的研究相对较少．本文采用Ｋｒｙｌｏｖ模型降
阶方法［８］，对柔性梁刚柔耦合动力学模型降阶问题

进行研究．首先采用有限单元法离散弹性变形，建
立系统的刚柔耦合动力学方程．然后将柔性梁作为
一个输入输出系统，采用Ｋｒｙｌｏｖ模型降阶方法缩减
系统自由度，建立系统降阶的刚柔耦合动力学方

程．再次采用传统的模态降阶方法，缩减系统自由
度，建立系统降阶的刚柔耦合动力学方程．最后，分
别采用有限元全模型、Ｋｒｙｌｏｖ降阶模型和模态降阶
模型进行系统的刚柔耦合动力学仿真．

１　刚柔耦合动力学的模型降阶

做大范围运动的任意一个柔性体的动力学方

程可以表示为

Ｍｒ Ｍｒｅ
Ｍｅｒ Ｍ[ ]

ｅ

ｑ̈[ ]̈ｐ＋
０ ０
０ Ｋ[ ]

ｅ
[ ]ｑｐ＝

Ｑｒ
Ｑ[ ]
ｅ

（１）

其中ｑ表示大范围刚体运动广义坐标，ｐ表示有限
元节点坐标，Ｍｒ，Ｍｅ，Ｍｅｒ分别代表刚性质量阵、弹
性质量阵、刚柔耦合质量阵，Ｋｅ代表弹性刚度阵，
Ｑｒ，Ｑｅ分别为刚体运动和弹性运动的广义力阵．

为了提高柔性多体动力学仿真的计算效率，便

于控制设计和实施，就必须要对柔性多体系统动力

学模型降阶进行研究．如果有限元节点坐标 ｐ（ｔ）

∈ＲＮ，能够用一个低维的坐标ｐ（ｔ）∈Ｒｓ来近似．他
们满足如下关系式

ｐ＝Ｖｐ （２）
其中转换矩阵Ｖ∈ＲＮ×ｓ，ｓＮ．把式（２）带入式（１）
降阶的动力学方程可以表示为

　
Ｍｒ ＭｒｅＶ

ＶＴＭｅｒ Ｖ
ＴＭｅ[ ]Ｖ ｑ̈

ｐ[ ]̈ ＋０ ０

０ ＶＴＫｅ[ ]Ｖ [ ]ｑｐ＝
Ｑｒ
ＶＴＱ[ ]

ｅ

（３）
降阶的转换矩阵Ｖ∈ＲＮ×ｓ可以是模态矩阵Φ∈ＲＮ×ｓ，也
可以通过其它方法如Ｋｒｙｌｏｖ模型降阶方法得到．

模型降阶过程中暂不考虑大范围刚体运动的

影响，仅对柔性体的弹性变形坐标进行降阶．柔性
体弹性振动的结构动力学方程为

Ｍｅ̈ｐ＋Ｋｅｐ＝Ｂｅｕ

ｙ＝Ｃｅ{ ｐ
（４）

其中Ｂｅ∈Ｒ
Ｎ×ｍ为输入矩阵，Ｃｅ∈Ｒ

ｎ×Ｎ为输出矩阵，

ｕ∈Ｒｍ×１为载荷向量，ｙ∈Ｒｎ×１为观测量，系统的传

递函数表示为

Ｈ（ｓ）＝Ｃｅ（ｓ
２Ｍｅ＋Ｋｅ）

－１Ｂｅ （５）

不失一般性，下文仅讨论Ｂｅ＝Ｃ
Ｔ
ｅ的工况．引入

转换矩阵Ｖ∈ＲＮ×ｓ，降阶后系统的结构动力学方程
为

ＶＴＭｅＶｐ̈＋Ｖ
ＴＫｅＶｐ＝Ｖ

ＴＢｅｕ

ｙ＝Ｃｅ{ Ｖｐ
（６）

降阶后系统的传递函数表示为

Ｈ（ｓ）＝ＣｅＶ（ｓ
２ＶＴＭｅＶ＋Ｖ

ＴＫｅＶ）
－１ＶＴＢｅ （７）

在相同的输入条件下，降阶前后系统的观测量

相同，即降阶前后的传递函数满足以下关系式

Ｈ（ｓ）＝Ｈ（ｓ） （８）
假设Ｋｅ为非奇异矩阵，传递函数Ｈ（ｓ）在σ＝

０处泰勒展开为
Ｈ（ｓ）＝ｍ０＋ｍ１ｓ＋…＋ｍｒ－１ｓ

ｒ－１＋… （９）

其中ｍｉ＝ Ｃｅ[ ]０
０ －Ｋ－１ｅ Ｍｅ
Ｉ[ ]０

ｉ －Ｋ－１ｅ Ｂｅ[ ]０
，

ｍｉ∈Ｒ
ｎ×ｍ为第ｉ次矩，Ｋｒｙｌｏｖ模态降阶方法又称为

矩匹配法，即降阶后系统传递函数 Ｈ（ｓ）的第 ｉ次
矩ｍｉ满足以下关系式

ｍｉ＝ｍｉ （１０）

转换矩阵的二阶Ｋｒｙｌｏｖ形式为［８］

Ｖ＝κｒ（０，－Ｋ
－１
ｅ Ｍｅ，－Ｋ

－１
ｅ Ｂｅ） （１１）

其中数学符号κｒ（Ａ１，Ａ２，Ｇ）定义为

κｒ（Ａ１，Ａ２，Ｇ）＝ｃｏｌｓｐａｎＰ０ Ｐ１ … Ｐｒ－{ }１
Ｐ０＝Ｇ，Ｐ１＝Ａ１Ｇ
Ｐｉ＝Ａ１Ｐｉ－１＋Ａ２Ｐｉ－２　ｉ＝２，３，…
ｉ＜０，Ｐｉ＝０ （１２）
Ｈ（ｓ）在σ≠０处泰勒展开与 Ｈ（ｓ＋σ）在０处

的泰勒展开相等

Ｈ（ｓ＋σ）＝Ｃｅ（（ｓ＋σ）
２Ｍｅ＋Ｋｅ）

－１Ｂｅ
＝Ｃｅ（（ｓ

２Ｍｅ ＋２ｓσＭｅ ＋σ
２Ｍｅ ＋

Ｋｅ）
－１Ｂｅ （１３）

系统转换矩阵形式为

Ｖ＝κｒ（Ａ１，Ａ２，Ｇ） （１４）
其中

Ａ１＝－（Ｋｅ＋σ
２Ｍｅ）

－１（２σＭｅ）

Ａ２＝－（Ｋｅ＋σ
２Ｍｅ）

－１Ｍｅ
Ｇ＝－（Ｋｅ＋σ

２Ｍｅ）
－１Ｂｅ （１５）

２　刚柔耦合动力学方程

本节建立了典型的刚柔耦合动力学模型，由一

７
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个中心刚体—柔性梁组成．以此为例，说明如何实现
柔性多体动力学的模型降阶过程．基于以下基本假
设：梁是均匀的，各向同性的，细长的，剪切影响可以

忽略；柔性梁的变形为小变形；中心刚体大范围转动

的角速度较低，即零次近似耦合模型即可适用．
２．１　运动学描述

如图１所示，中心刚体的半径为ｒ０．柔性梁在

固定在刚体的Ｏ１点，梁长度为 Ｌ．系统在 ＸＹ平面
内转动，重力影响忽略．为了描述系统的运动，建立
了两个坐标系：惯性坐标系ｅ→ｒ（Ｏ－ＸＹ）和浮动坐标
系ｅ→ｂ（Ｏ１－ｘｙ）．ｒ→

０是点 Ｏ１的位置矢量，ρ→
０是未变

形梁上任意一点Ｐ０的位置矢量，ｕ→是变形矢量，梁

上任意一点Ｐ的位置矢量ｒ→在坐标系 ｅ→ｒ上的位置
坐标为

ｒ＝Ａ（ｒ０＋ρ０＋ｕ） （１６）

其中ｒ０＝［ｒ０，０］
Ｔ，ρ０＝［ｘ，ｙ］

Ｔ，ｕ＝［ｕ１，ｕ２］
Ｔ是

ｒ→０，ρ→０，ｕ→在坐标系 ｅ→ｂ上的位置坐标，Ａ是从 ｅ→ｂ到
ｅ→ｒ的转换矩阵，给出如下：

Ａ＝
ｃｏｓθ －ｓｉｎθ
ｓｉｎθ ｃｏｓ[ ]θ （１７）

其中θ是梁大范围运动的转角．
对（１６）式求导可得

ｒ＝Ｉ
～
Ａ（ｒ０＋ρ）θ

·＋Ａｕ′ （１８）

其中 Ｉ
～
＝
０ －１[ ]１ ０

．ｒ的变分可以表示为

δｒ＝Ｉ
～
Ａ（ｒ０＋ρ）δθ＋Ａδｕ （１９）

对（１６）式求ｔ的二次导数可得

ｒ̈＝Ｉ
～
Ａ（ｒ０＋ρ）̈θ＋Ａ̈ｕ－Ａ（ｒ０＋ρ）θ

·２＋２Ｉ
～
Ａｕθ

·

（２０）

图１　动力学模型

Ｆｉｇ．１　ＤｙｎａｍｉｃＭｏｄｅｌ

２．２　变形描述
采用非笛卡尔变形坐标描述，柔性梁的变形场

可用线性梁单元插值函数描述：

ｕ′ｋ＝
ｕｋ１
ｕｋ[ ]
２

＝
Ｎｋ１ｐ

ｋ

Ｎｋ２ｐ
[ ]ｋ （２１）

此即为单元变形 ｕ→ 在浮动坐标系ｅ→ｂ上的插值公
式，其中ｐｋ为单元节点坐标，Ｎｋ１，Ｎ

ｋ
２为平面梁的插

值函数．使用布尔定位阵ＢＫ，（２１）式可以表示成全
部节点坐标表示的形式．

ｕ′＝
ｕ１
ｕ[ ]
２

＝
Ｎ１ｐ

Ｎ２
[ ]ｐ （２２）

其中 ｐ（ｔ）∈ＲＮ为梁的整体节点坐标，Ｎ１＝Ｎ
ｋ
１Ｂ
ｋ，

Ｎ２＝Ｎ
ｋ
２Ｂ
ｋ为整体函数．

２．３　动力学方程
采用Ｈａｍｉｌｔｏｎ原理来建立作大范围运动平面

柔性梁的动力学方程：

∫
ｔ２

ｔ１
（－δＴ＋δＵ－δＷ）ｄｔ＝０ （２３）

其中，Ｔ为系统的动能由中心刚体动能 ＴＨ和柔性
梁动能ＴＢ组成，Ｕ为系统的势能，Ｗ为外力所作的
功．

中心刚体和动能有关的变分项可表示为

∫
ｔ２

ｔ１
－δＴＨｄｔ＝∫

ｔ２

ｔ１
ＪＨδθ̈θｄｔ （２４）

柔性梁和动能有关的变分项可表示为

∫
ｔ２

ｔ１
－δＴＢｄｔ＝∫

ｔ２

ｔ１
（∑

ｎ

ｋ＝１
∫ＶｋρδｒＴｒ̈ｄＶ）ｄｔ （２５）

柔性梁变形能的变分为

δＵ＝δｐＴＫｅｐ （２６）
假设作用在柔性梁上的外力为分布参数形式

的外力 ｆ→（例如重力），其在连体坐标系下的坐标阵

为ｆ′＝ ｆ′１，ｆ′[ ]２
Ｔ，则 ｆ

→
在惯性坐标系下的坐标阵为

ｆ＝Ａｆ′．中心刚体受外力矩为 Ｍｅ．那么外力所做的
虚功可表示为

δＷ ＝∑
ｎ

ｉ＝１
∫ＶｉδｒＴＡｆ′ｄＶ＋δθＭｅ （２７）

将 （２４）、（２５）、（２６）和（２７）式代入（２３）式，
可以得到作大范围运动中心刚体 －柔性梁的刚柔
耦合动力学方程为

Ｍθ Ｍθｅ
Ｍｅθ Ｍ[ ]

ｅ

θ̈[ ]̈ｐ＋
０ ０
０ Ｋ[ ]

ｅ

θ[ ]ｐ＝
Ｑθ
Ｑ[ ]
ｅ

（２８）

其中θ，ｐ广义坐标，Ｍθ，Ｍｅθ，Ｍｅ是分块质量阵，

８
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Ｋｅ是弹刚度阵，Ｑθ，Ｑｅ是广义外力阵．篇幅关系它
们的具体形式不再给出．

降阶后，式（２８）可表示为
Ｍθ ＭθｅＷ

ＷＴＭｅθ Ｗ
ＴＭｅ[ ]Ｗ θ̈

ｐ[ ]̈ ＋ ０ ０

０ ＷＴＫｅ[ ]Ｗ θ[ ]ｐ
＝

Ｑθ
ＷＴＱ[ ]

ｅ

（２９）

通过 Ｋｒｙｌｏｖ降阶时 Ｗ＝Ｖ，通过模态降阶时
Ｗ＝Φ．

３　仿真算例

带末端质量的中心刚体柔性梁系统的几何和
材料参数给出如下：质量密度 ρ＝２．７６７!

１０３ｋｇ／
ｍ３，梁长 Ｌ＝１．８ｍ，截面惯性矩 Ｉ＝１．３０２

!

１０－１０

ｍ４，截面积Ａ＝２．５００
!

１０－４ｍ２，弹性模量Ｅ＝６．８９５

!

１０１０Ｎ／ｍ２，中心刚体的转动惯量ＪＨ＝０．２５ｋｇ·ｍ
２，

中心刚体的半径ｒ０＝０．１ｍ；梁末端有一外力Ｆ＝［４

　０．２］Ｔ作用；初始时刻梁未变形．

图２　ｗ０＝１ｒａｄ／ｓ时系统动力学响应

Ｆｉｇ．２　Ｒｅｓｐｏｎｓｅｏｆｔｈｅｓｙｓｔｅｍｗｈｅｎｗ０＝１ｒａｄ／ｓ

图３　ｗ０＝２ｒａｄ／ｓ时系统动力学响应

Ｆｉｇ．３　Ｒｅｓｐｏｎｓｅｏｆｔｈｅｓｙｓｔｅｍｗｈｅｎｗ０＝２ｒａｄ／ｓ

图２，图３给出了中心刚体初始角速度 ｗ０＝

１ｒａｄ／ｓ以及ｗ０＝２ｒａｄ／ｓ时分别采用有限元全模型、

Ｋｒｙｌｏｖ降阶模型和模态降阶模型，进行系统刚柔耦
合动力学仿真结果．数值仿真结果表明，与采用模态
降阶方法（需要２５阶模态）相比，采用Ｋｒｙｌｏｖ模型降
阶方法（需要５阶模态）只需要较低的自由度，就可
以得到与采用有限元方法吻合较好的结果．

４　结论

浮动坐标系方法是柔性多体系统动力学最常

用的方法，其中柔性体的运动被分成两部分：用浮

动坐标系描述的大范围刚体运动和相对于浮动坐

标系的小的弹性变形，因此又称之为刚柔耦合动力

学．有限单元法被广泛的采用来描述柔性体的弹性
变形，然而有限元节点坐标数目庞大，将会给动力

学方程求解带来巨大的计算负担．如何降低柔性体
的自由度，是当前柔性多体系统动力学研究的一个

重要命题．本文以中心刚体柔性梁系统为例，分别

９
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采用Ｋｒｙｌｏｖ方法和模态方法进行降价．然后分别采
用有限元全模型、Ｋｒｙｌｏｖ降阶模型和模态降阶模
型，对中心刚体柔性梁进行刚柔耦合动力学仿
真．仿真结果表明，与采用模态降阶方法相比，采用
Ｋｒｙｌｏｖ模型降阶方法只需要较低的自由度，就可以
得到与采用有限元方法完全一致的结果．说明Ｋｒｙ
ｌｏｖ模型降阶方法能够有效的用于柔性多体系统的
模型降价研究．
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